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AVERTISSEMENT.

CE T Ouvrage devant fervir dintroduction @ Pétude
des Sciences Phyfico- Mathématiques y telles qu’on peut les
enfeigner dans un cours erdinaire de Philofophie ; on a
taché d'y réunir tous les principes de calcul & de Géomé-
trie, dont onpeut avoir befoindans ce genre d’enfeignement.
On s’eft méme permis quelquefois daller un peu plus loin
que cet objet ne demande y afin que ceux qui n’auront d’au=
tres vues que d’apprendre les Elémens de Mathématiques
pures , les trouvent ici avec affey d'étendue. On a fait en
Jorte de développer, dans le Difcours Préliminaire , plu-
Jeeurs notions Métaphy fiques 5 dont les unes font le fonde-
ment des Sciences Mathématiques en général , & les autres
contiennent des éclairciffemens relatifs d quelques endroits
de cet Quvrage. De telles difcuffions qui feroient fans doute
utiles dans tous les Livres Elfémmmirff , deviennent pref-
que indifpenfables dans ceux gui font deftinés pour un
cours de Philofophie. Cependant ,comme il eft plus facile
dentendre les Elémens d'une Science , que de [aifir cette
efpéce de Métaphyfique , f[ouvent trés-profonde , qui a pré-
fidé a [es principes, il nous paroit que dans une premicre lec-
ture on doit omettre ici le Difcours Préliminaire en entier,
pour ne s occuper que des Elémens. On y reviendra enfuite
avec plus de fruit y & fur-tout avec plus d’intérét , parce
gi'on en aura déja fenti la néceffité dans plufieurs endroits
de UOuvrage.
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Au refle, comme Uétendue qu’on peut donner aux j A




Wens de Mathématiques dans les divers cours de Philofo=
phié , dépend & du temps qu'on y peut employer, & des
yues qu'on fe propafe dans Uenfeignement ; il n'eft pas
poffible gu'un Livre Elémentaire ne contienne précifement
que les connoiffances Mathématiques , dont chaque Pro=
fefleur voudra faire ufage dans [a clafle. Ceft pourguoi
on a cherché d renfermer dans celui-ci tout ce qui peut
s'enfeigner dans un cours o Uon étendra le plus ce genre
dinftruction 3 & dans ceux oww Uon voudra le reffreindre ,
il fera toujours loifible d’omettre certains chapitres en tout
ouén partie y cé qui fe peut faire fans que lés autres de-
vientent plus difficiles a entendre. A la vérité il nous pa-
rolt qu’on ne peut guére retrancher de U Arithmétique ni de
la Géométrie 3 mais dans UAlgébre on peut paffer les Cha-
pitres IV & V1 , de la [rconde Section, vir, 1X& X
dé ld troifime , & 1V y VI & V11 de la quatriéme. Et
pour tout le refte ,ﬁzvoir , Dabregé fur les Sections Cori~
ques & les notions de Caleul Infinitéfimal 4 les vues qu'on
gura eh enfeignant ces Elémens , doivent uniquement
diécider 5'il faut sen occuper ou non. Quel que Joit le but
gi'on fe propofe , il paroit cependant qu'on ne peut fe
paflér du Chapitre ol Uon a tdché de donner des notions
exaltes fur linfini , parce que ces notions font dun fréa .
guent yfage dans toutes les Sciences Mathématiques,



Liha LA U

TN T -

,de ceux qui auront droit d'elle y 4 peithe de confifcation des exe
L

Y= =M

PRIVILEGE GENERAIL.

1‘ OUIS, PAR EAGRACE DE Diztr, Ror bE FRAncE ET DE NAVARRE : A
nos amés & feaux Confeillers , les genstenans nos Cours de Parlement , Maities
des Requetes de notre Hétel , Grand-Confeil , Prévoc de Paris, Baillifs , Séue-
chaux , leurs Licutenans civils & autres nos Jufticiers qu'il appartiendra, Sarwr =
Ayant jugé & propos de metire fous netee proteétion Académie des Sciences,
Infcriptions 8¢ Belles-letires de Teuloufe , & encourager les travaux lictérairesdes
membres  qui compofent Jadite Académie ; Nous avens cru devoir lui accorder nos
Leures de Privilege de faire imprimer tous les Ouvrages qulelle pourra produire,
A ¢Es caUsEs, Nous avons permis 4 ladite Académic & nous lui permettons pat
ces préfentes de faire imprimer par tel Imiprimevr qﬁ’cﬂc voudra choilir & avtan®
de fois que bon lui feniblera , de faire vendre & débiter par tout notre Royau.
me pendant le temps de douze années confécutives, & compret du jour de la daté
des préfentes , tous les Owvrages guel'Académie des Scignces , Inferiptions &
Belles-lerives de Towlonfe difivera faive imprimer en fonnom 4 apigs avoir faic
examiner lefdits Ouvriages & les avoir jugés dignesde Pimpreifion. Faifons défenfes
i tous Imprimeurs-Libraires 8 auvtres, de quelque qualite & condition qu'ils
foient ; d’en introduire &ip reflion étrangere dans aucun lieu de notre obéiffance,
comme aufli d'imprimet ou faire imprimer , vendre , faire vendre , debiter ni
contrefaire lefdits Ouvrages , ni d'en faire aucuns extraits , fovsiquelque prérexce
que ce puifle ére , faps la permiffion exprefle & par écric deladite Académie ou

lsites contie=

faits , de trois mille livres d'amende contre chacun des. conttevenans , dont g
tiers 4 Nous , ua tiers 4 I'HOte ! Dieu de Paris, & 'autre tiers 4 ladite Académic ,
ou 4 celoi qui aura droitd’elle , & de rous dépenss, dommages & intétérs , 4 la
charge que ces préfentes feront enrégiftrées tout au leng fur le Regiltre de la Com-
munauté des tmprimeurs & Libraires de Paris , dans trois mois de la dare dicelles ,
que l'impre(fion defdits Ouvrages fera faite dans notre Royaume & nen aillours |
en beau papict & beau caraftére , conformément aux Réglemensde la Librairie ,

8 notammenr i celui du 10 Avril 1925 , 4 peine de déchéance du préfent Privia

lege 5 quwavant de Pexpoler en vente , le manofcrit qui aura fervi de copie & Pim-
preflion defdits Ouvrages , fera femis dans le méme érat o Papprobaiien y aura
éié dounte & mains de notre trés-cher & féal Chevalier Garde des Sceavx de France,
le ficur Hue de Mirom

we Bibliotheque publi

nil , qu'il en fera enfuite remis deux excrmplaires dans nos

, un danscelle de notte Charean du Louvre, un dang




sclle de notre trés-cher 8¢ fal Chevalier Chancelier de France le fieur de Maupesu ;
& undans celle dudit Geur Hue de Miromenil. Le tout & peine de nullit des pré-
fentes , 8 du contenu defquelles vous mandons & enjoignons de faire jouir ladite
Académiz & fes ayans caufe pleinement & paifiblement , fans fouffrir qu’il leur
foit fait aucun rrouble ou empéchement 3 voulons que la copie des préfentes, qui

fera imprimée rout au long au commencement ou 4 la finl detdits Ouvrages , foic
tenue pour duement (ighikiée , 8 qu'aux copies collationnées par Pun de nos amés

& fcaux Confeillers Secreraires , foi foitajoutée comme i original. Commandons

<y premier notre Huiffier ou Sergent fur ce requis , de faire pour Pexécation
dicelles tous adtes requis & néceflaires , fans demandér auere peemiflion , & ton-
obltant clameur de hato, charte normande & lettres d ce contraires. Car tel ot
notte plaific. DownE 4 Paris le vinge-huitieme jour d’Aolic I'an de grace mil fepr
cent foixanee-feize , & de notre Regnele wroifieme. Pac le Roi en fon Confeil,

LEBEGUE.

Regiftrd furle Regifire XX de Iz Chambre Royale & Syndicale des Libraires & Ima
grimears de Paris, N% 730, fol, 212, conformdment au Réglement de 1723 » qué
Sfaizdéfenfe , article IV, 4 toutes perfonnes de quelque qualité & condition qu’elles foient,
autres que les Librairea s ITmprimeurs , de vendre , débiter, faire afficher aucuns livres
pour lss vendre en leurs moms , foit qu’ils s’en difent les Auwreurs ou autrement, & & Iz
eharge de fournir 4 la fufdire Chambre huif exemplaires preferits thr Particle CVITEy
&u mime Réglementy, A Parisee guatre Septembre mil feptc ent foivante-feiqe.

LAMBERT, Adjointy




Extrarr des Regiftres de PAcadémie
Royale des ‘Sciences , Infcriptions &
Belles-Lettres de Touloufe.

Du Mercredi 2 Mai' 1781.

MESSIEURS pE Gartruy & BeneT,
nommés pour examiner un QOuvrige de M.
’Abbé M A R T I N, intitulé Elémens de
Mathématiques , & l'ufage des Ecoles de Philo-
Jophie du Collége Royal de Touloufe ; ayanc
jugé que cet Quvrage réunifloit au mérite de
la clarté & de la précifion, des vues neuves &
intéreflantes ; I’Académie a cru qu'il éroit digne
de fon approbation, & qu’il pouvoit étre im-
primé fous fon privilége. En foi de quoi jai
figné le préfent certificat. A Touloufe le 8
Mai 1781.

pu Mas, Vice-Secretaire.
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PRELIMINAIRE,

L

L’EMPRESSEMENT que 'on montre awjourd’hui pour wit
s’inftruire dans les Mathémariques, le zele avec lequel on s o
lesenfeigne dans la plupart des Ecoles, la multitude d’Ou- ‘1‘:;:““'
vrages Elémentaires qui paroiffent d“ms ce genre , TOUt
enfin femble annoncer que V'utilité de cette Science éft
généralement reconnue. Qui pourroit douter en effet que
la rigueur, laprécifion , & méme les difficuleés qui Pac-
compagnent, ne donnent plus d’érendue & Pefpric, &
n’impriment 4 nos idées un caralere de julteffe 8¢ de
profondeur , qu'on chercheroit vainement dans Pétude
des autres fciences ¥ Quiconque a' culiivé celle-ci avec
application , en a éprouvé ces heureux efets 5 &
quant & ceux qui n’y font pas initiés encore , le fuffrage
de tous les grands hommes fuffiroit pour leur rendre
cette étude recommandable. Les anciens Philofophes
lui avoient afligné un rang diftingué dans ’éducation pu-
blique ; ils la cultivoient avec un rare fucces, & Tont
enrichiedes plus précieufes découvertes. Parmiles moder-
nes, il ne faut que nommer Defcartes, Leibnitz, Newron,
Pafcaly &c. pour prouver que dans tout temps les génies
rares qui ont éclairé les hommes , ont écé les premiers
a
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Géometres de leur fiecle. Si je voulois parler de ceux
quivivent encore, combien n’en pourrois-je pas citer
qui fe font illuftrés dansla Philofophie & dans les Let-
tres, & qui nedoivent qu’a une érude approfondie de la
Géométrie la juftefle, la force & la précifion qu’on admire
dans leurs ouvrages ? Il paroit donc hors de doute que I’é-
tude des {ciences mathématiques a la plus grande influence
fur les progres de Pefprit humain, & qu’on ne fauroit
trop tot en occuper lgs jeunes gens, a quelque état quon
Yes deftine. Cleft pour eux une Logique pratique quiyen
ornant leur efprit de connoiflances utiles, fubftitue aux
regles du raifonnement I’habitude de raifonner jufte ,
que ces regles ne donnent pas toujours.

.5

GJaet s QUorQuioN n’ait jamais douté de tous ces avantages
es bons . + . s
Liveestle & . dune infinité d’autres dont je me parle pas ici, com-

mentai-

res : qua- Ment fe peut-il faire qu'il nous manque encore de bons

litésqu’ils

doivent
avoit,

Livres Elémentaires de cette {cience,& qu’au milieu d’une
_multitude ¢ Elémens qui paroiffent chaque jour , un Géo-
metre célebre (1) ne tronve qu'une flérile abondance ; qui
nous émbarrafle fans nous enrichir ? Mais cette apparente
contradi@ion n’étonnera perfonne, fi Pon fait attention
que , fuivant le plan différent qu'un Auteur fe propofe,
un Livre Elémentaire -de Mathématiques ( & Pon en peut
dire autant de toute forte d’Elémens | eft le plus facile
ou le-plus difficile des ouvrages qu’on peut entreprendre
Il eft le plus facile , fi P Auteur ne {fe propofe que de faire

(1) M. d’Alembert, Mélanges de Littératire, tom. §, p. 2014
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PRELIMINAIRE. il
unlivre,'ou plutdt une compilation, i laquelle la mémoire
a plusde part que lintelligence & la réflexion : il eft le
plus difficile;; fi PAuteur ne veut écrire que d’apresdes
idées, s'il ne veut employer celles d’autrui qu'aprés fe
les étre appropriées par la méditation & 'examen , §'il
veut allier la clarté avec la rigueur & la précifion ,
occuper l'entendement fans fatiguer la mémoire , ne dire
que ce qu’il faut, laiffer deviner quelque chofe, pour exer-
cer efpric' des commencans fans le' rebuter : §'il “veut
ericore remonter aix notions primitives, faifir le géiie
des inventeurs , applanir les difficultés qu’ils ont laiffées,
uler & propos des fecours que la Philofophie peut préter
a la Géomérries enun mot ), §il-veut enrichir la Science
de quelque idée neuve , c’eft'alors ‘qu’il fentira la diffi
culeé de cette entreprife. Parmi Tes-diverfes caufes 'du
peu de fucces de la plupart des Elémens modernes, jene
puis m’empécher den citer une principale , Ceft' Pefpece
d’oubli ‘ot Pon alaiffé 'dans’ces Gerniers temps la ‘Géo-
métrie desanciens. En effec; feroic™-il poflible qu’aprés
une érude ‘approfondie d’Euclide, la plupart des Auteurs
Elémentaires manquaflent d’exa@itude dans les définitions
& de liaifon dans leurs idées s qu'ilsfacrifiaflent la rigueur
des preuves i la facilité d’une méthode fouvent incerezine
& quelquefois fanfle j ainfiqu’on leleur a fouvent re:
proché ? Il me femble que de'tels écarts ‘ne font point
compatibles-ayee Velprit géomérrique , quon doit né-
'ceﬁairement'acquérir en méditant cet imymortel ouvra-
ge. Que je me féliciterois de m’en érre fervi & propos
dans les endroits ot il méroit permis d’en fuivre'la mar-
che & d’en “employer la dodrine- pour enrichir-mes Elé:

a2
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mens de Géoméerie ! Avant de juftifier Vufage affez fré<

quent que j’en ai fait, je vais expofer quelques notions mé-

taphyfiques , qui font le fondement de cette Science , & je

i tdcherai en méme temps de juftifier les légeres innova-
tionsque je me {uis permifes dans le cours de cet Ouvrage.

| W

1 Noion N o TR E efprit ne Sélevant aux idées générales qulas
i de Ia = j : 3 5 e

' quaniié présavoir confidéré les objets particuliers ou individuels ,

| en géné-

tal,

Pordre de nos connoiffances fait voir que la notion de
la quantité en général fuppofe déja celle de plufieurs
quantités particulieres ou individuelles. Or ; pour favoir
i comunent {e forme en nous cette derniere notion , il fuffic
d’obferver que| parmi les €cres divers qui fe préfentent
0 4 notre efprit , plufieurs font tels quon en peut toujour
V imaginer dans la méme efpéce,& de plus grands & de plus
_ petits quleux. Cleft ainfi que nous nous repréfentons un
l‘l efpace déterminé quelconque , par:ex. une toife , une
durée fixe, comme une heure : un mouvemert 4 une
‘. mafle,, &ec. de fagon que quelque grands ou petits que
! ces étres foient comngus, nous pouvons:en concevoir &
de plus grands & de plus petits encore, fans que fien
borne notre imagination 4 cet égard. Ceft’ 1d ce qu’on
entend quand on dit de ces &tres qu'ils font fufeeptibles
(g d’augmentation & de diminution fans fin;; & en lescon=
i fidérant {ous ce rapport,on des appelle des quantités. Tant
que. cette notion de quantité s'applique 4 .des étres par-

ticuliers, comme a un.efpace , & une durde , &c. elle
fe préfente a nous avec les attributs -om | qualités inhés
rentes & la nature de ces étres, & alorsnous V'appellons




PRELIMINAIRE. v
guantité . concrete. Mais fi, laiffant & part tous les
caralléres particuliers & chaque efptce de quantité , on
ne confidere dans.ces étres divers que l'aptitude qu'ils
ont tous a devenir plus grands & plus petits , alors on fe
forme V'idée de la quantité abfiraite (1) ou féparéede
toutes {es qualicés, & confidéréefous le point de vue le
plus général. Parli on voir que I'idée de la quantité abf-
traite repréfente un objet fimple & toujours le méme ;3
tandis que les quantités concretes soffrent a Uefprit com-
me des &rres diftérens , quelquefois méme oppofés en-
tr'eux par les qualités quiles accompagnent. Ces deux for-
tes de quantités font I'objet de la Science Mathématique,
& les rapports qui réfultent de leur comparaifon font ce
qu’on "appelle des propriétés de la quantité ; ce font ces
propriétés qui forment toutes les vérités que cette fcience
enfeigne. : L

oy

L't p£E que nous venons de donner des quantités A Qua®

tités ho.
concretes en particulier doit faire conclure qu’il y en a mogénes

dans' ce genre & d'homogénes & d’hétérogines entr’elles ; ;i}r;m
ou bien que certaines peuvent étre congues, fi on les com-
pare enfemble, fous le rappore de tout & de partie; & que
d’autres ne le peuvent pas. Pour - fe former une notion
exacte de cette différence , on dira,d’aprés Euclide, que

deux quantités font homogenes lorfque 'une ajoutée un

(1) Ce ‘mot vient du terme latin abffrahere, qui'veut dire
féparer , divifer 5 ainfi que Concres vient ou de concrefeere, sal-
fembler, fe réunizen un feul , ou de concernere , voir enfemble.
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| certain nombre de fois 4 elle-méme peut furpaffer 'autre,&
I qu’ellesfonthétérogines quand cet excesde Punefurl’autre
_ aie peut jamais avoir lieu. Ainfi une durée & une étendue;;
| une ligne &une furface font des quantités hétérogénes
' entr’elles , parce que l'une ajoutée & elle-méme ne peus
jamais produire Pautre. Or , une fomme. de plufieurs
Al quantités n’étant autre chofe qu’une autre quantité ré-
1 fultante de celles-la , comme un tout réfulte de fes par-

ties ; de - méme une différence de deux. quantités {uppo-
fant toujours une efpece de fuperpofition ou: de mefure
de P'une par Pautre; il-senfuit qu’on ne peur ni réduirg
en une {fomme des quantités hétérogenes,,. ni concevain
||i|.’ entr’elles une différence de grandeur’ quelconque.

b 8 i

Towe M aATs quelle que foit une quantité , on ne fauroit

ité . x [ s
o limi. fe la repréfenter fans concevoir.en méme temps des li-

“c, & mites quila terminent. En effet, la notion de la quantité
€Onene : i K -

| w_ﬂmelj- fuppofe une aptituded recevoir des augmentations quel-
i titude de ’ g e
paiiics. conques. Or, ces augmentations ne pouvant avoir liea
i {ans imaginer que 13 ol fe' termine une quantité’, com=
il . . v . o
i mence une autre qui vafe rerminer plusloin il s’enfuit
quela ‘notion de limites fixes entre néceffairement dans

Pidée'de la quantité. Celle d’une multitude de partieseh

un &tre compofé, elle renferme néceflairement plufieurs
autres.étres-de méme nature qu’elle y-8-n’eft autre chole
que tous ceux-12 pris enfemble. Or 4 fi A eft 1a m&me
chofe. que B, C, D-pris enfemble, A fera dit un catig
& B, C,; D, en feront les pardes. Ainfilanotion d'une

eft aufli un ateribue effentiel ; car toute quantité éeant
i




PRELIMINAIRE. viy
multitude ‘de parties eft encore inféparable. de I'idée de
la quantité.
vV L
CEe feroit une manifefte- contradiction de dire que ...
I'idée d’un €tre en particulier eft aufli celle d’une mul- e
titude d’étres ou femblables ou différens de lui, puif- nombee.
qu’alors cette idée feroit & ne {eroit pas en méme temps
la notion qui repréfente 'étre dont il s'agit. Or, pour
exprimer que la notion d’un étre quelconque ne fauroit
étre celle d’une multitude d’autres , nous difons de celui=
13 qu’il eft un. Ainfi chaque objet qu’on peut imaginer
elt un, & ne fauroit étre congu autrement fans la plus
évidente contradi@tion. Lor{que notre elprit veut fe re-
préfenter 4 la fois & lattribut d’étre un, & le fujet ol
cet attribut réfide , nous employons le terme adje&ifun ,
qui yainfi que tous tous les autres adjedifs, défigne & la
fois & la qualité dont on parle, & le fujet auquel on
Pattribue. Mais fi nous voulons parler de cette qualité
feule , fans penfer au fujet , nous faifons abftra&tion de
ce fujet ; & confidérant la qualité comme un étre indé-
pendant & fubftantiel, nous la défignons par le nom
fubftantif d’unité. Que doit-on donc entendre par unité,
en prenant ce mot dans un fens exa® & rigoureux ?
On doit entendre, ainfi que I’a dit Euclide , (1) a no-
tion abfiraite de ce qui fait qu'un étre quelconque. eft dit
un. Si notre efprit fe repréfente 2 la fois plufieurs étres
A, B, C,comme des unités, il {e forme la notion abi-

(1) Unitas eff , fecundum guam snumguodque eorum qus [uns 4
unum dicitur, Eucl, 1. 7, déf, 1.
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wraitede multitude : & s'il donine des limites 4 cette mule
titude, & quen ourre la méme notion lui repréfente |
chacune des unités qui la compofent , il {e formera 'idée
du nombre. Qu’eft-ce ‘donc qu'un nombre ? Ce n’eft au-
tre chofe qu’une multitude limitée d'unités femblables ou
confidérées comme [emblables. B’ol I'on voit qu’un noms-
bre infini , c’eft-d-dire, un nombre fans limites eft ab-
folument impoffible. Il n’en eft pas de m&éme d’un nombre
indéfini ou indéterminé ; car ces dénominations font affez

entendre que celui-ci a toujours des limites , & qu'il
n’eft dic indéfini que parce qu’on ignore ol elles font,
quoiqu’on fache qu’elles exiftent.

. 5

coni= D E ce que nous venons de dire fur la nature desnome
e bres, on en déduira plufieurs conféquences importantes:
qut at-
vent de ier ; ité quelconque peut €tre cons
vt (ola premiere, qu'une quantité quelconqug pev €08
fiwidon. cue comme un nombre, puifque pouvant étre divilée
en une multitude déterminée de partes égales , rien
n'empéche de prendre wne de ces parties pour unité;

& alors cette quantité devient un nombre. La feconde ,
que les nombres font ou abfiraits ou concrets (.1 ), {ul-

vant que leur unité eft elle-m&me ou abftraite ou con-
crete. La troifieme , qfie I'unité concrete étant la  feule
qui eft congue avec certaines qualités ou attributs, il
n’y a que les nombres concrets qui par les attributs ou

(1) Wolf & le Ditionnaire de I'’Académie les appellent’ §
nombres nombrans & nombres nombrés ; mais les termes fcholal- §
tiques' d'abfirair & de concres nons paroitfent avoir une étymo- |
logie plus claire. ‘

diftérens
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diftérens ou contraires de leur unité , puiffent former des

oCnes.

nombres hétésog

Lo K

EN obfervant ces différentes efptces de quantités qui .
fe préfentent & notre efprit , on voit aifément qu’il en- quanix
tre dans la notion que nous avons de quelques unes i
d’entr’elles , d’avoir leurs diverfes parties lides les unes g:';‘:‘t‘:'
aux autres fans aucune interruption ; ceft-a-dire , fans '
aucun intetrvalle on Ia quantité manque dans le paffage
d’une partic a la partie fuivante : c'eft ajinfi que nous
concevons les diverfes parties qui compofent une éten-
due quelconque , ou bien un mouvement , une durée, &c.
Or, toutes les quantités ‘qu’on peut fe repréfenter
fous ce nouveau rapport , font appellées avec raifon quan-
tités continues : & au contraire, on appelle diferetes (2)
toutes celles ol P'on concoit les parties {éparées , ou
plutdt celles ol notre efprit congoit feulement une mul-
titude de parties, faifant abftradtion de ce qui peut lier
ces parties les unes aux autres. Airfi les nombres font
des quantités difcretes , parce que pour les concevoir il
fufir d'imaginer une multitude de parties , fans penfer a
leur continuité. Mais une ligne , une furface font des
Guantités continues puifqu’on n’y peut imaginer des
parties , fans concevoir que la limite de Pune fe con-
fond avec celle de fa voifine, & quainfi 'on pafle fans in-
terruption d'une partie a la partie fuivante. Ces deux ef=

(1) Ce mot vient de difcernere {€parer; ainfi que consing vient
de cominuari, durer {ans interruption,

b
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pecesde quantités , favoir la difcrete & lacontinue , font
enfemble Pobjet général des Sciences Mathématiques. Mais
comme pour avoir Ia notion de la quantité difcrete, il
M fuffic de concevoir feulement une multitude de parties,

‘ ce qui fe peut trouver dans toute forte de quantités , il

senfuit que la notion de la quantité difcrete eft plus fim-
ple & plus étendue que celle dela quantité continue.
L’Arithmétique qui traite de cette premidre youtre qu’elle
eft Ia plus utile de toutes lesSciences Mathématiques,

+ devient donc la premitre dont on doive soccuper ici en
fuivant 'ordre naturel de nos connoiffances.

l L

pig. LARITHMETIQU E eft définie avec raifon, la{cien:

e < ce des nombres, parce que fon but eft d’en découvrir les

| el diverfes propriéiés. Rien ne feroit plus long & plus dif-
ficile que cette {cience, fil’on n’efit fimplifié les expreflions

des divers nombres , en n’employant pour les repréfen-
ter que peu de caraftéres combinés @’une maniere fimple
& facile & retenir, Nous ne cherchons pas ici combien la
| maniere regue parminous , & connue fous le nom de fyf-
‘ téme de numération , peut avoir d’avantages fur d’autres
manieres également poffibles. Mais ce qu’il nous importe

d’obferver , c’elt qu’un {yftéme de numération , quel qu’il
{oit , introduit dans PArithimétique des propriétés de

‘ nombresrelativesa ce fyftéme, tandis que dautres, tenant
i a la nature méme des nombres, {ont indépendantes de tout
; fyftéme & feroient les m&mes dans toutes les numérations
(i poflibles. Un Géometre célebre obferve que toutes ces

vérités hypothétiques ou relatives au {yftéme adopté parmi
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nous, fontrenfermées dans les régles ordinairesde ’Arith-
métique. Mais il femble qu’outre celles-1a , il y en a plu-
fieurs qui font indépendantes de ces régles : telles font les
propriétés du nombre 9 y ou bien celle qui fait que dans
une expreflion numérique , Punité d’un rang quelconque
vaut plus que tout ce qu’expriment les caracteres qui font
3 fa droite ; & pluficurs autres. Mais, de quelque maniére
que fe préfentent les propriétés des nombres, il n’y en peut
avoir que de deux efpéces , les unes hypothétiques ou re-
latives a un {yftéme de numération , les autres abfvlues
ou indépendantes de tout {yftéme. Cellesci appartiennent
proprement & I’Arithmétique univerfelle ou bien & cette
efpece d’Arithmétique qui sétend fur tousles nombres &
fur tous les fyftémes poffibles Nous parlerons bientdt de
celle-1 ; mais il faut auparavant développer une des plus
importantes notions de 'Arithmétique , C’eft celle des
nombres oppofés.

Po ur parvenir & cette notion , il faut obferver que Noon
les quantités concretes & par conféquent les nombres con- ﬁ::;‘“;‘;'
crets qui les repréfentent , offrant ‘toujours a notre efprit pofés
des etres revétus de certaines qualités ou détermina-
tions particulieres, il peut arriver que dans les divers nom-
bres de cette efpéce, ces déterminations foient contraires
les unes aux autres , & qu'il faille avoir égard a ceute op-
pofition , comme a une condition qui modifiant la quef-
tion propofée , doit néceflairement influer dansle réfultat.

En effer, fi quelqu’un demande quel fera le mouvement du

corps A, pouffé d’un coté par une force comme 8, & du

cOté oppolé par une force comme 11, laréponfe ne fauroit
b2
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éwre jufte, fans avoir égard & Poppofition des forces,
comme a une condition tellement eflentielle., que fi elle
eft ou 6tée ou changée , la réponfe devraere toute dif-
férente ; &ilen eftde méme dans un grand nombre de
cas femblables 4 celui-ci. Il faut donc alors avoir égard
a cette condition , en Pexprimant arithmétiquement ;
c’eft d-dire , en faifant fur les nombres 8 & 12 qui ex-
priment ces forces , les mémes opérations ou change-
mens que Poppofition y produit réellement. Or , Pexpé-
rience apprend qu’alors la plus petite fe réduit a zéro ,
& que laplus grande ne conferve que fon excés fur la
premiére , ou bien que de ces deux forces réunjes en une
feule , il ne refte que leur différence. Il faudra donc, pour
avoir le réfultat de cette réunion ou bien deladdition de
ces forces oppofées, fouftraire le nombre 8 dunombre 12,
en écrivant 12— 8 , afin. que:la formule arithmé-
tique exprime jufte ce qu’elle doit exprimer. On voit donc
qu’ici on ne peut obtenir le vrai réfultat de Paddition des
forces oppofées , que par la fouftra@ion des nombres qui
Yes repréfentent. Cleft 1a ce qu’on a entendu quand on a
dit (Arith. N°. 17) que la propriété effentielle des nombres
_oppofés , eft queleur addition fe change en foultra&ion ;
& de-la il Senfuit que la fouftra&ion doit fe faire par une
addition ; premiérement, parce qu’elle eft une opération
contraire 4 Paddition; fecondement, parce que la foufltrac-
tion étant toujours une décompofition ; foullraire la force
8 de la force oppofée 12, ceft décompofer celle:ci. en
deux forces oppofées dont elle ¢ft la fomme , Sc dont 'une
eft 8. 1 faut donc que celle qu'on cherche, foit 20 ; puil-
que, d’aprés ce que nous venons de dire fur Paddition, il
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7’y a qu'une force comme 20 qui ajoutée & une foree op-
pofée 8, puifle donner 12. On auroit donc eule vrai
réfultat de cetre fouftradion, en ajoutant la force 84 la
force 12 de cette maniere , 12 - 8; d’ol il faut conclure
qu’entre ces quantités la fouftradtion fe fait par Paddition
des nombres qui les repréfentent. Ce que nous venons
de dire ici de deux nombres qui expriment des forces op-
pofées, peut fe dire & fe prouver de méme de deux autres
nombres qui exprimeroient des quantités oppofées entre
elles d’'une manié¢re quelconque ; ceft-d-dire, ou bien
par leurs effets contraires, comme font les dettes & les
biens réels : ou bien par leur fignification , camme font
les expofans d’'une méme quantité quand ils défignent les
opérations contraires de multiplication & de divifion : ou
bien par leur fituation’, comme ceux qui expriment les
valeurs de deux lignes fituées en fens contraire par rap-
port 4 un point fixe. De fagon que , d’apres la nature des
nombres oppofés, on peut dire en général que leur ad-
dition doit {e changer en fouflradtion , & leur fouftrac-
tion en addition. Cleft donc avec fondement que cette pro-
priéeé a été prife pour Vattribut effentiel par lc—qucl on
doit définir ces fortes de nombres ; & toutes les*regles
des opérations qu’on leur fait {ubir, {font néceflairement
fondées la-defius.

X L
D £ la définition que nous avons donnée des nombres Cent:-
quences
oppofés, il senfuit plufieurs conféquences importantes.quisea-
1u=vmt

La premi¢re, que les qualités ou déterminations contrairesde ceue

dans les quantités nombrées érant la fevle caufe de leur "°%o™

oppcfsion, il iy a que les nombres concrets qui puiffent
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étre oppofés. Lafeconde , que les nombres oppofés, quoi-
qu’hétérogénes entr’eux ( IV. ), ne diftérent cependant
que par la feule qualité ou détermination qui les rend
oppofés, & qu’ainfi, abfiradtion faite de cette qualité , ces
nombres deviennent homogenes ou propres a saugmen-
ter les uns les autres. Cleft pour cela qu’une ligne &
une furface, un mouvement & une érendue quoique
dirigés enfens contraire par rapport & un point fixe , ne
fauroient former des nombres oppofés, parce qu’abfirac.
tion faite de leur fituation contraire y ces quantités font
encore hétérogtnes entr’elles. La troifitme conféquence
elt queles nombres oppofés défignent les uns & les au-
tres de vraies quantités , puifque ne difffranc entr’eux
que par la feule qualité contraire qui faic leur oppofition ,
ils peuvent , chacun dans leur efpéce , tre augmentés &
diminués 4 volonté. Ainfi quand on a dit que les nom-
bres négatifs font plus petits que zéro, ou bien 'ona
avancé une erreur , puifque zéro érant la limite de tous
les décroiffemens poflibles d’'une quantité, on n’en peut
concevoir de plus petite que celle qui eft parvenue 4 ce
terme : ou bien on s'eft fervi d’une expreflion impropre
pour défigner une vérité. Car fi Pon entendoit ‘par-1a que
relativement @ un nombre pofitif on en eft plus éloigné
avec le négatif qu'avec zéro , on auroit raifon de dire que
le nombre négarif eft plus petit que zéro ; mais comme
la méme chofe a licu pour un nombre politif relative-
ment & un négatif , on ‘pourroit dire également quele
politit eft plus petit que zéro 5 & par conféquent cette
manitre de définir un nombre négatif , ne feroit pas
exate.
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I L fe préfente ici une obje@ion A faire contre la défi- ot
nition des nombres oppolés. Car puifque ces nombres re- tion Sy
préfentent toujours des quantités hétérogenes , comment ﬁ:“l;i&
pourl ont-ls étre ajoutés ou' fouftraitsles uns des autres, gf;:‘?;:
ainfi qu'on le fuppofe dans leur définition ¢ Mais cette pofés.
difficulté a déja écé réfolue par Wolf. D’aprés cer Auteur ,
Vaddition de deux nombres oppofés n’étant qu’une fouf=
tra@ion faite fur le plus grand d’autant dunités qu'il 'en
trouve dinsle plus petit y & la fouflra@ion au contraire
érant une augmentation faite dans un nombre d’autant
d’unités qu’il F'en trouve dans Pautre y de pareils change-
mens {ont toujours poflibles ; & 'efpece d’hétérogénéire
qui fe trouve dans les quantités oppofées, exige qulils 1
foient faits de cette maniére.

Xl I A 3

L es nombres oppofés étant admis dans le calcul, ona 4 pe.
dii chercher les moyens de leur faire fubir toutes les opé- Premes

patler, il
rations qui fe pratiquent fur les purs nombres abftraits, n'cft pas

po ihle
Tes regles de Paddition & de la fouftradtion ont dii foe, mak

tiplier om
prélenter 2ifément , parce qu’elles font fondées fur la de. divie

r les

nature méme des quantités que ces nombres reDrefentht, Girting

mais la multlphcatlon ou la divifion de ces nombres les ‘;1:9‘:;‘“:

uns par les autresa di paro;tre 1mpoffble. Car , pour ne sl
parler que de la premitre de ces opérations , on fait que
par fa nature elle exige pour multiplicateur un nom=
bre abftrait. Comment donc fera-t-elle praticable entre
deux nombres concrets, tels que {fonttoujours les nom-

bres oppolés ? D’ailleurs il faur que dans rous les cas
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le produit foit au multiplicande , comme le multiplisa-
teur eft 4 Punité. Or, fi le produit n’eft point de la méme
elpéce que le multiplicande , comme il arrive fouvent en
multipliant les nombres oppofés les uns par les autres,
comment comparer enfemble ces deux nombres pour
érablir entr’eux une analogie aufli effentielle 4 V'opéra-
tion { Une telle comparaifon feroit abfolument impofli-
ble , & par conféquent il n’eft pas plus permis, a pro-
prement parler y+de multiplier deux nombres oppofés
Yun par Pautre,, que de multiplier un efpace par un temps,
une ligne par une ligne , ou un mouvement par une mafle,

X IV

Pﬁ;:"‘ DA ns quel fens faut-il donc confidérer la mulsipli-

d@ansqtel cation de nombres oppofés, afin de la concevoir poffible ¢
=ns Ces o s =
opira-  Ceft en faifant abftra&tion du figne du multiplicateur , &
tions font . ¢
potiibles.confidérant ce fateur comme un pur nombre abftrait.
Riifon . e “ qe . .
mécaphy- 20f pour pouvoeir multiplier 4 — /3 par+ 2, il fau-
fiqre 4¢'dra d’abord négliger le figne du multiplicateur , & pren-
a tapie < <

des figaes dre deux fois la quantité 4 — +/ 3, ce qui s'indiquera ainfiz
la i

i?:iiipli- 2 (4—+v 3), & 'énoncera en difant : 4— v 3 pris deux
o fois) qui donne 8—y/ 12. Ce feraldle vrai produit, d’aprés
lequelon formera Panalogie qui nait de la nature de la
multiplication. Mais ce produit ayant des fignes & pou-
wvant toujours étre écrit a la fuice d’'un terme quelconque
A, qui entre ouqui peut étre fuppofé entrer dansla méme
formule numérique, quelque chofe doit indiquer s'il faut
Pajouter 4 ce terme ou s'il faut Pen fouftraire. Or,certe
indication ne peut &tre donnée que par le figne qui fera en
téte de Vexpreflion méme, ou bien qui précedera le mul-
tiplicageur



&

PRELIMINAIRE. xvif
tiplicateur dans 2 (A—+/ 3). L’on écrira donc alors
A —2(4—V 3), &celadélignera que du terme A il faut
fouftraire la quantité 4 —+v/ 3 , prife deux fois , ou bien
8— v 12, ce qui donnera , d’aprés les régles de la fouf~
traltion , A— 8~/ 12. Si le multiplicateur efit été po-
firif , on aurciteu A -+ 8—+/ 12, parce qu’il auroit fally
ajouter le vrai produit , favoir 8 —/ 12, an terme A,
ainfi ‘que Pauroit indiqué le figne 4 du multiplicateur
mis en téte de cette expreffion. On voit done que la va-
leur du multiplicateur défigne combien de fois il faue
prendre le multiplicande pour former le produit , & que
le figne qui le précede , indique laquelle des deux opé-
rations ou d’addition ou de fouftration on doit faire fu-
bir 4 ce produit. De fa® que quand on dit que le
produit de deux nombres négatifs eft pofitif , par exem-
ple, que celui de — 6 par — 3 eft + 18 , ce n’eft 1d qu’une
mani¢re abregée de défigner 4 la fois & le vrai produit
de — 6 par le nombre abftrait 3, lequel eft— 18, &la
fouftraction de ce produit d’un terme quelconque A, qui
le préctde ou qui peut étre fuppofé le précéder, fans que
rien foit changé dans cette expreflion. Cleft ainfi qu'on
trouve quelquefois en Mathématiques des énongés qui
pris dans le {ens littéral y feroient abfurdes , mais qu’on
conferve cependant, parce que bien entendus & pris dans
le fens des inventeurs , ils expriment avec précifion un
précepte que la mémoire retient aifément.

La mani¢re dont nous venons d’expliquer la muldipli-
cation des nombres oppofés , fait difparoitre dans la pré-
tendue muleiplication des fignes ( comme fi réellement
on multiplioit des fignes ) toutesces obfcurités qui ont

c
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engagé tant de Géometres a chercher la raifon méraphy-
fique de cette opération. Ils auroient di chercher plutoe
fi Popération en elle-méme étoit poffible , & alors en
expliquant en quel fens elle I'eft, la démonftration de la
regle fe feroit préfentée delle-méme. Mais au lieu de
fuivre cette marche fimple, la plupart ont voulu prouver
la vérité de la régle par Pexa&titude des réfultats ; comme
fi un réfultat , quelqu’exad qu’il foit , démontre la vérité
d’une méthode y & qu’il fic difparoitre ici Papparente ab-
furdité que fon énoncé préfente.

X V.

Raifons
tl’l on a

L £s mémes difficultés que nous venons de trouver

eucs de dans Ja multiplication des nod¥®res oppofés, fe préfentent -

sécatter

ce la dé- dans la divifion y & la maniére de les réloudre fera auffi

finition
erdinai- 12 méme 3 mais avant d’en venir 12, fixons, s'ilfe peut,
:{m},:a Pidée qu’on doit avoir de la dnuﬁon. Ilya deux ma-
nitres de la définir , fort différentes Pune de autre : dans
la premitre on dit que c’eff une opération par laguelle on
cherche combien de fois une quantité eft contenue dans une
autre 5 & dans la feconde, que ¢’eff une opération par la-
quelle on partage une guantité en un certain nombre de
parties égales , & que Uon fixe la valeur de chacune. Les
plus grandes queftions tiennent & ce point important
des Elémens; ceft pourquoi nous allons ticher de Péclair-
cir, en faifant voir que la premitre de ces définitions ,
quoique généralement fuivie, ne peut étre admife fans
de grands inconvéniens.
Eneffet, en difant que par la dwmon on cherche

combien de fois une quantité eft contenue dans une autre,,
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on doit néceflairement confondre les raifons avec les
fraltions , comme on le fait communément. Ainfi puil_

que la fradion fuivante 'S5 vaur la fomme de ces deux-ci
4

iz
4

fomme desraifonsde 12 24 &de 3 & 4. Or , d’aprés
tous les Géométres qui ont enfeigné a additionner les
raifons , & d’aprés la démonftration que nous en avons
donnée au N°. 215 de nos Elémens,la fomme de ces deux
raifons eft la raifonde 9 : 4, & non point cellede 15 : 4.
Ceft 1a une premitre erreur qui s’enfult de la définition

,—i' , il faut aufli que la raifon de 15 & 4 vaillela

ordinaire.

D’apris cette méme définition , il faut que dans toute
divifion le quotient foit un nombre abftrair , puifqu’il
indique combien de fois le divifeur eft contenu dans le
dividende. Qr , comme toute fraition repréfente le quo-
tient du numérateur divilé par le dénominateur , il fau-
dra aufli qullle foit toujours un nombre abftrait , ce
qui n’ell pas moins abfurdejque fiP’on difoit que tout nom-
bre entier eft ‘néceflairement un nombre abftrait.

Veut-on au contraire qu’une fraction puiflfe étre un
nombre concret ? Alors un refte de divifion ne pourra
pas toujours étre ajouté a la fuite du quotient entier ;
parce que ce refte pourra €tre une fradtion eoncréte ,
tandis que le quotient fera toujours un nombre abftrair,
& qu’il feroit ablurde d’ajouter enfemble ces deux quanti-
tés hétérogenes (IV. ).

D’ailleurs , quand on introduira les nombres oppofés
dans la divifion , comment pourra-t-on concevoir qu’un

ba
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divifeut négatif eft contenu dans un dividende pofitif 3
puifqu’on nie peut établir aucune raifon entr’eux, ainfi
que nous le prouverons plus bas ? Si 'on dit qu’on fait
alors abftradtion des fignes , & qu’on confidére le dividen-
de & le divifeur comme des nombres abftraits, que de-
viendra le quotient ? Il fera fans doute un nombre abf=
trait , & alors on ne pourra plus 'ajouter & des nom-
bres oppofés ou Pen fouftraire , puifqu’il fera hétéro-
gene avec eux.

Il femble ‘donc que non-feulement les propriétés des
raifons & la nature des fraions ne puiffent s'accorder
avec la définition ordinaire de la divifion ; mais méme
que le calcul des nombres oppofés y répugneaufli ; ran-
dis que tout: fe concilie aifément aveclautre définition,
La mani¢re d’opérer, la preuve qu’on ne peut écrire au
quotient qu'un cara@ére A la fois, Voppofition qulil y
a entre ‘la- multiplication & la divifion , I'étymologie
méme du mot divifion, tout enfin fe préfente ici de
foi-méme. Nous dirons donc d’apres cette dgfinition, que
le quotienteft toujours de méme nature que le divi-
dende , puifqu’il en eft partie : que le divifeur eft un
pur nombre -abftrait , puifqu’il ne fert.qu’a indiquer en
combien de parties égales ilfaut partager le dividendes
que les fignes + ou — qui le préctdent quund on im-
troduit les nombres oppofés , marquent fi ce quotient
doit étre ajouté ou fouflrait & ce qui le précede ou qui
peut le précéder. Ainfi quand on dit que :_._I::—%;

"-gv—Tf - . G ]
& que ——=— 3, cela fignifie que dans l'un & 'autre
S

i

eas il faut-prendre la cinquiéme partie de <= 15, laquelle
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eft tovjours 4 33 mais! que dans le premier , cette
partie doit &tre ajoutée 3 zéro ou 4 ce qui préctde,
ceft pourquoi on Pécrit avec fon figne + 3; & que
dans le fecond cette partie doit étre fouftraite , voild
pourquoi on change fon figne en écrivant —3.

XVL

1 . . = . Notion
O u TRrE les nombres entiers & fraGionnaires qui fe 4py 1

préfentent les premiers , il en faur admettre une infinité Prmen
d’autres , connus fous les nomsd’incommenfurables 8 d'i-
maginaires. Pour préfenter uneidée exaCte de ceux-ci,
cherchons d’abord ce que c’eft que mefurer une quantité.
Me(urer une quantité n'e} autre chofe que déterminer en
nombres entiers combien de ois une autre guantité ,
gu’on prend pour unité de mefure , efl contenue dans la
premiére. Je dis que cette détermination doit €tre ex-
primée par des nombres entiers; car {i on difoit qu’une
toife y par exemple,eft contenue. dans une ligne droite
is ou deux fois & 5, ce n’élt pas la toife qu’on
prélenteroit alors pour unité de mefure, mais {eulement
le tiers de la toife , qui feroit une aliquote de cette
ligne. Alinfi non-feulement toute 'unité de mefure doit
&tre homoglne 4 la quantité mefurée , puilqu’elle en eft
congue comme partie ; mais encore deux quantitésn’ont
pas de commune mefure , ou bien elles font incommen-
furables entrelles’, quand elleson’ont ancune aliguote
commune. Or; PArithmétique nous apprend qu'il y 2
une infinité de nombres de cette’elptce, & qulainfi en-
tre ceuxeld rien nepeut prélenter & Uefpric une déter-
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mination exalte de leur rapport , tels font par exemple
3 & /12, Cependant on ne peut douter que 3 ne foit
plus petit que V12, & qu’il n’en puiffe étre congu com-
me une partie quelconque, tandis qu'il ne fauroit &tre
partiede vV — 12, Cleft pourquoi 3 & / — 12 , que nous
avons appellé une imaginaire , font plus qu’incommenfu-

rables ; ils font incomparables entr’eux.

XVIL

, dessom- quantité ne permet point d’imaginer une incommenfu-

; ¥ rabilité abfolue. Car de 1 que toute quantité eft fufcep-

I tible d'aecroiffement ou de diminution , ON en peut Con=

' cevoir une autre qui foit double, triple, &c. de celle
Ia. Ceft ce qui prouve que les incommenfurables & mé.
me les imaginaires, doivent étre mifes au rang des nom-
bresc Car v —'1, V—4, V—9', pouvant prendre

: eute forme r v/ —13.2 V—1,3V/+1 , on ne pe
nier que.la premitre de ces imaginaires ne foit la mois
tié de la feconde ‘& le tiers de la troifieme ; & qu'ainfi
avec cette premictre, prife comme unité , on ne puifle
former les autres par une continuelle répétition , ce qui
fuffic pour donner l'idée du nombre (VI ).

XVIIL

#y2 Sy Pon demande donc combien il y a d’efpeces de-ces

i wie infi-

i wité d'ef- nombres ou incommenfurables ou imaginaires , on répon-
I peces dib X i s IS i A

wotes dra qu'il y en a une infinité d’infinités d’efpices différen-

|
I de nomi-
d-
il
|
|

v, tes. Pour fe convaincre de- cette vérité ; il fuffic d'obe

| Tes in- " 8 . - . |

| commen M A TS quoique deux quantités foient incommenfa- |
g‘“}’:f‘ rables ou méme incomparables entr’elles, il ne s’enfuit
maginai pag qu’elles le foient avec toute autre. La nature deh
zes font
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ferver que toute incommenfurable peut étre nombrée
avec une infinité d’autres. Ainfi \/ 2, par ex. peut écre
nombrée avec v/ 8, avec / 18, avec y/ 32, avec / 50, &
toujours fans fin ; de forte que prenant le premier de
ces nombres pour unité, on peut dire que pour avoir
le fecond , il faut ajouter cette unité deux foisd zéro ,
trois fois pour avoir le troifitme, quatre fois pour avoir
le quatri¢me, &c. Si au lieu de y/ 2 on efit pris pour unité
Vv 3, on auroit formé une fuite de nombres, favoir,
V12,\/27, V48, /75 »&ec. qui contiendroit cette unité,
2,3, 4 fois,& tous feroient incommenfurables avec les pre-
miers. Si au lieu de v/ 2,jeufle pris pour unité la racine
troifitme , ou quatritme , ou cinqui¢me de ce méme
nombre , jaurois trouvé une infinité d’efpeces différen-
tes de nombres incommenfurables , foit entr’eux , foir
par rapport aux nombres entiers ou fra&ionnaires. De
forte qu'un nombre, quel qu’il foit, peut donner naiffance
a une infinité d’incommenfurables, & la méme chofe
pouvant fe dire des imaginaires , on en conclura que
P'une & lautre efpéce de ces quantités rentre dans la
clafle des nombres.

XX

C =TT multitude innombrable de différentes efpe- Notion
. . ] . £on de IAlgé.
ces de nombres fait affez voir que ' Arithmétique ne peut pee. ps1.

£ i/ T G s gébre ne
étendre fes combinaifons fur tous en employant les chif- e

fres, ou bien des cara@éres qui expriment feulement poinc la
come-

ceux d’une efpéce en particulier. Il a donc fallu fubfti- rrric dags
on ob=

tuer a ces chiffres des fymboles qui peuvent indifférem- je.
ment repréfenter toutes les efpéces de nombres ; & cette
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Arithmétique fymbolique & univerfelle , connue fous le
nom &’ Algtbre, adi exclure de fon objet, les vérités
hypothétiques, dont nous avons parlé plus haut , pour
ne préfenter d Pefprit, que des vérités abfolues qui font
fondées fur la nature méme des nombres. Maisen éten-
dant ainfi fes combinaifons, ’Algebre ne cefle point d’¢-
tre une vraie Arithmérique , & par conféquent bornée
aux nombres oua la quantité difcréte. Ceft pourquoi
ceux qui ont voulu P'étendre jufqu’a la quantité conti-
nue , & qui prétendent qu'elle renferme dans fon objet
PArithmétique ordinaire & la Géométrie, fe font fait:
une idée faufle de cette Science. Cette errenr vient fans
doute de ce quw'on a vu que par fon fecours on démon=~
troit des vérités qui appartiennent a la Géomérrie. Mais
comme ces vérités n'expriment que des rapports de
grandeur entre des lignes ou d’autres quantités Géomé-
triques , reprélentées par des nombres, ou bien des rap-
ports d(.i ficuation , telsque les fignes 4 ou — peuvent
es indiquer , non-eulement ’Algebre , mais méme PA-
rithmétique commune peut établir ces vérieés, Il faur done
dire ou que ni Pune ni Pautre ne s'étendent a la Géo-
mérrie, ou que toutes deux s’y ¢rendent également , ce
qui feroit abfurde. Ainfi PAlgtbre ne pouvant étre re-
gardée que comme une extenfion de PArithmérique,
qui lui fournit la plupart de fes principes , ce feroit
dépayder , pour ainfi dire, chacune de ces fciences , que
de les féparer Pune delautre par la Géométrie. Dail-
leurs on fe priveroit gratuitement des fecours que 'Al-
gébre préfente pour démontrer plufieurs vérités d’A-
rithmérique & de Géométrie. La nature de ces Sciences
 fixe

T
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fixe donc I'ordre dans lequel on doic les préfenter dans
les Elémens , & prouve que ce n’eft pas fans raifon que
nous avons €rabli en Arithmétique certains principes
qui font nécgflaires a PAlgebre , & que nous avons ren-
voyé a ' Algebre des méthodes qui appartiennent a PA-
rlrhmamlue. L’aflinité de ces deux Sciences permet cette
tranfpofition , & la généralité des. opérations d’Alge.
bre la rend fouvent néceflaire,

L A définition générale des pul{Tances que nous avons m;g‘:"

dodnée aun®. 124, eft le premier endroitde nos Elé- ';i‘:lr:ff‘
mens @’Algébre qui demande quelque éclairciffement. Il ces.
nous femble en effet , que cette définition ne fauroit étre
exatte fi on n’en peut déduire la vraie notion des ex-
pofans, leurs principales propriétés, & la preuve direCte
que nonfeulement un nombre quelconque , mais ;néme
2éro , peut fervir d’expofant & une quantité, Or ,

Pon fe contente de dire, avec la plupart des Aureurs,
qu'une puiffance eft le produit d’une quantité multipliée
un certain nombre de fois par elle-m2me, cette notion

ne menera jamais @ admettre la poffibilité de 1etp0f&nt
2¢r0, moins encore aux expofans négatifs ou A leurs di-
verfes propriétés. On voit au contraire que tout cela s'en=
fuit naturellement de la définition que nous avons don-
née, & quainfi ce n’eft pas fans raifon que nous Pavons
préférée a toute autre. L’idée de faire entrer P'unité dang

la définition des puiffances nous paroit affez remarqua-
ble pour dire ici que M. Privat de Moliere eft l¢ pre-
mier qui P'ait employée, en définiflant la premitre puif
fance d'un nombre le produit de Uunité par ce nombre.

Mais outre que cet Auteur ne I'a point étendue aux
d
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autres puiflances , & qu'ainfi il n’a point donné une défini-
tion générale, ilne s'en eft fervi enfuite pour aucune
propriété des expofans, & cette importante notion n'eft
chez lui qwimparfaite ou ftérile.

XXI

Manid- A prg’s les puiffances il nous refte & parler de la
e nou-

i réduction des racines imaginaires 4 la forme du fecond
outes les degré. Tout le monde fait que M.” d’Alembert eft le
b premier qui ait prouvé la poflibilité de cette réduction
forme 9 & qu'il Pa méme étendue aux imaginaires exponentiel=
g:;:éd les, oubien acelles qui ont d’autres imaginaires pous
expofans. Mais comme cette vérité appartient a ’Algé=
bre ordinaire, & que d’ailleurs d’autres vérités d’Ana-.
lyfe en dépendent, les Géométres ont d& chercher &
Pérablir par une méthode- différente de celle de Mr.
d’Alembert , qui eft toute fondée fur le calcul intégral.
M. de Foncenex , de ’Académie de Turin, & Mr.’Abbé
Boflur, del’Académie des Sciences de Paris , fe font
occupés de cette réduction ; mais foit-parce qu’alors Pous
vrage du premierde ces Géometres nous étoit’'inconnu ,
foit parce que la. méthode du fecond: n’eft: prouvée que
par indu&ion , nous nous. fommes livrés a. cette re-
cherche. Lia méthode que nous donnons-ici , outre 'avans
tage de montrer une route nouvelle y préfente: quelques
propriétés des imaginaires qu'on ne connoiffoit. pas
encore 3 & quoique toujours affez .2ilde. pour n’étre pas
au-deffus des Elémens , elle. méne. par un procéd¢ fimple
3 la réduion des imaginaires exponentielles, avantage
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gu'on ne trouve point dans les méthodes de ces Géometres.
Nous n’avors fupprimé la prewve de cette réduion que
parce qulelle eft de peu d’utilité dans les Elémens , &
qu'elle fuppofe quelque propriété des logarithmes, qui ne
fauroit étre démontrée avant d’arriver au Chapitre ol
nous traitons des imaginaires ; mais elle fe trouveracon-
fignée dans les mémoires de ’Académie des Sciences de
Touloufe pour Pannée 1777.

X %1,

Tn fuivanr Vordre des matieres traitées dans ces K16,  Echies
» i ciflemens
mens , & qui demandent quelque difcuffion , nous de- furlade-
a 7 5 . < finition

vons parler ici deg Raifons. Ceft un point important fur g, 5.
lequel nous avons'cru devoir pour une plus grande exac- ©
titude , nous écarter des idées recues dans la plupart des
Elémens modernes. Avant d’en venir a ces changemens
cherclions d’abordd nous former ure notion exafte de
ce quon doit entendre en Mathémariques par Raifon.

Une des principales facultés de notre ame, c’eft d’avoir
plufieurs idéesa la fois, de pouvoir les rapprocher Pune
de Pautre par une juxta-pofition purement intellectuelle
quon appelle comparaifon y & de cette comparaifon de
deux idées d’en déduire une troifitme, qui nous repré=

9 P

fente Pétat ou la fagon détre de chacane des idées
comparées relativement 4 Vautre. Cette troifidme idée,
qui nait de la comparaifon de deuk "autres , sappelle
un rapport , & celles que nous comparons enfemble
pour obtenir ce rapport , font les térmes de la come
paraifon. L’innombrable multitude d’objets que nous
pouvons comparer enfemble , les différentes facons de

d ij
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Yes envifager, les rapports divers que nous en pgi '

vons déduire y n’ont d’autres bornes que eelles de Pef-
prit bumain, & ont donné naiffance 4 ce que nous appel-
Yons fcience, vérité, opinion ; &c. Ainfi I'idée du rapport
en général eft trés-étendue, & renferme les réfultats de
toutes les comparaifons que notre. efprit peut érablir
entre des éres quelconques , foit phyfiques, foit méta-
phyfiques , foit moraux. Revenons aux rapports desquan~
tités, qui feuls font Pobjer dela Science que nous trai-
tons.

Tandis que nous confidérons les quantités en géné-
tal y ou bien que nous les envifageons fimplement com:
e des étres qui contiennent une myltitude déterminée
de parties, nous n’en pouvons déduife que des rapports
fondés fur la comparaifon mutuelle decette muleitude de
parties 3 & parce que ceux-1d nous donnent la notion
relative de grand & de petit , & par conféquent celle de
grandeur , nous les avons appellés rapperts de grandeur.
Mais fitdt que nous comparoris enfemble des quantités par-
ticuliéres ou revétues de certaines qualités,nous érabliffons
desrapportsdépendansde ces qualités. Ainfiyen comparant
enfemble deux portions:d’érendue, par exemple, deux
lignes droires , cefte comparaifon fournit & Pefprit ; non=
{evlement des rapports fondés fur leur grandeur , mais
encoré fur leur fituation refpefive ;& ceux-ci, nousles
exprimorns par les termes de parallélifine’, d'obliquité,
de concurrence ; d’angle ;. &c. Ce fent ces rapports que
la Géomérrie feule-peut. faire connoltre , & auxquels on
ne peut jamais parvenir par le calcul. D’aprés cela on
voit pourquoi nous avons défini les raifons, le rapport d¢

*
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grandeur qui fe trouve entre deux quantités y dont une
peut étre partie de Uautre. Ex quoique dans le langage
ordinaire on confonde fouvent l'idée de raifon avec celle .
de rapport, il n’en eft pas moins vrai que celle ci eft
infiniment plus étendue que la premiére, qu’elle eftle
genre, tandis que Vautre'n’elt que Telpece , & quainfi .
on a été fondéa la faire entrer dansla définition dela
raifon.

XXITIL

D’ ApRr E's cette. définition, il fe préfente ici deux conp.

obfervations effentielles ; la premitre , qu’on ne peut B s
blir une raifon entre des quantités hétérogenés,’ parce ﬂzﬁii{::
que notre efprit ne pouvant confidérer Pune comme par- tion,
tie de lautre, ne fauroit former aucune comparaifon en-
tr'elles : la feconde, qu'entre deux quantités égales a & 5,
il n'exifte , & proprement parler , aucune raifon , parce
que n’y ayant point de motif fuffifant pour affirmer que
a eft partie & b plutdt que b partie de 2, il n’y a entre
ces €rres ni grand ni petit, ni ‘par conféquent grandeur
ou rapport de grandeur , lequel feul peut donrer,la no.
tion de la raifon. D’ailleurs le rappore dégalité eft évi-
demment la limite qui fépare les raifons de majoricé
d’avec celles de minorité , deft-d-dire, quiil eft le paffage
des raifons pofirives aux négatives. Or’, certe limite, ou
bign ce paffage ‘du pofitif at négarif dans une claffe quel-
conque de quantités oppofées , ne fauroit jamais &tre une
quantité ; par conféquent iciil ne peut point former une
taifon.

De cette méme définition de la rai'on on conclura
encore que ce qu'on appelle communément raifon Arith-
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métique , & qui confifte dans la différence qu'il y a erns
tre deux quantités, ne fauroit étre appellé une raifon
proprement dite. En effet, cette raifon Arithmétique ne
donne aucune idée du rapport de grandeur qu'ily a en-
tre deux quantités 3 car autrement il faudroit dire que
puifque la raifon Arithmétique de 100 4 99 eft égale
a cellede 2 4 1, 100 eft aufli grand par rapport @ 99,
que 2 Peft par rapport 4 un, ce qui eft abfurde. Auffli
les anciens n’ont jamais donné le nom de raifon a ces
différences, & fi les modernes en ont ufé autrement y ce
n'eft que par un érrange abus des mots qu'il feroit bon
de chahger,

XXIV.

Les quo- . » . . 2l ;
oot L £ s raifons étant de vraies quantités , il a fallu , pour

;:;ﬁlr:m fe faire une idée de leur valeur, chercher & les mefurer,
mifons. Or , cette mefure, prefque tous les Auteurs élémentaires
Pont prife du quotient que donne un des termesde la
raifon divifé par Pautre. Nous croyons au contraire ,
avec de grands Géomttres, que cette méthode doit étre
rejerée pour les raifons fuivantes. 1% Dans le fond elle
ne fait que changer une raifonen une autre qui lui eft
égale , & non point la mefurer. En effet , quand on dit,
par exemple , que la raifon de 18: 3 vaut 6 , on ne
dit autre chofe fi ce neft quela raifon de 18 : 3 vaut
celle de 6: 1 ; puifque d’aprés leurs propres princi?s,
la raifon du dividende au divifeur vaut celle du quo-
tient 4 Punité. Or, réduire ainfi une raifon & une expref-
fion plus fimple , ce n’eft pas encore Pavoir mefurée.
2°% Pour pouvoir ainfi mefarer les raifons, il faur ad-
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mettre la définition ordinaire de la divifion, par laquelle
on regarde le divifeur comme un nombre contenu dans

. le dividende 5 il faut donc adopter toutes les inexacti-
tudes qui s'enfuivent de cette maniére d’envifager Yopé-
ration y & defquelles nous avons faitle détail ci-deflus.
3% En fuivant cette méthode des quotients, il faut né-
ceffairement prendre les fractions pour des raifons , ainfi
quon le fait communément : & comme dans toute raifon
les deux quantités comparées font toujours de méme
efpece ; il faudra auffi que dans toute frattion le numé-
rateur & le dénominateur foient deux nombres d’efpece
femblable. Dés lors le dénominateur ne fera donc plus
un nombre abftrait, qui exprime er combien de par-
ties égales on a divifé Punité y & le numérateur ne fera
plus indiftéremment ou abflrait on concret , fuivant que
Punité qu’on divife eft elle-meme abflraite ou concréte
cequi renverfe 'exadte notion qu’on doit {e faire des frac-
tions. 4°. En confondant les raifons avec les fradtions ,
il faut qu’on prenne la fomme des unes 2infi qu'on prend
celle des autres, ceft-d-dire, en les réduifant au méme
dénominatenr , & prenant la fomme des numérateurs ;
par,conféquent la fomme de ces raifons continues2: 4,
4: 8, 8: 16 , vaudra celle de ces trois fradtions
+ + 24 foubien 2 Cependant nous avons incosfitefta=
blement prouvé ( & en cela nous nousaccordons aveg des
Géometres du premier rang , qui ont traigd cette
matitre ) que la fomme de ces raifons eft la Tdifon de
2: 16, bien différente de celle de 3:2 , qui devroit
venir d’aprés la méthode des quotients,
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XX V.

supplé- T OU R détruire la régle que nous avons donnée fur *
sment a{}*l’addmon Wes raifons , il faur dire , ou bien que plufieurs

démo

;ra?uné raifons ne peuvent point former des 'luanntés continues,
¢cla fe=

gle don- Ou bien que dans-ces fortes de quantités la fomme n'eft
:ﬁzifiuu,pomt repiélentée par une autre quantité de la méme
mer 1 efpéce, quis'étend depuis Porigine de la premitre jufqu’au
terme de la dernitre. Or, Pune de ces vérités eft fondée
fur la notion méme du continu, telle que nouslavons
donnée plus haut ( VIIT) ¢ & pour prouver l'autre, il
{uffit de faire les obfervations fuivantes. :
1°. Plufieurs quantités continues quelconques peuvent
tre repréfentées par autant de lignes droites, pourvu que
ces lignes gardent entr’elles les mémes raifons ou rap-
ports de grandeur qui font entre ces quantités.
2°. La mani¢re de prendre la fomme de ces quan-
tités continues , fera la méme que celle d'e trouver

la fomme des lignes droites qui les repréfentent. Ors

ces lighes ont chacune deux limites qui font les deux
points ol elles fe terminent ; & comme on peut conce-
voir que chacune a été formée par des accroiffemens
fucceflifs en allant d’'une limite a Vautre, on peut
dire "que lorigine de la ligre eft la limite d’olt partent
ces accrmifemsrs, & que Yautre limite ob il fe ter-
minent en eft le terme. Cela pofé , pour prendre la
fomm&Me ces lignes droites, il faudra, 1°. Que tous
leurs points foient difpofés en ligne droite , puifqu’aucre-
ment leur fomme ne formeroit pas une ligne de Pefpéce
de celles qu'on veut fommer , ce qui ferdit abfurde. Il
faudra ,

il
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faudra , 2°. Que le terme,de la premitre de ces lignes fe
confonde avec Porigine de la feconde, le terme de la
feconde avec Porigine de la troifieme , & ainfi de fuite :
car fi cela n’étoit pas ainfi, ou bien certe fomme ne forme-
roit pas une quantité continue , & alors elle ne feroit
pas homogene avec les quantités qu’on veut {fommer ,
ce qui répugne : ou bien les parties prifes enfemble
pourroient furpafler le tout, ce qui répugne encore. Ainft
la fomme de ceslignes droites ne peut étre autre chofe
qu'une {eule ligne droite tellement formée qu’une de
fes extrémités fe confonde avec Porigine de la premiere
des lignes qu’on veut fommer y & que l'autre extrémité
tombe fur le terme de la derni¢re de ces lignes. On
doit donc dire également que la fomme de plufieurs
quantités continues, eft elle-méme une quantité con-~
tinue de Pefpéce de celles qu'on veut fommer , laquelle
s'étend depuis Vorigine de la premitre de ces quantités
julgu’au terme de la dernitre. Cleft 13 ce qui juftifie la
mani¢re dont nous avons pris la fcmme des raifons.
Aucun des Géometres qui ont voulu les mefurer par
des quotients yn’a entrepris de les fommer , bien qu’ils
aient prétendu les multiplier les unes par les autres ,
comme {i toute multiplication n’étoit pas une addition
réelle , & que cette opération ne demandit pas pour mul-
tiplicateur un nombre abftrait ou abfolu , & non point
une raifon.

XXVL An

rages de

" 5 . 5 5 notre
A v lieu de rous ces inconvenients qu’entrainent les manisre
g i . » d'envifa=
notions ordinaires , la méthode que nous avons fuivie ger  les
e raifons.
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apprend 2 faire fubir aux raifons tous les changement
‘qu’on fait fubir aux autres quantités. D’ailleurs les dé-
nominations de raifon doublée , triplée , &c. ne portent
plusa faux. N’étoit-ce pas en effet une idée étrange , de
dire qu'une raifon doublée d’une autre n’eft pas précifé-
ment celle qui vaut le double de celle-l4; mais bien
celle qui réfulte de la premicre multipliée une fois par
elle-méme ? N’¢toit-il pas également étrange d’admet-
tre, ainfi que font certains Auteurs, une diftin&tion
entre raifon double & railon doublée, comme {i cha-
cune de ces dénominations , fuivant I’acception des mots,
n’exprimoit pas également I’état d’une quantité en tant
qu’elle eft une fois plus grande qu’une autre. Mille in-
convéniens s'enfuivent donc de lidée de mefurer les
raifons par des quotients ,au lieu que toutes ces chofes
sarrangent d’elles-mémes en les mefurant par une raifon
fixe qu'on prend pour unité.  Deslors on fe conforme
a la vraie notion de mefure, que nous avons donnée
plus haut: les définitionsde la raifon compofée, ainfi que
celles des raifons doublées , triplées, fous - doublées,
fous-triplées, fe préfentent d’elles-mémes ;' & fur-tout on
prouve par la Pimmédiate relation qui doit fe trouver
entre les raifons & les logarithmes ; & de laquelle dé-
coulent des idées lumineufes fur la‘théorie de ces nombress

XXVIL

weion P 0 UR fe convaincre de I'affinité qui régne entre les

des loga- . " s ¥

rihoos logarithmes & les raifons , il fuffiroit prefque d’affigner
- Pétymologie du mot logarithme, qui ne peut fe rendre lit-

téralement que par raifon des nombres ou nombre des rai=
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Jons. Cela prouve que dans Pefprit des inventeurs la
notion des logarithmes avoit un rapport’ immédiat avec
celle des raifons ;3 & c'eft pourquoi nous difons que ces -
nombres font les expofants des valeurs des raifons. Cleft
1" la manitre dont les envifageoit le célébre Cottes ,qui
a dit dans fon traité de Harmonia menfurarum , C})ap, 5
logarithmi funt rationum menfure numerales. Saunderfon
aprés lui, les a confidérés de méme , quoiqu’a la vérité
dans plufieurs endroits relatifs & cette importante matiére ,
il fe foir laiflé entrainer par I'ufage. Mais ce qui prouve
mieux que toutes ces autorités 3 quelque refpeCtables
qu’elles foient , combien cette définition des logarithmes
eft exadte, c’eft quetoutes les autres s’en peuvent dé-
duire par des conféquences évidentes , & fur-tout celle
que donne M. Euler , lorfqu’il dit que les logarithmes des
nombres ne font autre chofe que les expofans des puif--
Jances auscquelles il faut élever un nombre queleonque pour
Jormer tous les autres. Or, toute propriété qu'on peut
déduire d’une autre a befoin de preuve, & ne doit pas
par conféquent écre admife dans une définition. Quant
a ceux qui difent que les termes d’une progreflion ‘arith-
métique correfpondants & ceux d’une progreflion géo-
métrique , font les logarithmes de ceux-ci , nous ne
leurs difputerons rien , fi par-la ils entendent fe borner
a une pure définidion nominale ; mais §’ils prétendenttirer
de-13 unedéfinition réelle de ces nombres, nous pouvons
leur faire la méme obje@ion que nous faifons 3 M. Euler.
Nous ajouterons encore qu’il y auroit dans cette dé-
finition une erreur plus importante , fi, 4 Pexemple de
certains Geometres ils fe croycient en droit de prendre

€ 2




xxxvj D1secoOoURrRS

une progreflion arithmétique quelconque; car alors il
pourroit senfuivre que le logarithme de P'unité ne fue
Pas 0, ce qui renverferoit tous les principes.

XXVIIL
Avan- . T . Y
vagesque A PRES. avoir parlé des logarithmes, il nous refte 3
cure . - a .
P wto. dire un mot fur les permutations & les combinaifons.
rie des s - - . g .
A Le principal motif qui nous a engagés a traiter cet-

was  te queftion dans nos Elémens, ceft que fans elle on
ne fauroit démontrer a la rigueur la loi des coéficients
dans la formule générale des puiffances d’un binome.
Cette loi des coéficients une fois connue, nous nous en
fommes enfuite fervis pour prouver Pimportante vérité
d’analyfe , que dans une équation la fomme des racines
forme le coéficient du fecond terme, que la fomme de
leurs produits deux 4 deux formele coéficient du troifieme,
& ainfi de fuite. Nous avons en celarenverfé Vordre que
{uivent certains Auteurs, qui commencent par prouver
cette vérité d’analyfe par une fimple inducion tirée de
lamaniére dont fe forment pluficurs équations compofées ,
& qui s’en fervent enfuite pour établir la loi des coéfi-
ciens dans la formule des puiffances ; mais outre qu’une
preuve par induction me doit étre donnée qu’au défaut
de toute autre, on tombe 2lors dans une efpéce de cer-
cle vicieux , en voulant prouver la vérité d’une induc~
tion par une autre indution également incertaine. Nous
avons aufli déduit la loi des coéficients dansla formule
des puiffances de la théorie des permutations, plutbt
que de celles des combinaifons, parce que cette voie
nous a paru plus naturelle. Rien ne le confirme mieux
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que la méthode qu’elle nous fournit d’élever un poli-
nome quelconque & une puiffance quelconque, fans paf-
fer par immenfe détail des multiplications qu’il faut faire
autrement. Quoique aucun des Auteurs qui nous font
connus , n’ait donné cette méthode, elle eft fi fimple,
que nous ne croyons pas qu’elle ait pu échapper 4 tous
ceux qui ont traité cette maticre.

XXIX.

Nous voici enfin parvenus 4 I’Analyfe que nousavons [Yr':jﬁlac-
cru devoir mettre & la fin de PAlgébre, malgré 'ufage di écre
contraire de certains Auteurs. Deux raifons principales s fin de
nous ont déterminés A placer ainfi cette partie eflentielle iy
du calcul algébrique. La premiére : que la plupart des
queftions qu’on cherche 4 réfoudre par PAnalyfe ne peu-
vent pas méme étre mifes en équation, fans recourir
aux propri€tés desproportions & des progreflions, & qu'il
faut par conféquent connoitre ces propriétés avant d’en ve-
nir 1 : lafeconde, c’eft que pour expofer quelques métho-
des d’analyfe,il faut auparavant connoitre cette importante
propriéte des équations, que le coéficient du fecond terme
eft lafomme des racines, celui du troifitme la fomme
de leurs produits prifes deux a deux , celui du quatri¢me
la fomme de leurs produits prifestroisa trois , &c. Or,
comme nous Pavons déja remarqué, cette vérité ne
peut €tre démontrée rigoureufement quen employant
la loi des coéficients dans les diverfes puiffances d’un
binome , laquelle loi , pour étre établie , fuppofe la théo-
rie des permutations. Voild pourquoi I’Analyfe n’a été
traitée ici qu'aprés avoir parlé de ces différentes queftions.
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B 1 E N des gens trouveront que cette partie immen{e
du calcul algébrique , plus étendue elle fenle que toutes
les autres parties enfemble , a été traitée par nous d’une
manitre trop abrégée. Mais le but de cet ouvrage ne nous
permettoit pas de létendre d’avantage. D’ailleurs on
aime micux efluyer ce reproche que celuiqu’on peut faire.
a la plupart des. Auteurs élémentaires , de n’avoir parlé
des plus grandes queftions d’Analyfe y que pour les pré-
fenter avec l'inexaltitude la plus frappante. Je n’en cite-

rai d’autre exemple que celui de la fameufe régle de Deft -

éartes, qui par les repétitions & les changemens de
fignes, fert a difcerner le nombre des racines pofitives ou
négatives d’une équation. Or, non-feulement cette ré-
gle n’eft point démontrée dans les livres élémentaires,
quoiqu’elle fe trouve dans prelque tous , mais méme au-
cun ne fait obferver quelle devient inutile,fi I'on ne
fait déj connoitre , fans folution d’équations , fi la pro-
pofée contient ou ne contient pas des racines imagi-
naires. M. PAbbé de Gua, ‘de ’Académie des Sciences
de Paris, eft le premier qui ait dit tout ce quil
y avoit a favoir fur cette importante mati¢re. Il a
d’abord trouvé une méthode générale pour découvrir
dans une équation , fans la réfoudre, fi elle contient des
racines imaginaires, ou non : puis il a démontré le prémier
la belle regle de Defcartes fur laquelle certains favans
avoient €levé des doutes autrefois (1), & dont Wolf

( 1) Voyez le premier Mémoire de M. 'Abbé de Gua, dans

le Recueil de 'Académie pour I'anace 1741.
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difoit : theorema quod Harriotus per inductionem invenit ,
nemo haclenus demonfirare potuit { 1), Cependant,quelque
belle que foit la démonfiration de M. ’Abbé de Gua,
on conviendra qu’elle auroit été trop embarraflante pour
les commencans dans un ouvrage comme celui-ci : ceft
pour cela que nous n’avons parlé nide la régle de Def-
cartes , ni de la méthode de découvrir les racines ima-
ginaires.

XXX

D ans le Chapitre ol nous expofons quelques pro- opge.

priétés des équations compofées , nous nous fommes (2"
3 } L quel-

attachés de préférencéa une méthode aflez récente par 21 ta-
rous ae

laquelle on trouve quel eft celui des divifeurs du der- Panalyte,
nier terme qui peut fervir de racine a une équation. Cette
méthode quoique peu connue eft cependant plus fimple
que celle de Newton, qu'ont employé la plupart des Au-
teurs. La manicre dont nous prouvons que les racines 1
imaginaires doivent €tre en nombre pair , & que deux \
a deux elles ne peuvent différer que par le figne qui
précede I'imaginaire , n’elt quune conféquence de ce (
que nous avons dit ailleurs fur la réduion de toutes les
imaginaires a laforme de celles du fecond degré. On
ne peut méme établir cette importante propriété des
équations que par ce moyen ; ce qui prouve combien
il étoit néceffaire de faire voir, i I'aide de ’Algebre or-
dinaire , que les imaginaires de tous les degrés peuvent

(1) Voy. Wolf. Math. univ. tom. 1. p. 325, M. 'Abbé
de Gua fair voir que cette découverte appartient 2 Defcartes,
& quainfi Wolf & Saunderfon, qui en ont parlé d’aprcs Wallis,
fe font trompés en l'areribuant 4 Harriot , Géométre Anglois.
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fe repréfenter par celles du fecond. Dans le peu que
nous avons dit fur les équations du troifieme degré,
nous avons tiché de parvenir a lexpreflion générale
des trois racines d’'une manitre fimple & rigoureufe.
Nous croyonsavoir évité fur ce point le jufte reproche
que M. d’Alembert fait  la méthode ordinaire , & qu’on
peut voir a Part. Equation du Diftionnaire Encyclopé-
dique. [l nousa paru que notre maniére de prouver que
les trois racines d’une équation font réelles dans le cas
irrédu@ible, eft plus fimple qu’on ne la donne ailleurs,
& quelle eft fondée fur la nature méme des imaginaires
qui entrent alors dans les premitres expreflions des ra.
cines. Quant aux équations du quatritme degré, nous
nous en fommes tenus ftritement & ce qu'en a dit M,
Euler, omettant méme certains dérails, & nous per-
mettant feulement d’éclaircir quelques endroits qui au-
roient pu embarrafler les commengans. Cette méthode
de folution eft trop belle pour ne pas trouver
place dans les livres élémentaires; & nous regardons
comme une diftinftion honorable pour celuici, d’&tre
le premier qui ait été enrichide la découverte de ce
grand Géometre. Du refte, il a fallu {upprimer des
exemples & refferrer dans deux Chapitres tout ce qu’on
avoit a dire fur les équations du troifitme & du quatri¢-
me degré, afin de ne pas trop groffir ce volume, qui,
n’ayant d’autre objet que de fervir ‘d’introduction aux
élémens des {ciences phyfico-mathématiques , auroic

abfolument pu omettre comme fuperflue toute la partie
d’Analyfe qui va au-deld des équations du fecond de-

gré.

XXXIL
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X X X1 I
Géométrie.

L A notion fue nous avons de I’étendue dont les di- Notion

£ 'eren-

verfes propriéiés font I'objet de la Géométrie , eft fi fim- due Lia-
alyfe

ple & fi diftinéte , qu'il nous paroit inurile de chercher 45 &

a Péclaircir par des définitions. Laiflant donc & part tout :,:‘:l"g,,

ce que la Métaphyfique pourrof@nous apprendre & cet ‘“’;‘;:‘
égard y ne nous occupant pas méme de chercher fi I'éten- uic.
due exifte ou fi elle n’exifte pas, il nousf{uffit de favoir
que telle que nous la concevons, elle fe préfente d notre
efprit comme une quantité continue & fufceptible de
prendre une figure ou de clorre un efpace. D’apres cette
notion , nous pouvons comparer enfemble les diverfes
parties de I'étendue , & quant a leur fituation, & quant
a leur grandeur mutuelle. De ces comparaifons notre
efprit déduit enfuite une multitude de repports, que
nous appellons des propriétés de P’étendue, & qui for-
ment toutes les vérités que la Géomérrie enfeigne. Quel-
quefois le calcul fuflit pour trouver ces vérités , & cela
arrive lorfquayant exprimé certaines portions d’étendue
par des nombres , on conclut , pour ces quantités , les
mémes rapports que le calcul a fait découvrir entre les
nombres qui lesrepréfentent. Mais quoique cette ma-
niere de démontrer les vérités géoméeriques foit aufli stire
& fouvent plus abrégée que la méthode fynthétique
des anciens , nous en avons ufé aufli rarement qu’il
nous a été poflible ; perfuadés que la marche de la Synthefe
eft plus propre 4 éclairer Pefprit & 4 former le raifonne-

f
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ment , quune Analyfe oblcure , qui, faifant, pour ainfi
dire, raifonner mécaniquement, arrive au but fans s'en
appercevoir , & fans éclairer la route qui y mene.

XXXIIL

on 2 Ir y a deux méthodes dont nous avons ufé plus

iif;;e;;: fréquemment qu’on ne le fait aujourd’hui dans les Elémens

la 4C de Géométrie : une eft la Réduction & Pabfurde , & Vau-

gf‘;:u‘;i‘, tre la Superpofition. W méthode de raifonner par ré-

perpoli- du@ion 2 Pabfurde , confifte & faire voir qu’une chofe

"% eft d'une certaine manitre , en prouvant Pimpoffibilicé
quil y a quelle foit autrement. Malgré le ‘reproche que
certains modernes ont fait 4 cette méthode de ne pas
éclairer Pefprit en lui montrant la vérité, nous I’avons
fouvent employée , méme dans des cas ou il éroit 2if¢ de
trouver une démonftration direGe, parce qu’elle formoit
une preuve plus fimple & plus abrégée. Cleft ainfi
qu’en ont ufé lesanciens , dont 'exaltitude & la rigueur
de raifonnement n’a été conteftée par perfonne. D’ail-
leurs, comme on ne fauroit employer d’autre méthode
pour prouver quedes quantités incommenfurables font
entr’elles dans un rapport déterminé, & que ce cas fe
préfente fouvent en Géométrie, les commengans ne fau.
roient s'accoutumer de trop bonne heure 2 cette ma-
ni¢re de ‘raifonter.

XXXLV.,

s QuANT 2laSuperpofition , il nous 2 paru que de
métapliys ¥ I 1
ique des pous les moyens de prouver que deux portions d’érendue
€S = &
¢-font égales, il n’y en a pas de plus fimple que celui
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qu'offre certe méthode , qui confifte 2 faire voir que cha-
cune de ces étendues placées fur Pautre , la couvre par-
faitement, ou plutdt la pénctre dans toutes fes parties.
Mais comme pour prouver cette mutuelle pénétration ,
il faut érablir la Congruence de toutes les limites qui
terminent ces portions d’étendue , il eft néceflaire de
prendre ici une idée exa&te de ces Limites. Pour cela , il
faut imaginer que deux portions d’étendue de la méme
elpéce, par exemple, deux lignes, deux furfaces, &c.
fe rapprochent affez pour former par leur juxta-pofition
un tout continu, fansqu’aucune partie de P'une fe con-
fonde avec l'autre : telles feroient, par exemple , deux
lignes droites qui ne fe toucheroient que par une de
leurs extrémités , ou deux furfaces triangulaires qui
nauroient rien de commun excepté leurs bafes. Cela
pofé, que doit-on entendre en Géométrie par les limites
d’une étendue dérerminée quelconque ? Cleft ce que cette
étendue peut avoir de commun avec une autre de la
méme efptce qu'elle, fans cefler d’étre tout-a-fait exté-
rieure A celle-ci. Par Id on voit qu'une ligne ne pou-
vant avoir que fon extrémité commune ayec une autre »
en lui reftant extérieure, cette extrémité.ou ee point
en eftla limite ; par la méme raifon , une furface eft limi«
tée par une ligne, & un folide Veft par une  furface,
On voit aufli que le point n’a pas de limites , ou fil'on
veut encore, quil fe limite lui-méme en tout fens, puif-
qu'il ne peut toucher un autre point, {ansfe confondre
avec lui. llen eft de méme d’une ligne confidérée quant
a fa largeur, & d'une furface par rappore & fon épaiffeur.

f2
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XXXV.

CE n’eft pasfans raifon que les Géometres cherchent
encore une définition exa&te de la ligne droite. Celle
d’Archiméde que nous avons adoptée N°. 6, {uppofe que
la propriété d’€tre le plus court efpace entre deux points,
eft une notion primitive de cette figne , randis que
fi TYon en avoit une autre définition , certe propriéeéfe
préfenteroit- peut-ltre comme une conféquence de la
vraie définition. Mais ce foupgon d'inexa@itude eft pen
de chofe en comparaifon des défauts réels qui fe trou-
vent dans les autres définitions qu’on a données de cette
ligne. Les uns ont dit que c’étoit celle qui a tous fes
points dans la méme direGtion, ce qui dans le fond
fignifie quellea tous fes points en ligne droite, ou bien
qu’elle eft une ligne droite : les autres ont dit que c’eft
la trace d’'un point qui fe meut toujours dansla méme
dire@ion ; mais outre le défaut de la définition précé-
dente , celle-ci introduit le mouvement dans les premitres
notions d’une f{cience qui ne doit s’occuper que de I'éten-
due. Certains ont encore défini la ligne droite en difant
que c’eft celle dont une extrémité peut jeter fon om-
bre fur la ligne entitre ; mais qui ne voit que la pro-
priété de former une ombre , appartient feulement A une
étendue matériclle , & non point & des étres géomé-
triques , qui n’exiftent que dans notre entendement?
Dailleurs n’eft-ce pas lare@itude de 'ombre qu’il fau-
droit déduire de la notion de la ligne droite , plutde
que celle-ci de la premicre ? Enfin Wolf définit la ligne
droite, celle dont une partie quelconque eff femblable au
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zout. Mais quelqu’exalte que foit cette définition d’apres
les principes Ontologiques de I'Auteur , il fuffic qu’elle
fuppofe la notion plus méraphyfique encore de la fimi-
litude,, pour paroitre plus obfcure que la chofe qu’on
veut définir y & pour ne pouvoir étre employée des I'en-
trée de la Géomérrie.

3.8 45 S T B

Nous en tenant donc & la définition qu’Archiméde Défni.
a donnée de la ligne droite , cherchons ici ce qu’il f;;:md;f
faut entendre par lignes oppofées. Pour y parvenir , nous v
devons obferver , 1°. que la fomme ou la différence de
deux lignes droites , ne peut éwre qu'une ligne droite,
d’aprés lidée qu'on doit fe former (§. IV.) de Vaddi-
tion & de la {fouftradion : 2°. qu'une ligne, ainfi que
toute quantité continue peut ctre fuppofée parvenue
de zéro a une valeur déterminée quelle a toujours,
par des accroiffemens fucceffifs , qui ont commencé a une
de fes extrémités , & qui ont fini & Pautre ( Pextrémi-
té ot commencent ces accroiffemens fera appellée ori-
gine de la ligne, & celle ol ils finiflent en fera le terme),
ainfi dans ot, lextrémité o fera Porigine, & ¢ ferale
erme

o b

B,

N
O ) AP |

3°. pour avoir la fomme de deux lignes OT, o¢,
il faut pofer lorigine o de la feconde fur le terme
T de la premitre, & ayant placé le point ¢ dansla di-
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rection de O T, afin que des deux lignes réunies il en
réfulte une ligne droite , la fomme s'étendra depuis
Porigine O de la premitre ligne jufqu’au terme ¢ dela
feconde. Or, ce point ¢ peut fe placer dans la direction
de OT de deux manitres différentes, ou bien en tom-
bant au-dela de T, par exemple , en M, ou bien entrg

T & O, par ex.en N. Dans le premier cas , la fomme

feraOM=O0 T + o t, & dans lz fecond elle fera O N=
O.T—ot; ou bien dans ce fecond cas, 'addition de ces
deux lignes fe changera en fouftraion. La feule diffé.
rence qu'il y ait donc entre ces deux cas, ceft que dans
Ie premier les termes de chaque ligne , favoir, T &¢,
fontfitués dans le méme fens par rapport a leurs origines
O & o0, ceft-a-dire, 4 ladroite de ces origines : & dans
Ie fecond, lestermesfont fituésen fens contraire relati-
vement & leur origine, favoir, Pun a la droite, Pautre
a la gauche de fon origine. Si ces deux lignes font
repréfentéespar les deux nombres a & b , il faudra donc,
pour exprimer leur fomme , écrire dans le premier cas
a+b, & dans lefecond, @e—b; fans quoi la formule
arithmétique n’exprimeroit pas jufte dans ce fecond cas
la condition fuppofée que ces deux lignes ont leurs ter*

es fitués en fens contraire par rapport a leurs origines.
Ainfi deux lignes droites, dans lefquelles on fuppofera
cette condition, feront dites avec raifon oppofées , parce
que leur addition fe changera en fouftrattion , ce qui
eft Pefence de Poppofition entre les quantités. Pareils
lement deusx nombres oppofés ne pourront étre repré-
{entés par deux lignes droites , qu’aurant qu'on fuppo-
era dans ces lignes que le terme de chacune eft fitué
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en fens contraire par rapport a fon origine. Voild pourquoi
le calcul faifant trouver dans une courbe, par exemple ,
dans le cercle , des ordonnées pofitives & négatives,
on les exprime géométriquement par des perpendicu-
laires élevées en {ens contraires furle méme diamitre ,
parce que ces perpendiculaires font cenfées avoir leur
origine dans le diamétre , & par conféquent leurs termes
en fens contraire de leurs origines. .

XXXVIL

N ous avons définiles lignes paralltles en difant que  oofes:
x " . vations
ce font des lignes qui,pofées fur le méme plan, ne fe g 1

lignes pa-~

rencontrent jamais & quelque diftance qu’on les prolonge. Bi¥

Mais cette définition ne feroit pas exalte,fi 'on n’avoit
" prouvé auparavant la poflibilité d’une pareille fituation.
Ceft pourquoi nous avons d’abord cherché toutes les
manicres dont une droite peut étre ficuée par rapport @
une autre fur le méme plan, & nous avons fait voir
quil y en a une, d’apres laquelle ces droites ne fe ren-
contrent ni ne peuvent fe rencontrer. Avec ce prélimi-
naire , la définition nousa paru plus exalte que fi nous
euflions dit, comme la plupart des Auteurs Elémentaires 5
que deux droites font paralletles, lorfque leurs points
correfpondans font a égale diftance ; car ces points cor-
refpondans ne pouvant étre autre chofe que les extré-
mités des perpendiculaires , tirées entre ces paralltles,
leur définition revient a dire, que deux lignes font pa-
ralleles , lorfque les perpendiculaires menées entr'elles
font toutes égales, Or, cette propriété pouvant & de-:
vant fe prouver, il n’eft pas permis de Tavancer fans)




xlviiy DisgepUuRrs

preuve dans une définition , comme fi c’étoit une nos
tion primitive de lachofe. I y auroit bien des remat-
ques & faire fur la manitre ordinaire de prouver égalité
des angles alternes ou correfpondans, formés par une
fécante & par des paralltles. Mais nous nous bornons a
.- dire qu’ici, comme dans prefque tous les cas, la marche
d’Euclide nous a paru la plus fire. A la vérité on lul
i a reproché d’avoir donné, comme un axidme , une pro-
pofition qui femble avoir befoin de preuve , & que
Clavius a cru devoir démontrer 3 aufli nous 'avons
I fimplifiée, comme on peut le voir en comparantle trei-
| zitme axiome du premier livre d’Euclide , avecle N% 37
i de nos Elémens de Géométrie.

X AR W BT

it % . définition de I'angle redtiligne , que M. d’Alembert ap-

nitres d 1

il fzﬂf;’: pelle, avec railon, le feandale de Ia Géométrie. On fait
i reili- en effer que malgré lesdiverfes tournures qu’on a prifes
¥ pour le définir , les Géomdtres en cherchent encore une
i définition exadte. Les uns ont cru qu'il falloit faire en-
il trer dans cette définition P'idée d’un efpace indéfini , ren-
i fermé entre les cOtés de Pangle ; d’autres ont voulu bor-
' ner cet efpace par P'arc déerit du fommet comme centre.
. Mais il paroit que la notion de Pangle, ne préfentant a
| Yelprit que la pofition de deux lignes qui fe rencon-
:ir trent fans fe confondre ; toute idée de furface eft ahfo-
I lument étrangere 4 Pangle. Dailleurs fi 'on borne cette
[ furface par un arc, c’eft alors un fe&eur de cercle, &
non point un angle ; & fi on ne la borne pas, cetel
pace croiffant 4 proportion que les cOtés font prolongés,

il

pive- L ORDRE des maritres nous méne a parler ici dela
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il faudra dire aufli que Pangle croft alors , ce qui el
démontré abfurde. D’autres ont dit que Pangle re&iligne
éroit le toxr que fait une droite én s’écartant d’une au-
tre , avec laquelle elle a un point commun. Cette dé.
finition a été fans doute imaginée pour prouver que
Varc de cercle eft la méfure de Pangle ; mais outre qu'une
pareille idée explique mal dans quel fens l'arc mefure
Pangle ; cette définition a le défaur d’employer lidée
di mouvement , toujours écrangtre a la Géomérrie,
& de préfenter par ce tour une notion vague, qui peut
défigner & Pefpace parcouru par la ligne qui tourne |
& le mouvement qui la fait tourner. D’ailleurs ce tour
weft pas la notics primitive de Pahgle; il neft qu'une
des manieres dont on peut concevoir fa formation; &
Pidée de deux lignés immobiles qui fe touchent fans
fe confondre y la repréfente aufli exatement. D’autres
enfin ont dit que l'angle rectiligne eft Pouverture, Ué=
cart de deux lignes droites § mais outre que cette ouver-
ture, cet €cart ne préfentent encore que des idées tris-
vagues , on en pourroit déduire que l¢ prolongement des
cotés faifant croitre Pouverture ou l'écart des lignes 4
il fait crofere aufli Pangle qu’elles forment.

Il nous paroit que la difficulté de bien définir 'angle
retiligne ( & j’en dis autant de la ligne droite ) vient
de ce qu’il manque un terme pour exprimer quelque
notion effentielle 4 I'angle. Cleft pourquoi nous avons
d’abord cherché 4 fixer I'idée qu’on doit atracher au mot
d’inctinaifon , qu’on confond fouvent, & mal a propos
avec celui d’obliguité. Il nous a paru qu’une coufte eX-
plication de ce mot rendoit la définition d’Euclide pré-
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férable  toutes les autres, & ceft poir cela que noud
Pavons adoptée N°. 23 de nos Elémens de Géométries

XXXIX

L A mani¢re de mefurer un angle demandoit encore
quelques nouveaux éclairciffemens ; car dire , fans auntre
explication , qu’il eft mefuré par un arc de cercle décritdu
{fommet comme centre, c’eft renverfer la notion des mefu~
res , d’apres laquelle.nous avons fait voir (§. XVI. Jqu’une
quantité qui en mefure une autre doit &tre de méme
elpéce que la quantité mefurée. Il a donc fallu remons
ter plus haut, en faifant voir qu’a proprement parler un
angle n’eft mefuré que par un autre angle plus petit que
lui , que celuici le dera par un autre plus petit encore ¢
de méme que dans les longueurs une ligne eft mefurée
par la toife , latoife par le pied ,le pied par le pouce.
Mais comme ( ainfi que nous I'avons prouvé par la fu-
perpofition ) le rapport de I'angle mefuré & celui qui fere
de mefure , eft le méme que le rapport qui fe trouve en-
tre Parc intercepté par les cOtés du premier, & décrit
de fon fommet, comme centre , & ’arc d’un égal rayon
décrit du fommet du fecond , on peut dire que cet arcy
par fon rapport avec l'autre, exprime la valeur de I'an-
gle, ou, ce qui eft le méme ,fon rapport avec celui qui
fert d’unité. Cet arc n’eft donc 2 la rigueur que lexpos
Jant de la grandeurde 'angle, & non point fa mefure,
ainfi que le Logarithme d’un nombre eft expofant de
la valeur de la raifon quiil y a entre ce nombre &
Punité , & non point la mefure de cette raifon. Il
nous paroit qu’en comparant ce que nous venons de
dire ici fur les arcs de cercle employés comme mefurg
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des angles, avec ce que nous avons dit ailleurs des
Logarithmes, 'analogie entre ces arcs & les Logarithmes
fe préfente affez clairement pour n’en devoir pas donner
de nouvelles preuves.

X' Es

TouTss les fois qu'il s'agic de faire voir que deux Paralo-

: ifme ot-

{urfaces ou deux folides font dans le rapport de deux finsice
"y : dans 1

autres quantités, la plupart des Auteurs modernes fe i

bornent a écablir cette analogie pour le cas fimple & deslignes

z e 3 propot-
facile ot I'on fuppofe ces quantités commenfurables en- tonnel-
- s : . les : ma-
tr'elles. Mais il faudroic que la preuve, pour étre com- pige de
P'évitet.

plette , s’étendit également aux cas ol ces quantités fe-
roient {uppofées incommenfurables ; & on ne peut y
parvenir d’une maniére directe, quen adoptant la dé-
finition qu’Euclide a donnée de la proportion au com-
mencement de fon cinquieme livre , ce qui entraineroic
des difficultés. Il a donc fallu que tous les Auteurs, qui
fans ce fecours ont voulu prouver cette analogie dans
Ie cas de Pincommenfurabilité , euflent recours a la ré-
ducion a Pabfurde, ainfi que nous 'avons fait aux N° 101,
206 , &c. Ceft pour avoir négligé de prouver que deux
triangles ou deux parallélogrammes de méme hauteur
font entr’eux comme leurs bafes , foit commenfurables ,
{oit incommenfurables , que la plupart des Auteurs mo.
dernes ont laiffé introduire un paralogifme frappant dans
la théorie des lignes proportionnelles. Pour établir cette
théorie ils fuppofent d’abord que de deux lignes con-
currentes A H,ak (fig. 44 ), Pune , par exemple, A H,
ayant été partagée en un certain nombre de parties éga-
les, aux points D, E, I, G, 'on méue par ces points des
g2
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lignes paralleles 4 H &, lefquelles partageront A & en
un méme nombre de parties égales entt’elles ; & de 1i
ils concluent avec raifonquelona AF :F H (1 Af;
f h. Mais étendant enfuite cette conféquence trop loin,
ils concluent qu’en général fi deux lignes qui font un
angle font coupées par des paralltles, elles le font en
parties proportionnelles. Or, cette conclufion sétend
plus loin que le principe; car n’ayant parlé jufquesla
que du cas ol les fegmens AF ,F H, font commen-
furables entr’eux , ou bien divifibles en parties égales,
AD,DE,EF, &c onne peut rien conclure de 1&
pour un nombre infini de cas ol P'on fuppoleroir ces
fegmens AF, F H, incommenfurables entr’eux. Pour
éviter cet inconvénient, fans recourir 3 la divifion da
ces lignes en parties infiniment petites , ce qui en feroit
un aufli grand encore, il nous a fallu établir plurdt que
les triangles de m€me hauteur font entr’eux comme leurs
bafes , foit commenfurables , {foit incommenfurables. Dela
on a pu conclure évidemment que fi deux lignes font
coupées par des paralléles, les fegmens correfpondans
{ont toujours proportionnels entr’eux.

XL L

O N définit ordinairement les figures femblables { &

s 1es fi- Boclide les a définies de méme ) en difant qu’elles ont un

ptres
fembla-
Lich

méme nombre d’angles , les angles refpetivement égaux,
& les cbrés autour de cesangles proportionnels. Cette dé-
finition nous a paru renfermer une propriété qu’on ne
peut 2ccorder fans preuve, & qui fuppole une notion
primitiverde la fimilitude entre deux portions d’ érendu
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quelconques. Nous avons cru la trouver en difant quela
fimilitude de deux érendues en général confifte en ce
gu'elles ne différent Uune de Uautre que par leur grandeur
feulement. De cette maniére d’envifager la fimilitude , on
en déduit la propriété qu’on prend ordinairement pour
la définition des figures femblables & . plufieurs autres
conféquences importantes. Leibnitz a donné le premier
une exacte notion de la fimilitude en difant : fimilia funt
quee non poffunt diflingui nifi per comprefentiam ; &
nous n'avons pris une tournure différente en appliquant
cette notion aux figures géométriques , que -pour évi-
ter les éclaircifflemens métaphyfiques que demande le mot
Comprefentia , dans la définition de Leibnitz.

Y iL1r

D aAxNs tout ce que nous avons dit fur la mefure Réfua

4 ti de

& fur les rapports tant des furfaces que des folides, nousy;  me.

thode des

indivifi-
desindivifibles , dont les Elémens modernes font un con- bles

avons évité avec foin les principes tirés de la méthode

tinuel ufage. Cette méthode a pour principe que la ligne
eft compofée de points placés les uns & cOté des au-
tres; la furface de lignes paralléles qui fe touchent,
& le folide de furfaces toutes femblables & égales , pofées
les unes fur les autres ; & comme tous ces élémens font
fuppofés indivifibles , la méthode fondée fur cette fup-
pofition a été appellée la méthode des indivifibles. Ce
n’eft pas fans raifon que de tels principes ont toujours
été rejetés par des Géometres du premier rang. Qui
nevoit en effer qu'en admettant des points qui fe tou-
chent {ans fe confondre , des lignes droites , qui , en s’aps




liv DrscovuvRrs
pliquant les unes & coté des autres , forment une {urface,
des furfaces qui par leur entafflement font un folide ; on
fuppofe que ces points ont une étendue en tout fens,
que ces lignes ont une largeur, & ces furfaces une épaif-
feur. Il faut donc dire alors que ce ne font plus des
points, des lignes , des furfaces, tels qu'on les a con-
fidérés dans les premictres notions de la Géométrie ;
ou bien que la négation d’étendue , de largeur, de pro-
fondeur, peut former un étre étendu , large ou profond.
Drailleurs comment admettre en Géométrie une étendue
indivifible , comme fi cette étendue n’étoit pas une quan-
tit¢ , ou bien que toute quantité ne fiit pas divifible &
Yinfini ? Ainfi, ou les principes de cette méthode font
faux, ou les expreflions en font {i éloignées du langage -
féverede la Géomérrie qu’on ne fauroit Padmettre dans
les Elémens, quelque avantage quelle procure d’ailleurs,
Afin d’en mieyx fentir les inconveniens , {uppofons que
d’aprts cette méthode on veuille prouver que deux pa-

rallélogrammes de méme hauteur , Pun droit & Pautre

oblique , font égaux en furface. Pour établir cette vé-
rité, on dira que ces deux parallélogrammes font compo-
{és d’'un méme nombre d’élémens ou de lignes paralléles
a la bafe : que d’ailleurs toutes ces lignes font égales a
la bafe commune , & par conféquent égales entr’elles ; &
quainfi les parailélogrammes font égaux. Mais qui.ne
voit qu’il y a un vice effentiel dans ce raifonnement? car
ou bien ces élémens font fans largeur , & alors ce font
des lignes droites , qui, pofées les unes a c6té des autres,
doivent fe confondre en une feule, quelque grand nombre
quon en fuppofe (XXX1V): ou bien ilsont une largeur,
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& alors ce font de petites furfaces. Dans ce cas,il reftera &
profiver que chaque petite furface du parallélograme droit
elt égale a la petite furface du parallélograme oblique.
Or y comme ces furfaces, quelque petites qu’on les fup-
pofe , forment elles-mémes des parallélogrames , un
droit & lautre oblique, il reftera & faire voir ce qui
éroit en queftion ; ceft-a-dire , que le parallélograme
droit vaut le parallélograme oblique de méme bafe &
de' m€me hauteur. Sous quelque dénomination que fe
préfentent ces indivifibles dans la do¢trine des folides ,
ot ils font appellés tantOt furfaces , tantdt tranches infi-
niment minces , ils entrainent la méme pétitionde prin-
cipe. Ainfi, quoique facile & expéditive dans plufieurs
cas , cette méthode doit étre rejetée des Elémens de Géo-

- métrie, ol la rigueur doit I'emporter fur toute autre

confidération : fi malgré fes expreflions dures & anti-Géo-
métriques , on en vouloit faire ufage , on ne le pour-
roit qu’en confondant les indivifibles avec les infiniment
petits de Leibnitz,, & aprés avoir prouvé que la métho-
de des infinis eft ure fuite de celle d’exhauftion. Pour
cela il faudroit adopter un autre langage , & donner aux
démonflrations une tournure différente de celle qu'on
emploie dans la do&rine des indivifibles. Il faudroic
encore faire précéder quelques principes fur les limites
en général, que les commencans entendroient difficile-
ment avant d’étre parvenus a ces propofitions de Géo-
métrie , ot il faut opter entre la méthode des indivifibles
& celle d’Euclide. Cleft pourquoiil n’y a pas a balan-
cer dans le choix de ces deux méthodes. A la vérité,
d’aprés Euclide, les démonfirations deviennent un peu
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plus difficiles 3 mais on ne peut rien conclure de 13 , fice
v'eft qulil faut ticher d'applanir ces difficultés ? Le
public jugera 4 quel point nousy avons réufli dans la
dodtrine des folides, quieft la plus difficile des Elémens;
& dans laquelle nous avons tiché de réunir la {evérité
de la Géomérrie ancienne avec la clarté & la facilicé
de la moderne,
XLIIL

I L nous refle & parler ici du calcul infinitéfimal,
dont nous n’avons donné que les premiéres notions ,
parce qwelles rempliffent {uffifamment Pobjet que nous
nous fommes propofé dans cet ouvrage. Le chapitre qui
fert dintrodudtion & ce nouveau calcul , traite d’un fujet
intéreflant & qui n’avoitpas encore paru dans les Elémens
de Mathématiques. On s’y propofe de donner une no-
tion exacte de linfini, & de faire voir que les regles de
Leibnitz fur le calcul infinitéfimal ont pour fondement
le méme principe fur lequel Newton a érabli fon cal
cul des fluxions ; ceft-a-dire ,la méthode des premidres
& derniéresraifons , qui n'eft elle-méme qu’une applica
tion de la méthode d’exhauftion ou des limites, confignée
dansle 1o¢.Livre d’Euclide. M. d’Alembert eftle premier
qui ait voulu ramener i cette 1dée des anciens les notions
de Vinfini & les régles du calcul différentiel. Il a donné
la définition exa&e de ce calcul , & il a fait voir , non=
feulement qu’on peut , mais qu’on doit négliger lespre.
tendues quantités qu’on y néglige d’apres les régles de
Leibnitz. Mais quoique pénétrés de vénération pour ce
grand Géometre, il nous a paru quil reftoit encore
bien
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bien des chofes 2 dire & fur-tout 2 prouver dans cette
importante queftion. Voild pourquoi fans doute dansles
euvrages qui ont paru depuis que M. d’Alembert s’eff
expliqué fur cette matitre, on a toujours fuivi la mar-
che ordinaire, fans chercher 4 s’étayer de la Géomérrie
des anciens. J’en excepte M. Coufin’, qui, 4 la vérité, a
adopté quant au fonds les idées de M. d’Alembert , mais
quicherchant 4 évirerla difficulté plutdt qu’a la réfoudre ,
écarte toute notion d'infini, & laiffe fubfifter la méme
incertitude qu’on avoit d¢ja fur les principes de Leibnitz.
Mon but eft au contraire de faire voir quon peut les em-
ployer avec confiance en adoptant la notion de linfini &
dedivers genres d’infinis , tels que Leibnitz les donne 3
& qu’il fuffit pour cela de remonter & quelques propriétés
des limites quiexpliquent dans quel fens il faut entendre
les expreffions ot lon fait ufage de infini. Pour y
réuflir relativement au calcul différentiel , il reftoit d’abord
a déterminer deux chofes : la premitre , fi les différen~
ces de deux abfcifles & de leurs ordonnées s’évanouiflant
le rapport entre ces mémes différences s’évanouit ou non =
Ia feconde , fuppof¢ que le rapport de ces différences ne
$'évanouiffe pas avec elles, quelle en fera la limite, ou
bien quelle fera la dernitre raifon entre ces différences ?
¢ar dire que cette raifon doit &cre exprimée alors par celle
deo 20, & que 0 : 0 peut égaler une raifon quelconque ,
ainfi qu'on I'a dit & Particle différentiel du DiGionnaire
Encyclopédique , c’eft avancer une chofe tout-a-fait inin-
telligible, ou méme abfurde, puifque o ne peut jamais étre
pris pour terme de quelque raifon. Afin d’éviter une
auffi étrange conféquence, nous avons prouvé que dans ce

h
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cas la dernitre raifon entre les quantités qui s’évahouif
fent , doit étre prife dans une fuite paraliéle de raifons
dont les termes ne s'évanouiflent pas. Par 13 on parvient
a T'exadle notion des infiniment petits, qui font ici les
dernieres valeurs des différences finies des co-ordonnées
lefquelles différences font zéro , mais quon fuppofe étre
de vraies quantités pour pouvoir fe repréfenter par ce
moyen une dermére raifon dans la fuite méme de ces
différences décroiflantesjuiqu’a zéro. Je dis, pour pou-
voir fe repréfenter la dernitre raifon dans la fuite méme
des différences décroiffantes, car ce n'eft pas la qu'elle
exifte réellement, puifque ces différences font fuppofées
parvenues & zéro ; mais elle exifte entre les termes cor-
refpondants de la fuite parallele. Voila pourquoi les
d x & les d y telles que le calcul différentiel les envifage ,
ne font que des quantités feintes & par coniéquent in-
comparables avec uhe quantité proprement dite. On voit
bien que fi nousles difons incomparables avec une quan-
tité, ce n’elt pas, comme 'ontimaginé certains, qu'elles
foient immenfement plus petites qu’elle , tel que feroit par
exemple un grain de fable par rapport & une montagne ,
mais parce quon renverferoit les fuppofitions déja faites,
fi Pon érabliffoit un rapport entre ces quantités feintes &
une quantité réelle quelconque. Par la on explique dans
quel fens il faut prendre toutes les expreflions od entre
Yinfini ; ce ne font jamais que des limites ou d’une fuite
de quantités abfolues ou d’une fuite de raifons. Dans nos
Elémens de Géométrie nous n’avons jamais dit que le cer™
cle fit un poligone régulier d’une infinité de cOtés , parce
que , dapres {a définition , cette figure eft terminée par

|
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une ligne courbe & qu'un poligone Teft toujours par
des lignes droites, qui ne fauroient fe confondre avec
une courbe , quelque petites qu'on les {uppofe ; nous
avons dit feulement que le cercle pouvoit étre confi-
déré comme un polygone d’une infinité de cOtés. Cette
expreflion fignifie que les cercles érant les limites des
polygones infcrits ou circonferits, ilsfont entr’eux dans
le méme rapport que ces polygones; & ceft dans ce
fens feulement qu'on peut attribuer aux figures courbes
en général les rapports ou les propriétés qui convien-
ment a ces polygones.

On a demandé comment.on pouvoitavoir L= o0 ran-
o0

dis que ce quotient 0 muleiplié par o ne peut jamais
a

donner 1 :comment on peut admettre que —=0, que
oo

b
= =0, fans admettre quea =5. Cerrains ont dit qu’il

falloit admettre dansces expreffions deszéro différens,
ce quieft ablolument inconcevable ou plutotr abfurde.
Mais, d’aprés nos principes y la réponfe a ces queftions eft

. T b sy . Vife .
aifée : — n’indique point une divifion proprement dite ,

puilque l'infini n’eft ni ne peut étre fuppofé un nombre.
Cette expreflion défigne feulement la limite d’une fuite
de fractions dans lefquelles le numérateur eft toujours
1, & le dénominateur croit fans fin; & par Péquation

1

$=0, on veut faire entendre que cette limite eft o,

a
comme elle Peft en effet. De mé"mea; exprime la limite

2

oz
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d’une fuite de fra&ions qui ont pour numérateur confs
tant le nombre @, & pour dénominateur un hombre tous
jours croiffant : or , la limite d’une telle {uite de fractions
eft encore 0 comme dans le cas précédent , fans que de
13 on puifle conclure ou que le nombre a vaur 1 4 ou qu'il
faut admettre des zéro différens dans ces différentes

a X 4 ;
expreffions z= 0, —=o0. En un mot , ces expreffions

indiquent la méme limite, favoir zéro, pour deux fui
tes différentes de quantités qui décroiffent. Or, ainfi
qu’on le voit danslesdiverspolygones infcrits ou circonfs
crits qui tous aboutiffent au cercle , ni la méme limite
ne {uppofe les mémes fuites de quéntités croiffantes ou
décroiffantes, ni la diverfité de ces fuites n’améne né«
ceflairement une diverfité de limites.

Avant de finir ces oblervations, il nous refte a dire un
mot fur les fommes des fuites qui décroiffent & Pinfini,
telles par exemple queles progreflions géomérriques dont
nous avons parlé au n°. 258 de PAlgtbre. Dans ces fuites
& dans rous les autres cas ob il Pagit de Vinfini, ce n'eft
jamais la fomme réelle d’une progreflion qué P'on prétend
afligner, puifqu’il faudroit pour cela parvenir & un dernigr
terme, ce qui renverferoitla fuppofition du progrés 4 linfi*
ni;mais feulement lalimite de cette fomme,oubien le nom
bre dont elle peut approcher autant que ’on voudra , fans
jamais Pégaler. Ainfi quand nous avons dit que lafom-

' . I I
me de cette progreflion toujours décroiflante — —
103 100 3

¥

g H
=0 &, eft 5 ; il faut entendre feulement que 3 eft
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Ia limite de cette fomme. De méme, dans nos Elémens
de Géométrie n°. 242 , nous avons prouvé que la pyra-
mide triangulaire eft le tiers du prifme de méme bafe &
de méme hautear , en décompofant cette pyramide &
toutes les autres qui viennent de celle-1a en prifmes
triangulaires , & fzifant voir que la fornme de ces piifmes
vaut le tiers de celui qui auroit méme bafe & méme hau-
teur que la pyramide donnée, Cependant il eft clair
que quelque grand que foit le nombre des prifmess
quon tirera de la premitre pyramide ; ils n’égaleront
jamais cette pyramidey & que méme le nombre des pe-
tites pyramides qu'on négligera dans ce caléul ; & qui
feront Pexcds de la pyramide primitive fur la fomme
des prifmes, fera d’autant plus grand qu’on féra pliis
de décompofitions des pyramides en prifmes: Ainfi on fe
tromperoit , fi en prenant la fomme réelle de ces prif-
mes, on croyoit avoir la'premiére pyramide qui les a
tous produits. Ce n’eft donc pas cette fomme qu'on
doit chercher , mais feulement fa limite. Or, comme
la limite de la fomme des prifmes qu’on a formés eft
évidemment Ia premidre pyramide , puifque cette fom-
me ne peut jamais égaler certe pyramide, & qu’elle
peut cependant en approcher de plus prés que d’une
quantité donnée quelconque, il fuit de ce que nous
avons démontré dans le chapitre qui fert d’intro-
du@tion au calcul infinitéfimal , que Pexpreffion de
la limite de la fomme des prifmes eft auffi Pexpref-
fion de la premitre pyramide ; & qu’ainfi puifque

1 % N +~ -
?Bh exprime la limite de cette fomme des prifmes,
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le méme nombre exprimera la valeur de la premitre |
pyramide , qui par conféquent fera le tiers du prifme |

de méme bafe & de méme hauteur exprimé par b h.
Il nous refteroit encore bien des chofes 4 dire fur I'in-
fini & fur la maniére dont il faut entendre plufieurs au-

tres expreflions ol Fon en fait ufage , foit dans les Mathe- ;

matiques pures , foit dans les Mathématiques mixtes;
mais outre que ces obfervations pourroient devenir trop
longues, il nous paroit que ce que nous avons dit eft
fuffifant pour entendre ces diverfes expreffions, & pour
faire voir, ainfi que nous nous Pétions propofé, quele
calcul de Pinfini n’eft qu’une extenfion de Pancienne mé-
thode des limites , & que toutes les régles fur lefquelles
il eft fondé, outre qu'elles font fimples & faciles 4 em-
ployer, font auffi certaines que celles de 'Algebre ou de
Y Arithmétique ordinaire,

ELEMENS |
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PREMIERE PARTIE
De I Arithméngue.

ECTION PREMIERE,

Des principes de la ,Numc’mtz'on G des différentes
méthodes de compofition & de réfolution fur les
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CHAPITRE PREMIER,

Définitions & notions préliminaires.
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. -a«" L N‘ ARITHMETIQU E en général eftla [cience des nom=
ﬂhﬂé-a‘-* bres. Elle {e divife en deux parties, I'une fpécalarive,
Yautre prasigue. La premiére traite feulement des propriétés des
nombres; la feconde expofe les méthodes qu'il faut fuivre, pour
faire fur eux toutes les opérations dont ils fons fp{j&cptib‘;cs.
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2. On entend par opérasion en général , an changement gurl<,

conqgue , quwon fait fubir a des quansités. Or, tous les changemens
poflibles {ur les nombres fe font en compolant un nombre de
plufieurs autres , ou bien en le décompolant en quelques autres,

3. On eft convenu parini nows dadopter le fyftéme d Arith-
métique des Arabes, qui employoient les dix caralteres ou
chiffres {uivants, o; 1,2, 3,4,4%,6,%7,8,9, dont nous
fuppofons que chacun connoit la valeur. Afin d’exprimer par
ce moyen un nombre quelconque, on a arbitrairement établi
deux chofes: z°, que la différente forme de ces caracteres dé-
figneroit différens affemblages d’unirés ( excepté o , qui fignis
fie ablence de rout nombre ): 2°. que leurs différentes pla-
ces fur la méme ligne défigneroient différentes valeurs de ces
unités. Ainfi 3 défigne trois unités, 6 en défigne fix , 7 en dé-
figne fept, 8c. mais fi jécris ces trois caracteres de fuite ,
comme ici'367 , les unités du premier vers la droite font cenfées
des unieés fimples , celles du fecond des unit¢s de dixaine , &
celles du troificme des unités de centaine.

Il fant ddnc diftinguer dans la numération une walear abs
folue des caractéres qui dépend de leur forme, & qui déeer-
mine d’une fagon invariable ‘le nombre d'unités quils expri-
ment ;. & une valesr locale, qui dépend du rang qulils occu-
pent fur la méme ligne , & qui'fixe la valeurde ces unités. On
sft convenu que cette valeur croitroit en progreffion décuple ,
allant de droite & gauche.

Connoiflant donc la véleur abfolue des caraltéres , il ne
faut pour énoncer ou pout écrire exaltement une exprefiion
numérique quelconque, que faire-artention 2 leur valeur lo-
cale , fuivant laquelle le premier vers la droite exprime des
unités fimples , le fecond des unnités de.dixaife; le troificme
des unités de centaine , le quatricme des unités de mille
& ainfi des autres,

e ———
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4. On peut conclure de ce fyftéme de numération, ga'une anisé
d'un rang quelcongue wvane plus que tous les caralléres qui pesvent
[ tronver a la droite de cetre unité dans laméme expreffion noméri=
que. Ainfi une unité du rang des mille, vaut plusque toutes
les centaines , les dixaines , & les unités fimples qui peuvent
¢ure apres ; car celles-ci ne peuvent valoir plus de 999 & l'au-
tre vaut 1000,

5. On appelle nombres abffraits ; oy nombres nombrants , ceux
dont I'unité ne défigne aucune chofc déterminée , comme 10,
20, 30, ou plutdt dix fois , wingt fois , trente fois. On appelle
nombres concrers ou nombtes wombrés , ceux dont lunité dé-
figne des quantités particulires , comme 10 toifes , '20 livres,
6 heures.

Quelle que foit 'unité , abftraite ou cencrete , on peut la
concevoir divilée en plufieurs parties égales, quon prendra
pour des unités d’'une efpece intérieure. On peut donc aveir
des expreffions numériques qui contiennent une, ou pluficurs
de ces parties égales de ['unité 5 & ces expreflions font appeilées -
nombres frafiionnaives , ou fimplement fraftions. Par oppofition
a ces nombres on appelle ensiers , ceux qui contiennent exac-
tement Junité, prife un certajn nombye de fois. Ainfi deux

Az
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tiers , trois quatts de Nunité , (cc qui s écrit ainfi 9 : ) font
4

des fraftions, & 3, 4, 10, font des entiers,

C HAPIZ RE -4
De ! Addition. '

% D Ermirion. Laddision eff une opévation par laguellede plu-
Yieurs nombres donnés on en compofe unfeul , qui devient alors leur
[formme.

DeumanpE, Ondemande ici que chacun fache prendre la
fomme des nombres exprimés par un feul caraétere, voicila
regle quiil faue {uivre pour ceux quifont exprimés par plu-

o

fieurs.,

7. R oL e Ecrivés les nombres & ajouter les uns fous les ausres |
de fagon que ler unités vépondene aus wnités y les dixaines ans
dixaines , les centaipes auxcentaings, €'cey @ [i auwcune colonne
ne meonte & 10, prenés feslement la fomme de chacune 5 en allant de

droited ganche , & éorivés laen defleus,

Exsaxrpre 1L
2323

3212
2362

il faut ajourer enfemble les trois nombres 2323, 3212,
2362, Je les difpofle dabord comime on le voit dans exemple
1. ,cirant enfuite une ligne par deflous, je prens les fommes
particulicres des quatre colonnes ; & comme ancune ne monte
210, je les écris fimplement en deflous & vis-3-vis chaque
colonne , ce qui fair Je nombre 7897,

8. Mais il arrive le plus fouvent que la fomme d'une colonne
monte 2 10 & ay defius ; de facon que la fomme des unités

e e ——
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fait des dixaines , celle des dixaines fait des centaines , &c.3
alors wécrivez fous chague colonne que les unités de Pefpéce qui
canvient a cette colonne, & gardés les dizaines de cete efpéce pour
la colonne [uivante,

Exeumrrz IL

5423
8297
3589
F o rer—

17309

La fomme des unités ( Ex. I1. ) étant ici 19, elle contient une
dixaine & ¢ unités; c'eft pourquoi j'écris o fous la colonnedes
unités, & je retiens une dixaine pour la colonne fuivante:
la fomme des dixaines étantz0, avec celle que j;_\,' al rranf-
portée de la colonne précédente , elles font jufte 2 centaines ;
c'eft pourquoi j'éeris o fous la colonne des dixaines, & je
retiens deux centaines pour la colonne fuivante. 1l en eft de
méme pour les autres colonnes,

Il eft évident que certe méthode remplit l'objet quon fe
propofe dans cette opération. Car, un nombre entier ne pou-
vant contenir que des unités , des dixaines , des centaines , &c.;
on a évidemment pris la fomme de plufieurs de ces nombres,
quand on a pris celle de leurs unités, de leurs dixaines, de leurs
centaines , &c.

9. Remarques. L 1l arrive trés-fouvent qu'on ne veut qu'in-
diquer l'addition de plufieurs nombres fans lexécuter, &
alors on les joint par ce caraltére 4, qui fignifie plus. Ainfi
34-44-6+9 , indique que les nombres 3, 4,6, 9, doivent
¢tre ajoutés enfemble.

L. 1l fant prendre quelquefois ta fomme des nombres de
différentes efpéces , & alors en ajouse enfemble les efpéces [em-
blables & de leurs fommes particuli¢res 5 on compofe la fomme torales
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Ainfi dans cet ecxemple ot 'on a i ajouter enfemble des livres,
desfols & des deniers, 'on prend dabord la fomme des de-
niersqui ¢tant 21 , forme 1 fL & 9 deniers; on écrit 9 den.
& on tranfporte le fol au rang des fols; premant enfuite la
fomme des fols qui eft 45 fols, on laiffe 5 fols dans le rang
les fols, & on tranfporte les livres au rapg des livres, dont

fa fomme ¢ft 322.

L RV

De la Souftraciion.

io. D ErmiTion. I.a.__u’ﬁmﬂmc’éz'an eft une opération par laguelle
en décompofe un nombre donné en deux on plufiewrs ausres 5 dons il
efi la fommes

On voit par cette définition , 1°. Que pour remplir Pobjet
quon {e propofe ici, on doit retrancher du nombre donné,
urr ou pluficurs aytres nombrés. 2*. Que les nombres retranchés
ajoutés & ce ‘qui reflera du nombre donné doivent rérablir ce-
Ini-ci. 3°. Enfin, que cette opération eft oppofée a celle d’addi-
tion.

11. DE m 4 5 D E. On demande ici que chacun fache faite la
fouflraétion {ur les nombres exprimés parun feul caratére.
La rcgle fuivante contient la méthode quil faut fuivre pout
les autres.

12. B & o L £ L Ecrivés le nombre qui doit étre fouflrait fous celuy
dons vous voulez le foufirairey de fagon que les unisés répondens ang
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unités , les disaines anx dixaines , &co Et fi chague caraclive infem
vivar vait moins que !efupé._e'z'mr qwi lui vépond | prancz fimple~
ment la difference des valewrs yen allan: de drofee a gauche & Pécria
ol en=deffoss,
Exempre I

Nombre propofé... 3546.
Nombre fouftraic... 1234

Différence ... 2312.

On me propofe (Ex. L. ) de fouflraire razqde 3546 je
difpofe dabord les deux nombres, comme on le voit dans
I'Exemple ; & ayant tiré une ligne par-deflous , je prends la
différence des valeurs des Caratéres correfpondans , en difant :
4 de 6, (on fous-entend fouffrair ) refte 253 de 4, relte 53
2 deys, refte3 s rde 3, refte 2;8 la diffiérence totale <ft
2312,

13. R 2 6 L e II. Sile caraltére inférienr vaur plus quele fupéricar
qui lui vépond , augmentés la valeur de colui-ci de 10 , & par coms
penfation ajoistés une unité au caraltere inférienr qui vight apred,

Exemrre 1L

Nombre propofé ... 92331,
Nombre fouftrait... 8476.

e

Différence . . . -83855.

Ayant difpof¢ les deux nombres , comme onle voit (Ex, II. )
je dis: 6 de 1, cela ne fe peut ; c'eft pourquoi jangmente de
10 la valeur du caraltere fupérieur, ce qui fait 11 ; & je dis:
6 de 11, refte §, que j'écris-en-deflous. Ajolitant par compen=
fation 1 au caraétére inférieur fuivant, je dis:8 de 3, cela ne
fe peut;yajoidte donc roa 3, cequi fait 13; or, 8 de 13,
refte §. Continuant de méme a ajoiiter 1 ay caractére inférieur,
toutes les tois que j'ai ajodité 10 au fupérienr qui précéde , je
dis: gy de13,refte8; ode 12, refte 351 de o, refe 8.

Qn voit gif¢ment qu.’cn aj,oﬁtit_nt; 10 i la valeur (du c‘arac..




Nombre propofé... 110 L 13 € '9 d.
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tére fupérieur , & 1acelle de l'inférienr de la colonne i<,
vante , on augmente ¢galement le nombre fouftraic & le noms
bre propofe ( 3 ), ce qui fait que leur différence ne change pas.
La méme régle doit sobferver quand le nombre propofé
contient des zéro , comme dans Uexemple fuivant.

Exeuere III,

Nombre propofé ... go9c0.
Nombre fouftrait. .. 24953.

B ]

Différence. . ... 15947.

Tout érant arrangé comme dans 'Exemple T1T je dis: 3
de o, cela nefe peut;ajotitant 10 a o0, je dis: 3 de 10, refte
7 5 yajoilite enfuite une unité au premier caraltére qui fuit
dansle nombre {ouftrait, ce quifait 6. Or, 6 de o, cela ne
{fe peut encore; jajolte donc 101 o, & je dis alors: 6 de
10, refte 4. Opérant toujours de méme , je continue en difant;
10de 19, tefte 95 g de 10, refte 5 ;3 de 4 crefte 15 & la diffeé-
tence cherchée eft 1y947.

14.Si l'on a ifouftraire des nombres de différentes efpéces
onles érira de fagon gue les efpeces femblables e correfpondents

Exemepre 1V.

e

Nombre fouftrait... 89 L 15 fl 1z d.

Bifference .. anivas 200 izifirends

Apreés avoir éctit, comme on le voit dans cet Exemple ,
les denters fous les deniers , les fols fous les {ols , les livres fous
les livres, on procédéra ainfi: 11 de 9, cela ne fe peut; celt
pourquoi jemprunte 1 {. de la colonne des fols, & Pajofitant
aux 9 d. du nombre propofé , je dis: 11 de 21, refte xo. Pal
fant aux fols ; jedis : 15 de 12, cela ne fe peut ; prenant
donc 1 I, dans la colonne des livres , & la changeant en {ols
pour l'ajoiiter aurefte , je dis : 1§ de 32, refte 17. Opérant enfin
{we
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fur les livies comme ci-deflus , je trouve la différence indiquée
dans I'exemple.

On vérifie le réfultat de cette opération en ajoiitant la dif]
férence au nombre fouftrait, puifque cetre {omme doit don-
ner le nombre propefé (10 ).

15. Si T'on veut fouftraire plufieurs nombres ; comme 2 , 3,
7 , dun nombre donné, p. Ex. 15, on dira: ade 15 ,refle 13 5
3 de 13,refte 10 ;7 de 10 ,reite 3; ou bien on ajoutera en-
femble les nombres 3 fouftraire , dont la fomme eft ici 12 , o
les retranchera du nombre propofé 15, & la difi¢rence fera
également 3,

16 REMmarqUes IumrortanTtEs. L Il arrive {oy-
vent dans ['Arithmétique qu'on doit indiquer une fouftraltion
fans la faire , alors on met ¢e caraélése (— ) qui défigne moins ,
devant le nombre quidoit étre fouftrait, Ainfi 24— 10, dé«
figne que 10 doit ére fouftraic de 24, & cela s'énonce ain-
fi , 24 moins 10. Si d'un méme nombie on en veut retrancher
plufieurs autres, rien n‘empéche de les écrire & la fuite de
celui-ld avec le figne — . Ainfi on écrira 24 — 10 —6—3 ,
ou bien 24~ 190, & la diffcrence eft 5.

11. un nombre peut repréfenter telle quantité qu'en I'ajou-~
tant & un autre , il le diminue, & en le retranchant il laug-
mente ( voy. Difc. Prel. n° wr11.). Amnfi une detrte ajoiitce
aun bien réel , diminue ce bien ;5 & réciproquement le bien.
ajoiité a la dette la diminue : le contraire arrive fi 'on retran-
che I'unde Pautre. I faut done pour exprimer Arithmétique-
ment la fomme d'un bien de rooo liv. p. Ex. & d'une dette
de 100 1. écrire 1000 I. — 100 1., & la fortune de celui qui pol-
féde l'un 8 lautre eft reduite 3 goo 1. Si an contraire je vou,
lois exprimer que de 'état d'un homme qui a rooo L. de bien
& 100 1. de dettes, on a retranché les dettes , je devrois ajoti-
ter 100 l. & ce qui exprimoit I'état de fa fortuné avec les
dettes en écrivant 1000 . — 100 I. + 100 1. & par cette fqui-
traction fon bien réel feroit augments de 100 L
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Rien n'empéche d'indiquer a la fois 'addition ou la fouls -
traction de plufieurs nombres de cetce efpece. Ainfi je pout-
tois écrire 1000 |, — 100 1. — 36 L.

17. D £¥1xn. Deux nombres font dits d’efpéces oppofées ,
ou fimplement eppofésr , quand l'addition de l'in diminne
Vautre , & que la fouftraltion Vaugmente. Pour les diftin.
guer entre eux, ceux dune méme efpéce font appelles pofi-
#ifs 8 précédés du fighe ~+ 5 8 ceux de Uelpéce oppofée fone
appellés négasifs , & précédés du figne —. 11 eft indifférent 2 la-
quelle des deux efpéces on do.meia le figne +, ou le figne
s~ , pourvu quon garde toujours la méme dénomination pout *
Jes nombres d'une méme efpéce.

18. CoRror ., Pour ajenier enfemble des nombres negarifs &
pofitifs , on"les écriva donc a la fuite les uns des autres avec leurs
Ggnes 5 mais ponr les fouflraive on changera roujonrs les fignes des
nombres foufirairs, Ainfi pour ajouter — 1oo a - fovo, Jécri-
rai 1000 —= 100,& pout I'en fouftraire j"écrirai 1000+ 100, (16).

Souvent pour indiquer que des nombres doivent étre ajoi
tés ou fouftraits de quélqu'autre , on les reriferme entre deux
crochets , mertant en téte le figne 4- ou le figne—. Ainfi 1y
—(+4—6—9), m’ind'que que les nombres =4 =6 —g
doivent étre {ouftraits de 15.

CHAPII R E LV,

De la Multiplication.

19. D £ v. La Muliiplication ¢ff une opération par laguelle on
compofe un nombre dun autrg pris un certain nombre de foiss
Ainfi en multipliant 6 par 4, on'cherche un nombre (ceft ici
24 ) qui fera compofé de 6 pris 4 fois.

On appelle Mulriplicande le nombre compofant( c’eft ici 6 )3




DE MATHEMATIQUES. Ir
Multiplicatenr , le nombre qui défigne combien de fois il fant
prendre le multiplicande ( Ceft ici 4): & produis , le nombre
compofé qui réfulte de Popération ( c'eft ici 24 ). Le Muls
tiplicande & le multiplicateur {ont gppellés d'un nom coms.
mui les facteurs , les produifans , ou les racines.

20. Corori. On peut conclure de la définition de cette
opération 1°. Que-le multiplicateur eft toujours un par nombre
abftraie , puilquil d¢figne feulement combien de fois il faug
pfmdrc le multiplicande.

°. Que le produit eft unnpmbre de la méme efpéceque le
!miltrphcandc & quille contient autant de fois que le mul-
tiplicateur contient unité. Ce qui s'exprime en difant gue le
produit eft au muliiplicande , comme le muliiplicarenr ¢ft al'uniré.
3°. Qu'un nombre quelconque multipli¢ par l'unité (fi rou-
tefois ceft une multiplication proprement dite ) ne change
point de valeur.

Il eftindifférent pour le produit de deux nombres , de mul-
tiplier le plus grand parle plus petit , oule plus petic par le
plus grand ; car 6 fois 4 ou 4 fois 6 font la méme chofe. Ce-
pendant dans la pratique , il eft plus commode de prendre
pour multiplicareur le nombre qui renferme ou le moins dc'
caradtéres , ou ceux de moindre wvaleur.

21. Nous placons icila table fuivante , afin-quon voie tout
de fuite les produits des nombres a un feul caradtere. Pour s'en
{ervir, il faut voir quelle eft la caze qui répond 4 la fois aux
facteurs pris, l'un dans: la premiére ligne fupéricure, & lantre
dans la premicre colonne i gauche. Ainfi 42 eft le prodiufit de
6 par7 , 64 eft celui de 8 par 8, 63 celuide o par 7, &c.
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i Quelquefois on ne veut quindiquer la multiplication de
{i deux nombres, & alors on écrit entr'eux ce caratére X,
qui fignifie maleiplié par 5 ou bien on les fépare par un point,
i ou bien on les enferme chacun entre deux crochets. Ainfi 26
il % 17,01 26 . 17, ou (26 ) ( r7) font trois mani¢res de défig-
ner, 26 maliiplié par 17,
[ Sil faut opérer fur des nombres exprimés par plufieurs ca-
.' raftéres , inivés cette regle.
[ 22. R ® 6 v &, Herivés le muliiplicateur fous le maltiplicande , &
| allant de droire & ganche y muliipliés le nombre fupérieur par chas
que caratiéve de Uinfévieur 5 placés le premier cavatlére de chague
! produit pariiel | wis-d-wis celui du mulziplicatenr avec leguel wous
{ vpirde o & de la fomme de ces produits partiels formés le praduis toral,
Evx e e cie L

I Multiplicateur. . ... .

.28

I Produits parth‘:Is..'..{ s
| S
ﬁi Produit towal..... 8100

——————

e ——
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Ayant difpofé le multiplicande & le multiplicateur comme
on le voit dans 'Exemple 1., je dis4 X 5, oubien 5 fois 4
font 20, jécris o & je retiens 2 ; § fois 2 font 10 & 2 retenn
font 12, je pofe 2 & jeretiens 1 : § fois 3 font 1y & 1 retenu
font 16. Paflant enfuite au fecond caraétere du multiplicateur ,
jedis: 2 fois 4 font 8, que j'écris en deflous vis-a-vis le 2 du
multiplicateur : 2 fois 2 font 4 ; 2 fcis 3 font 4. Prenant enfuite
la fomme de ces produits partiels dans le méme ordre qu'ils
ont €té écrits, jai pour produic total 8roo.

23, Si I'un des deux nombres, on tous les deux & la fois,
font terminés par des zcro , on abrége Popération en mulii-
pliant fenlement les carafléres [ignifiants s mais alors on écriva au<
zant de zévo a la fin du produic , qu'il S'en trouveit de [uite & la
fin des deux fatlenrs,

Exemrzse IL

Multiplicande ..... 3500
Multiplicateur . . .... 450

Produits partiels. .. ... H
140

Produit total. . ... BRI 1575000

Ayant & multiplier 3500 par 440, je me contente de mul-
tiplier 3§ par 45 , & au produit 1§75 , j ajoute les trois zcre
qui terminent les deux falteurs.

Exemraoe IIL

99 299
o9 999
T — E———
891 8091
291 8901
b — 8901
9801 et

998001
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24. RemaRrque. Onobfervera d'aprés ces exemples , que
fe praduic de deusx nombres quelcongues ne renferme jamais gu'au-
rant de carvatieres qu'il sen trouve dans fes facteurs , on un de moing B
Jeulement 5 & cela vient de ce que les produits partiels forment
autant de colonnes qu'il y a de ces caralteres, ou une de
moins feulement.
_ 25. Sil faut avoir le produit de plufieurs nombres , comme
il de7,3,4,5, on prendra dabord celui de deux fenlement;
| i puis on le multipliera par un troifiéme nombre , ce nouvean
; produit par un quattiéme , & ainfi de fuite. Or, comme ces
fafteurs, 7, 3,4 , 5, donnent4zo,dans quelque ordre quon
les multiplic; on en conclura de nouveau, qu’sl eff indiffés
i vens pour un produwir de quelle facom on combine [es falleurs.
f 26. Nous n'avons parleé jufqu'ici que de Ia multiplication des

v

h[' feuls nombres abflraits, il nous refle & expofer les méthodes

i quil faut fuivre pour faire cette opération fur les nombres

il concrets, Jobferve dabord que , fans abfurdité , on ne peut |
i point {uppofer le multiplicateur concret, ni le produit de |
"1 différente nature que le multiplicande (20). Ainfi 41. X 2, fair |

2 fois 4 1. ou 8 liv. ; & demander le produit de 4 1, pax a foifes,
I ce feroit une queftion abfurde.

fl Cependant I Arithm¢tique offre fouvent des cas ou le multipli-
I cande & le multiplicateur fe préfentent avec les fignes —+ & —
‘ ce qui indique des nombres concrets (difc. prél, n°, XI.) comme

-6—4 X~+2. Mais cette expreffion ne défigne autre chofe , i
ce n'clt que les nombres—+6 8 — 4, doivent d’'abord étre mul.
tipliés par le nombre abftrait 2, c’eft-a-dire, pris 2 fois tels quiils
s font ; & qu'enfuite ce produit quifera +-12—8 doit étre ajouté
i ou bien 3 o, ou bien aux autres nombres avec lefquels il eft
combiné dansle méme calcul. Auffi (21 ) peut-on écrire pout
produit indiqué o432 ( 6—4 ).

On juitifiera par un raifonnement femblable les expreffions
qui préfepteront un multiplicateur négatif. Ondira, parEx.,

que 64 X=z indique quil fagt dabord prendre le multipli=
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cande 2 fois, & quil faut fouftraire ce produit des autres
nombres qui peuvent le précéder.

Or , pour ajouter des nombres de différents fignes a ceux
qui les précédent , il faut les écrire avec leurs fignes ; au licu
quil faut changer ces figiies pour les louftraire ( 18 ). 1l faur
done que 6—4 x—2 donne—r12+4-8. D’oil P'on déduira cetre
régle: que le produis doiz aveir le figne dn mulriplicande , lorf<
que le muleiplicateur eff pofirif, € gqw’il doit avoir le figne con=
traive , lorfqu’il eff négatif.

Cette régle s'énonce par cetabrégé o X ==, — X -4
e ol R I T

27. Il arrive fouvent dans la pratique que le multiplica-
teqr €tant un nombre abftrait , le multiplicande renferme diffé-
fentes efpéces, comme on le voit dans Pexemple fuivant.

ExegmrrelV.

Multiplicande. . . .. .. 1z Loy f.
Multiplicateur. . . . . . 130
36
12
Y Produit 212 l.... 1560 1.
Produit &30 £i. . olai6yriL
Produit 13 ¢ . s 32 a0

Produit total ..:... 16571 10 1.

Ayant dabord multiplié 12 L. par 130, J'ai pour premier
produit 1§60 1.& pour avoir en livres le produit de 1y fipar 130,
je dis : Si javois a muldplier 20 f., par 130, jaurois pour
produit r3o l. Mais jen'ai que 1y {. qui valant la moitié &
le quart de la livre , m'indiquent qu’il faur prendre Ja moitié
& le quart de 130 L ou bien le produit pgr 10 {i qui eft
65 1. & puis par § . qui fait 32 L 10 . faifant enfuite une
fomme de tous ces produits partiels, j'ai pour produit total
1657 1. 10 1,

¥ Ce carafiére = fignific fgal&i
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Ceftpar 1a quon rélout toutes les queftions dans lefquelles
on demande le prix d’'un certain nombre de mefures 2 tant
la mefure , p. Ex. de 128 toifes 1 pied, 2 23;1.61{.4d. Ia
toife ; ol I'on voit quau produit de 23 1. 6 {. 4 d. par 128,
il faut ajouter le prix ou la valeur d'un pied.

CH APILTRELY,
De la Diyifion.
28. D FriniTion La divifion eff une opération par laguelle

on décompofe un unombre domné en plufienrs pariies égales y & ondi-
sermine la valear de chacune ; ainfi divifer 24 par 6, c’eft décom-
pofer 24 ‘en fix parties égales, dont chacune eft- 4. Dans cet
exemple 24 eit le dividesde, 6 elt le divifenr , & 4 elt le
quotient,

29. Cororr. On peut conclure de cette définition , 1°. Que
la divifion eft une opération oppofée a celle de la multipli-
cation , & quainfi le quotient multipli¢ par le divifcur doit ré-
tablir le dividende.

2° Que le divifeur doit toujours étre un nommbre abftrait, &
le quotient de méme nature que le dividende.

3".Enfin que le dividende doit contenir le quotient autant de
fois que le divifeur contient I'unité.

Pour indiquer la divifion , on écrit ordinairement le divifeur
fous le dividende, 8 on les {fépare par un trait ; ainfi ’?“ indique
que 24 doit érre divifé par 63 cependant dans la pratique de
I'opération il paroit plus commode de fuivre un autre arran-
gement tel quon le verra dans les exemples ci-deffous.

30. Nous fuppofons icique chacun fache faire la divifion fiit
les nombres exprimés par un feul caraétére. Voici la regle quil
faut fuivre pour l'exécuter fur les autres.

Exeuny
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Suppofons qu'il faille di- Exzmrre L
viler 4170 par 1y ; ayant
d'abord difpofé les deux
nombres, comme o le voit 30 278 Quotient..
dans I'exemple , j'obferve '

Dividende. 4170 | 15 Divifeur.;

T 3 117
que le quotient ne peut pas 10§
contenir des mille , puifs iy
quil en faudroit au moins i20
1§ au dividende , afin qu’il e
% & . R 2]
sen trouvat I au quoticnt. o

Celt pourquoi joignant lgs mille aux centaines, ce qui fait
41 centaines , jen cherche dabord la quinziémé partie , & je
marque pat un point queé mon premier dividende pariiel fe rer-
mine aux centaines. Or, la quinzieme partie de 41 centaings elt
2 centaines & plus , {ans éwe 3. J'écris done 2 au quotfent, &
ce [era le nombre des centaines qu'il peut contedir,

Pour découvrir les centaines qui me reftedt, je multiplicle
chiffre écrit au quotient parle divileur, & cefticiz X 1§,
je fouftrais le produit 30 (qui défigne 30 centaines)du dis
vidende partiel 41, & je trouve pour refte 11 centaines , dont
je dois prendre la quinziéme partie. Pour cela je dois les chan-
ger en dixaines , & y ajouter celles du dividende. Or, ces deux
chofes fe feront 4 la foisen abaiffantle caradlére 7, qui expri-
me les dixaines du dividende i c6té du refte 11, ce qui donne
117 dixaines , dont il faut prendre la quinziéme partie,

Pour trouver cette partie, je marréte aux deux premiers ca-
raftéres du dividende & an premier caraftére du divifeur ; &
jedis : 11 divifé par 1 donne 11. Mais joblerve que fi je mettois
an quotient ou 10 ou un nombre au-deflus,j’y mettrois des cen-
taines, & alors le caraétére précédent n'exprimeroic pas julle
toutes les centaines. Je ne puts donc pasfoupconner que je puiffe vier-
tre plus de o au quorient. Avant d’écrire ce caraétire je Ueffaie en
multipliant g par 15 , & comme le produit 135 ne peut pas éue

C
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fouftrait de 117, j'en conclus que 9 cft trop grand. Effayant 8, je
trouve que fon produit par 1yeft aufli trop grand.Enfin je trouve
le nombreyqui multiplié par 15 donnepourproduitroy;8 celui-ci
fouftrait de 117 donne 12 pourrefte.)'écris donc 7 au quotient.

Enfin pour prendre la quinzieme partie deces 12 dixaines,
je leschange en unités, cequi {e faic en abaiffant i cotéo,
qui exprime les unités du dividende , & I'on a le nombre 120,
Or, fachant que je ne puis mettre au quotient plus de 9,
{ parce quautrement le caraltére précédent n'exprimeroit pas
aflez de dixaines ) jeffaye a coté fi g eft bon; & Payant
trouvé trop grand; puifque 9 X 15 donne 135, qui ne peut
étre fouftraic de 120, jeflaye 8, qui doir réuflirs puifque 8
X 15 donne 120, qui érant {ouftrait du dividende  partiel 120,
ne laifle aucun refte. Je mers donc 8 au quotient , & com-
me je n'ai plus de caractéres a abaiffer , Vopération eft ache-
vée & le quotient jufte eft 278.

31. Corovrr Toute la pratique de la divifion fe reduit
donc & ces quatre choles: 1°. 4 fixer le premier dividende pars
ziel, 2°. A chercher par le premicr , ot les deux premicrs carac-
téres du dividende & da divifeur , guel eft celui gw'on doi: dorive
au gquosient. 3°. A muliiplier la valeur ds ce cavaclére par le dis
vifeur , pour fouftraive le produit du dividende. 4°. A abaifer &
cité du vefle les caraftéres fuivants, S'3l y ena, an a un , jafs
qwa ee que le dividende roral foit épuilé.

On me propofe de divifer 11739 par Exemere IL
39. Jobferve d’abord que le dividende ne Y
contenant pas 39 unités du rang des mille, 11739 j 309
le quotient e contiendra point de mille , o 3 05
mais feulement des centaines. Ainfi le pre- 7
mier dividende partiel s'étendant jufques 39
aux centaines , je les marque par un point & je cherche la
frette-neavieme partie de 117 centaines. Effayant donc de
la trouver avec les deux premiers caradtéres du dividende & le
premier du divifenr, je dis: le tiersde 11 eft 37, que j'éprou-
ve & coté ; enle multipliant par 39. Bt comme le prodait 117,
peut éue fouftrait du dividende partiel, jécris 3 au quotient,

N’y ayant point de refte , jabaife le caratere fuivancs, &
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je mets o au ‘quotient , pour défigner qu'il ne doit pas con-
tenir des dixaines. Enfin abaiffant o A c6té de 3, il me refte
39 unités a divifer par 39 , ce qui donne pour quotient 1
fans refte.

RemarqQues. On voit par ces exemples 1° Qu'on ne
doit abaiffer qu'un feul caraétére dla fois. 2°. Que fi leca-
raftere abaiflé joint au refte précédent eft plus petitque le
divifeur, on doit mettre o an quodent , pour défigner que ce~
lui-ci ne contient point d'unités du rang de celles quon 2
abaiflées.

32. S'il fe trouve un dernier refte apr¢s avoir abaiffé tous les
caralteres du dividende , il faut Iécrire 4 la fuite du quotient,
& placant le divifeur en deflous , on les féparera par un trait »
ce qui formera une fraftion ajoutée au premier quotient’
Ainfi dans I'Exemple 1L aprés avoip trouvé le quotient 136,
il vient un dernier refte 17, quon écrira 4 la fuite fous la
forme de cetre fration ?l:

Exemere IIL

465}},(&_!_’
34 [f;d 2g

=

124
102

%
204

P

7

33. Scuor. lly aplufients cas o la divifionfe peut faire
d'upe maniere plus abregée. Nous allons rapporter ici les prin-
Cipaux.

1°. Sile dividende & le divifeur font terminés par des zéro,
retranchez-en le méme nombre de chacun, & divifés le refte.

« o~ 3600 -~ . . 36 . .
Ainfi #2= fe reduit 4 %, qui donne 12 au quotient.
Cij
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2°. Si le divifeur fenlement eft rerminé par des zéro,retranchezs
les , & 6tés en méme-temps un egal nombre de caracteres fig-

i e A 65 )
nifians vers la droite dudividende, p. ex. "-";E-E {e reduit da-

s : S :
bord 4 is . qm donne 9 pour quotient & r pour refte. JI'e-
cris ce refte 4 la ganche de 67 que j'avois retranche , & dece

5 v o T ; < . 16 ’
nombre divil¢ par seo0, je forme la tra&1011 &—Q pour la

]Uu'cr 2 9. Ainfi le vrai quotient eft ici 9 p,\

3°. Pour prendre ladixiéme partie d'un nombre , ou bien
pour le divifer par 10, il fuffit d'en retrancher le dernier ca
raltere , quon divifera par 10 pourle joindre au refte. Ainfi
356 6 340
5 donne 35 —; 3 donne 34.

4° Sl faur divifer un nombre pal 20, retranchés d’abord le
dernier caradkére versla droite , & prenez la moitie de la va-
leur des autres. S'il vient 1 pourrelte , ¢erivés ce refte devant
le caraltére retranché , divifés cela. pat 20, 8 écrivés cette,

A

fra@tion 2 la fuite. Ainfi dans*- ,]C retranche le 6, je prendsi
la moitié de 45, qui donne 22 & 1 pour refte , que jé&

cris devant 6, pour en former la fradtion __J—) Le wvrai quo-
3 1o

.

‘s 16 0%
ient ne i 22 —. De méme - O1ne e
t ent eft dong ic = = 5 d one 1y S =

20

34. On voit parli comment en réduit un nombre de fols
en livres , puifquiil ne faut pour cela qu'en prendre la ving-
tidme partie , ou le divifer par 20. En général on reduie ane
p":;ze ¢fpéce a une plus grande y en divifane le nombre qui espris

e la petite , par celui qui défigne combien de fois Uunisé de cone
efpece eft contenne dans celle de la grande.” Aink pour reduire un
nombre de pieds en toifes, on les divilera par 6 ; pour reduire
un nombre de pouces en pieds, on les divifera par 12.

35. Scror1e On remarquera ici:I1°. que tout nombre
terminé par § eft exactement divifible par 5 , & quil
Telt ‘mfl'l ar 1o & par g, sil finit par ua o. 2°. Qu'un nom-
bre eft divifible par2 fila valeur du dernier caraltére cft di-

yifible par 2 ; q!iii Velt parg, £ la valeur des deyx dem
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niers caraltéres eft divifible par 4 ; qu'il 'eft par & ; fi la valeur
des trois derniers caraétéres eft divifible par 8, & ainfi de
fuite. 3°. Qu'un nombre eft divifible par ¢ & par 3, {i la fom-
me des valeurs abfolues de fes caraéteres eft diwifible par o3 &
fi cette fomme eft divifible par 3 feulement , ce nombre fera
divifible par 3; & méme par 6, lorfque le dernier caraltere
vers la droite exprimera un. nombre pair. 4°. Quun nombre eft
divifible par 11, lorfque la fomme des valeurs abfolues de
fes caralteres de rang impair , fgavoir, du 1o , du 3™, du
§™e, &c. vaudra celle des caractéres de rang pair, fcavoir,
du 2%, du 47 , du 6me- , &c. en allant de gauche i droite.

36. 1l fe préfente fouvent des casoi 'on demande de di-
vifer des nombres concrers les uns par les autres , comme
p- ex. des nombres pofitifs par des négarifs ; ou bien des livres,
des {ols& des deniers, par des toifes , des pieds & des pouces.
Sur tous ces cas en geénéral nous obferverons que le divifeur
doit étre regardé comme un pur nombre abftrait , fans quoila
queftion feroit ablurde & I'opération impratiquable ( 29 ).

Suppofons dabord qu'il faille divifer ~ 15 par — ¢ . Fai-
fant abftrattion dufigne du divifeur, je cherche dabord la cin-
qui¢me partie de 4+ 1y , qui devant étre de méme efpéce que
le dividende ( 29 ) fera 4+ 3. Mais comme le figne —qui af
eéte le divifeur m'indique qu'il faut fouftraire ce quotient des
nombyes qui le précédent , ou qui peuvent le précéder, je chan-
ge fon figne 8 j'écris — 3. -

On voit par le méme raifonnement que fi javoisen a divi
fer — 15 par — § , jaurois dil écrire au quotient —- 3.

Si le divifeur eft accompagné du figne ~+ , il faur laiffer au
quotient le fignedu dividende, qu'il doit naturcllement avoir.
Ainfi + 15 divif¢ par -+ g, donne «+ 3 3 & — 15 divile par
~+ § donne — 3.

Tout cela s'exprime par cet abrégé : '—T ou j—::—-—_,

7

U= 4,
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37. 81l falloit divifer un nombre de différentes efpéces,
ecomme 135 1, 18 L 10 d. en 12 parties égales, on dwsﬁrmzﬁ;ccef
frvement les differentes efpéces en commengane par la plus haute &
¢l y en avoir , en unités de Vefpéce infericure,

3

chaugeont les vefles, s
goar les ajouter & celle-ci. Dans cet exemple, ayant pris [a
douzieme partie de 135 1., on trouve 11 pour quotient & 3 L
pourrefte. Convertiffant ces 3 liv. en fels & les ajoutant aux
18 fols du divid ::ﬁdc, on prend la douzieme partie de cette
fomme , laquelle eft 6 {ols avec 6 pour refte. Changcant de
nouveau ce refte de fols en derniers , & les ajoutant a ceux
gu'on avoit déja, ontrouve 8z dem A divifer par 1z, ce qui
donne au quotient 6 dem., avec un refte quon né‘-flige Ainfi,
dans cet exemple, le quotient wéritable eft 11l 6 £ 6d.

38. 8i le dividende & le divifeur contiennent chacun des
différentes efpéaes , on réduival’un & Pauerea la dénominasion de
fa plus ;‘ex:';c efpéce y & Pon divifera a Pordinaire.

Par exémple vingtquatre toiles quatre pieds d’un ouvrage,
ayant couté 86 liv. 6 {ols 8 den. , on demande a combien ravient
Ya toife. 1l eft clair quiil faue divifer ici 86 liv. 6 {ols 8 deniers
p.h vingt-quatre toifes quatre pieds. Pour cela on réduit da-

bord le dividende en fols , enfuite en deniers , ce qui fait 20720
dm.mc ; onreduit également le divifeur a fa plus petite efpcce ,
ce qui fait 142 p:cd.s 5 & faifant enfuite la divifion , o trouve aun
quotient 4o den., ou bien 11 fols 8 den. ;ce qui indique le
prix de chaque pied. Of, la toife contenant 6 pieds, il faue
quelle waille 6 fois 11 fols 8 den. , cequi fait 3 liv. 10 fpls.
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SECTION SECONDE

Du cal&ul des F;:a&’z'orzs.

CHAPITRE PREMIER

De la nature & des principales propriétés des fraciions,

39. Si Fon congoit T'unité divilée en plufieurs parties
égales, Vexprefion qui défigne une ou m.l‘“ic.irs de ces
parties , sappelle une ﬂ-affsr.. Elle s'¢erit en forme de divi-

fion, de cette maniere :: s ‘1-? 5 & on I'énonce .m“.ﬁ : un quare ,
douze g;fir:z;eme: Le nombre {upéricur eft appellé numérarenr ,
patce qu'il fixe 3¢ nombre quon prend des parties de P'unité 3
'inférieur eft appell¢’ dénominateur , patce qu'il détermine le
nom ou I'efpéce de ces parties. Si le numérateur eft égalan
dénominateur ou plus grand que lui, lafradtion vaut unité
ou plus que l'unité 5 & c’cft alors une fraftion improprement dires

40. C orovrt. L. Une fraflion exprime toujours le quoricns
dis numératenr divif¢ par le dénominatenr , & elle eff par confe
quent un nombre de méme nature que le numérareur,

41, I Lorfque deux , ou plufieurs fractions ont méme déno-
minateur , celle qui a un plus grand numerateur eft dansla
méme proportion plus grande ; parce que renfermant I'une &
lautre les mémes parties de 'unité , celle qui a un plus grand
nimérateur , contlent cn proportion plus dc ces parties. Ainfi
° eft double de 2 2 et oftuple de =

=

n'[ausf des fraétions ont méme numérateur , celle qm a uh
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plus grand dénominateur eft dans la méme proportion plus
petite 5 parce que cxprima_nt]e méme nombre de parties , elle
Teés contient d'antancplus petites qve fon dénominateur eft plus
grand. Ainfi2 & cftla moiti¢ de = —4— eft double de :

Cette propriété des fra@ions sexprime en difant 5 que f
deux fraftions one méme dénominateur , leurs wvaleuvs fone direéles
went comme les numeratears 5 & que [i elles ont méme numératenr,
leurs valewrs font Inverfement comme les dénominatenrs.

43. On peut conclure de la : 1°. Qu'on ue change pas la valea
d‘:mefrc{éi’un s e muliipliane on divifant fon numératenr & [on
dénominateus par le méme nombre. Car , par la multiplication
on augmente le nombre des parties de Vunité¢ & Pon dimi-
nue leur valeur en méme proportion : par la divifion on di-
minue le meblc & l'on augmente la valeur de l'efpice des
parties, Amh vaut -=sou lon multiplie haut & bas par

53 f‘]lr. vant uﬁi ou I'on a divifé haut & bas par 2.

. Que fans cr. ¢ de valenr tous entier peut érre mis fous la
f;-} me d'une fmfrran > en lui donnant Punité pour dénominateny , o
méme toue auve nombre , pouwrve qu'on muliiplie cer entier par
ce mombre. Ainfi 36 peut fe prélenter fous cette forme »
"5:5 Wa _'s_G‘A £3

4 ;AT 7

43. ProsrEwme L. Réduire un nombre mimre (a) aune fims
ple fraction , fans changer [a valear.

S o L. Muliipliés DPentier par le dénominateur de la fraclion
qui entre dans le mombre wmixte , & ajoutés le produis a fon vumes
vareur, Ainfi 12 = devient *2 7202 devient L

44. Pro v Ems L1 Rétuire piufienrs frattions au méme dénos

minateur , (ans changer leur waleur,

S o r. Maltiplids le numérarenr & le dénominatewr de chacune , pat
le produit des dénominateurs de touses les ausres. Ainfi, pour ré-

{ ey | 2 " 8 A df . g . 169
auire Z 3 ; 5 ; au meme dchominateur , j ecris la premiere-

-

{ 4) Ua entict joint 4 uns fradion , ek appelle nombre mixse.
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Ainfi, BX”I la feconde ainﬁ

X:r_n
" 45 24
ce qui fe réduit a 55 5 =5 - Il L“ ¢vident que par Ii cha-

cune garde {a premicie valeur (42 ), & que cependant elles
acquicrent le méme dénominateur,

ke S

: la troifieme ainfi, 22

45. Remarque Lorfque les dénominateurs de deux
fractions ont dés facteurs communs , la réduétion au méme dé-
nominateur fe faic plus fimplement , en muliipliant haus & bas
dans chacune par les faltears di dinominatenr de FPanmtre , qui na
fout pas commauns, Ainfi , je réduis > & 1!; au méme dénomi-
nateur , en les écrivant dabord de cette fagon, -fx—} § % >
pour voir les faéteurs communs des deux dénominateurs ; puis
multipliant haut & bas dans la premicre par g, & dans la fecon
de parg4, ce qm donne 4;—;—;{ 3 T;:;;:(T , ou bien }gj 2 {-;10—

46. LE M M e, Pour trouver le plus grand divifeur commun de
dewx nombres donnés a & &, divilés le plus grand , que je fup-
pofe a, par le plus petit 4; s'il vient un 1** refte ¢, divifés & par
¢; il vient un 24, refte d , divifés ¢ par d; s'il vient un 3° refte e,
divifésd pare ; &enfin, quand vous aurez une divifion fins
refte , le divifeur qui aura fexrvialars, fera le nombre que voug
cherchez,

Ex. On demande le plus grand d1v1{’=ur commun de 384
& de 56, 1°. Je divile 384 par 36, & ]m——- =6, avec, 4%
pour tefte. 2°. Sans faire attention au quotient, je divile §8
par 48 , & j’ai-ﬁ-: 1 & 8 pour refte. 3°. Je divile 48 par8,
& jai% 4% = 6 fans refte. D’odl je conclus que 8 eft le plus grand
nombre qui puiffe divifer 4 la fois 384 & g6. ( La démonflra-~
tion de certe méthede fera donnée plus bas ).

47. Prosvisie 111 Réduiveune frattion a fon expreffion la
plus fimple  fans changer fa valeurs

Sox. Divifés fes deux termes par leur plus grand divifenr comd
mun . & Ecrivés les quorients a la place de ces vermes. Tl elt évix
dent que par 13 vous rendrez l'exprefion plus fimple , fang
changer la valeurde la fraftion propofée (42 ). Ainfi :;% e
réduit 3 ]?T , en divifanr haut & bas par 36, quicft le plus
grand divifeur commun de 252 & de 396, D
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CHAPITRE 11,

Des quatre opérations de U Arithmétique fur les fraes
tions.

4. L I s ’Appirion des fraltions {ctaic, enles réduifam
au meme nmcmsua:mr d’r’ prfrmm la fomme des mm;emrmr.r. Ainfi,

1 118 12
5= 5 ] ceris dubom e 8{ prenant la

outr aj CI!.’:CL e e
P ] 225 -
fomme des mnnéreuet.n ,jai = =T ]—5. (Ce cam&::rc == {igni-
fie égale ),

49. 1. La f{ouftrallion fe fait en réduifans au méme dwam:‘-

natcur & prenane la difference des numéraveurs, Ainfi - S s ~ de~
4

et ho— Lo L,

vient = 5

g0, II. Pour mu,tfpher les fraétions , prenez le produie des
muner.zrmr: s & mettez le en fratlion [ur celui des dénominatenrse
Ainfi , >3 6 % 500 I—.

s1. 1V. Pour divifer les traions , renverfes les teymes de la frac
#ion qui doit fervir de divifeur o multipliez de fuire , & les prad::‘r.r
mis en fration dommeront le quorient, Ainfi, pour divifer £ & pary

Lt SR 3 15
(T 1 e
Jec !5Ifl le__‘s.__z

s2. Remarques. L Siondoit mulciplier enfemble plu-

A

I
fieurs fradtions qui ayent les mémes nombres parmi leurs nu-
mérateurs & leurs dénominateurs , i/ eff plus fimple (42 ) & ef}:-

cer ces nombres haut & bas & de malsiplier le vefie. Ainfi - X%

éa' X s_ fe reduit a ; X -; =-1-36.

§3. 1L Pour mulsiplier ane frattion par un entier , il fuffit de
mu!.c:'pv’z'er le wm‘m:mf-, ou de dr'm'ﬁ"r le dénominatenr par cer
entier ( 41 ). Ainfi ;- X3 d01me 3, ou bien f}: :— = ;.

£ 3 LI
. L Our aivifer #ne jrac ;U?Z ar an f?’ﬂ“‘f’l' I fujiit a€ Givi=
§4. NI Pour divife fHion p 7 de d
er le numératenr, ou de muliiplicr le dénominatenr par cer e.'m'er
i \ le muleiplicr le d teur P
6
(41 )« Ainfi pour diviler ; Pars, i} eft indifférent d’écrire > 7
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6 '
en divifant le numérateur par 3; ou -, en multipliant le dé-
nominateur par 3.

§5. IV. Pour divifer un entier par une fraftion y il four muliiq
plier Penrier par le dénominatenr de lafraltion , & meteve le pro<
duit en fratlion fur le numératenrs Ainfi, pour divifer 6 par

L S
35 jeers X1 ce qui fait 10.

§6. V. Pour prendre une fraltionde fraclion , p. ex., les i de

]-, il faue muliiplier enfemble les deux fraltions , ce qui donne ici

11 en eft de méme pour prendre une ou plufieurs parties
F P P

d'un entier, parex. lesZ de 25, je dois mult tiplier 2 o par

. s
2§, & jetrouve 22 ;5 qui exprimeront les - de 2.

G oH AP T REBECT R

De Uorigine & des propriétés des fradlions décimales.

$7. N Ous avons vu (3) que dans la numération ordi-
naire , la valeur locale des caraltéres décroit én progreflion dé-
cuiple, en allant de gauche i droite, de fagon que le der-
nier exptime: toujours des unités fimples. Mais rien n’empéche
de congevoir cette progreffion prolongée au-deflous des uni-
tés, de telle forte que le premier caractére aprés les unités
exprime des dixiemes, le fecond des centiémes, le troificme
des milliémes , & ainfi de fuite. 1l faudra {eulement pour évi-
ter la confufion , féparer ces fraltions des enters, ce qui
pourra {e faire par un po'nt ou une virgule. Ainfi 365, 947
défignera 365 entiers 4 Z+-2 4 T

§8. D£r. On appelle fraémms décimales ces fortes de fractions»
dont la valenr locale des caraltéres continue au-deffous de
Tunité la progreffion décuple ou décimale, de la numération or
dinaire. Ainfi o, 947 eft une fration décimale , fi le premie;

caradtere  exprime ;9- le fecond =

7
o le toifitme 2

D ij
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59.Corotwur I Ondéduirade 13 1°.Que fans changer la valeap
une frafltion décimale , on peus réduire fes caraéieres a défigner det
wnités de la plus perive efpéce. Ainfi dans I'exemple ci-deffus, 9 qui
exprime des dixaines , 4 des centaines, 7 des millicmes , peu-
wvent fe réduire (42) 3 22 - 42 3 2 | gu bien 2 22 5 &
comme toute autre {uite de décimales fe peut réduire de mé-
e, onen conclura que ces forrer de frallions ont ronjours pour
dénominatear Uunité [uivie dansant de o , qu'il y a de caralléres an
mumérqteur. Voila pourquoi le dénominatcur décimal refte tou-
jours fous-entendu.

Go. 1l s'enfuit de 14 qu’on r'augmenze point la valeur d'une fraétion
décimale en mertant des o a fa fur'te 5 puifqu’il eft cenfé qu'on en
ajoute autant au dénominateur qu'au numérateur. Ainfi 0,4 vaut
8, 40 Oll O , 4000. D’oii l'on woit guw’en ajoutant un nombre convenable
de o, on peut réduire route forte de fractions décimales aw mémedés

mominaicur y fans changer leurs valears,

0, 4 0, 460
6,78 } fe réduifent & { 6, 780
72934 i3

Par ce moyen on peut préfenter un entier fous la forme d'us
fie fraflion décimale; p. ex. aulieude 154, on peut écrire
154 , 0000.

61. Cororr. I, Une unité décimale d'an rang quelcongue |
waut plus que la fomme de rome cc que difignent les carale-
ves deécimaux qui viennent aprés. Ainfi dans 4, 390 lunité

décimale dupremierrang, quieft—- ou-— , vaut plus que
imale dupremierrang, g = Olgms plus qu
e ol . s B

la fomme du refie , quieft D

A

On conclurade 12 1°. que la plus grande de deux fractions
décimales , eft celle qui la premiére préfente un caradtére de
plus grande valeur en allant de gauche 2 droite. Ainfi o , 4
eft plus grande que o, 39999 5 continuée a infini,

2°.Que fidans un calcul on négligetoutesles décimales qui vien,

nent apres le premier rang , Lesreur ne peut étre de — 3 que fi
'3 I) 2 : io (1
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ennéglige celles qui viennent aprés le fecond , elle ne peut éure

de 1"5"5' &c. Cependant pour rendre cette erreur aufli petite

qu'il eft poflible , en n’employant que tel ou tel nombte de dé-
cimales , il faut augmenter dune unit? le dernier des caraltéres
qui reflent , fi le premier de cenx gion avetranchés , (urpaffe s
p. ex. dans o, 8270, fi je retranche fimplement les deux der-
niers caraétcres, Lerrenr eft de-Z>— en défaut ; mais en ajoutant

R - 3 an

une unité au dernier de ceux qui reftent , de cette manicre o,
30

100C0

83, lerreur n'eft que de en exces.

CHAPITRE IV.

Des opérations de UArithmétique fur les fractions dé=
cimales.

62. App1t10n. Pour ajouter enfemble des frations dé-
cimales, #/ faut les éorive de fagon que les entiers , 'il y en a , ainfe
que les anisés décimales de méme efpéce foient en colonne. Procé~
der enfuire comme dans Paddition ordinaire , & placer dans la foms
me la virgule dans la colonne der virgules.

ExeMmprLE

54, 24
3 {’589
136, 9

B Lama

Somme . ... 194, 1939

La raifon de ce procédé eft que ces décimales réduites an
méme dénominateur deviennent. . . .

§4, 2400
3 , 0589
136 , Yooo

Somme. .,.. 194, 1989




.
30 ELEMENS
63.S0UsTRACT 0N, Pour fouftraire une fraétion décimale
d'une autre, 2/ faut écrive celle gu’on veut fouflraire au-deffous de |
Fautre , opcrer comme dans la foufiratlion ordinaire o & conferverle
wirgules en colonne. Ainfi pour fouftraire 244 , 630 de 860, 957

jéctis comme dans cet exemple.

860, 0%
244, 630

e st

Différence. . . 616, 320

Et j’ai pour différence 616, 320 (la raifon eftla méme que
pour P'addition. )

64. Murtipricarien. Malipliez dabord teut le muliipli-
cande par toat le multiplicatenr , comme fi c’éroit des nombres ordi-
paires : mertez enfuite autant de derniers caraflérves du produir en
décimalesy qw'dl y en a dans le maliiplicande & dans le multiplicarcur,

ExemMpPrLE

30, 74§
4, 65

]

142, 9642%

Dans cet exemple multipliant les deux faéteurs comme sils
¢toient des nombres entiers , on a le produit 14296425 , dont
on met les cinq derniers caratcres en décimales , parce quil
¥y 2 cing décimales dans fes facteurs.

Pour démontrer cetterégle il fuffit de mettre les dr'm( fac-

teurs fous la forme des fraltions ordinaires ( ce qui donneroit

39745 6 6425 o «
T o A9 o WO o 1 4a, 96425 ). Etlon voit alors

1000 100 100000
que dans tous les cas un produit doit renfermer autant de déci- §
males quily ena dans fes facteurs.

65. C o r o L. Puifque dans toute divifion le dividende eftle
produit du quotient par le divifeur , # doir contenir aurans de dé=

il ——

cimales qu’il y en a dans le divifeur & dans le quorient.
66. R marquw e Quand les premiers caraétires d'une frac
tion décimale font des o, il peut astiver qu'aprés avoir multi=




DE MATHEMATIQUE, 3T
pli¢, comme il eft dit ci-deflus , le produit renferme moins de
caradteres , quiil n'y a de décimales dans fes fadteurs. Cela fe
trouve , ps €x. , dans o, o4 X 0, 003 , dont le produit 12, prisa
la tagon désnombres ordinaires , contient deux caradteres , tan-
dis que les falteurs contiennent cing décimales. Alors on doie
écvire a la gawche du produic le nombre de zéro qu’il faue , pour qu'el
renferme aurane de caraéiéres deécimaux qu’il S'en trowve dans fes fac=
teurs, Ainfio,04 X 0, 003 =0, coo1z. De méme o, oo16 X
0, 014 =0, 0000224.

67. Divistown. Pour divifer une fraltion décimale par
une autre. 1°, on commence par ajouser 5 s'ille faue , on fuppofer
ajoutér a la fuire du dividende affez de zéro pour qu’il ait au moins aas
tant de décimales gue le divifear. 2°. On divife enfuite Pun par Vas~
tre, fans faive atrention aux décimaless 3°. Dans le quorient ainfi
trouvé , on [épare autant de décimales qu'il y en a de plus dans le di-
vidende que dans le divifeur 5 de forte que o il y en a le nifwe
nombre dans les deux , le quotient eff un entier,

ExesmprLE

4, 1436 { T i
35 453

Dans cetexemple le quotient a trois décimales , parce qu’il
y ena quatre dans le dividende & une dans le divifeur.

La raifon de ce procédé eft que le dividende devant conte-
nir autant de décimales qu'il s'en trouve en fomme dans le di-
vileur & le quotient ( 65 ), il faut que celui-ci renferme l'ex-
c¢s de celles du dividende fur celles du divifeur.

68. PromLume Ewane donnés deax nombres qui wont pasfe
quotient exatl, troaver un quotient qui ne différe pas du véritable d'u~

ne unité décimale auffi petite gu'on vondra , p. ex. de E’E

S 0 . Opérez i Fordinaire jufqu'a ce que vous ayez le pre-
mier refte ; ajoutez un zéro a ce refte , & divifant i 'ordinai~
re , mettez le quotient qui viendra en décimale a la fuite du
quotient trouvé ; 8 continués ainfi ]uﬁlua CC que vous ayca IQ

nombre de décimales demandé.




33 ELEMENS
ExEeEmpr e
1l eft clair que dans cet 3232 2
exemple le quotient trouvé 26 248, 61538,
ne différe pasdu véritablede 43

; : 2
» puifque ( 61 ) toutes J
112

100000

lesdécimales quion pourroit o4
mettre a la {uite ne pour 20

7 i a1 o
roient valoir ——. r“fo

69. CororLL. Ot peat 13
done réduire une fraction or= a
dinaire en fraclion décimale en é;
la confidérant comme un reffe 50
de divifion , & opérant comme 39
ei-deffies. Quand cetre réduc. ITo

104

tion ne peut point fe faire
exatement , on le connoitra 6
en voyant revenir les mémes refles qui fe feront déja préfentés
dans quelque divifion précédente , & déslors les mémes feries
de caralléres au quotient.

P et e
SECTION TROISIEME

Des nombresabftraits confidérés par rapport a leurs
' facleurs.

CHAPITRE PREMTIER.

Des nombres fimples & des nombres compofés.

P AR MI les nombres abfraits dont nous patlons ici , ce
tains peuvent réfulter de la multplication de quelques fac-
teurs , & d'autres ne le peuvent pas. Ainfi 4 peut réfuler de
A
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2.2;6de2.35 30 de2.3. §;8&c, Maisil n'y a point de fac-
teurs dont la multiplication réciproque puiffe donner les nom-
bres 3, 7, 11, &c. ( Si onen excepte cesnombres eux-mé-
mes multipliés par I'unité qu'on ne doit pas mettre au rang
des falteurs ).

mo. D £riniT10 88, L Onappelle nombre fimple ou nombre
premier , celui qui ne peut rélulter de la multiplication de quel-
ques autres, Yoici tous ceux qui font au-deflous de 100.

1,2,3,85,7,10,13,17, 10,23,20,31,37,41,43,47»
§3,59,61,67, 71,73 ,79, 83,89, 97.

71. 1. On appelle nombre compofé tout nombre qui peut ré-
fulter de la multiplication de quelques nombres fimples, comme
1o qui réfulte de 2. §; 12 qui réfulte de 2. 2. 35 16 quiréfule
de2 2. 3. 2.

On dit encore de deux nombres quils font premiers entr’eus,
loriqu'ils n'ont aucun faéteur commun 5 ce qu'on exprime aufit
en difant quiils n’ont aucune mefure commune. Ainfi 8 & 15 font
premiers entreux , deméme que 10 & 21,6 & 357, &c.

72. 111. Un nombre elt dit muliple d'un autre , quand il
le contient un nombre de fois jufte. Ainfi 12 eft multiple de 2 4
de 3, de 4 & de 6. L.es nombres qui font contenus un certain
nombre de fois dans les autres , sappellent leurs fous-muliiples
ou leurs partics aliquotes on leurs mefures.

73. Tout nombre compofé réfulte de la mulsiplicarion de quelgues
nombres fimples. Ainfi 24 réfulte de z.2.2. 35 35 réfnlte de ¢
7. De forte que fij'ai A défigner la multiplication de 24 par 35,
je puis ecrire ( 2. 2. 2.3 ) (5.7, ) & dans quelque ordre que je
multiplie ces falteurs , le produit fera toujours celui de 24
par 35,

n4. Un produit doit contenir tous les nombres premiers qui fons
dans [es fatleurs y & u'enpeut conzenir danres. Ainfi puifque ro
réfulte des feuls nombres premiers2 & 5, & que 21 réfulee
feulement de 3 & de 7,le produit de 10 par 21, qui eft 210, con-
tiendra les nombres premiers 2,3, 5,7, & ne contiendra que
ceux-Ii, 5



34 ELEMENS

On peut {e convainere de cette vérité en éctivanta la place
des produifants 10 & 21, leurs fafteurs fimples 2. §. 3. 7. O,
quelque falteur fimple qu’on ajoute , qu'on retranche ou qu'on
change parmi ceux-la, onn'aura jamais le produit de 1o par
21. Donc ce produita pour falteurs fimples les nombres pre-
miers2, 3, §, 7,8 wen a point dautres.

75, Si unnombre mefure un autre nombre , il mefurera égalemen
tous les muliiples de celui-ci. Ainfi 3 mefure de 12 , doit mefurer
36, 48 , 72, quifont des multiples de 12.

76. Quand un nombre eff la mefure commune de deux on de plys
fieurs nombres y il Peff aufi de leur fomme & de lenr différence,
Ainfi 3 étant la mefure commune de 18 & de 12 ( puifqu’il eft
contenu 6 fois dans le premier, 8 4 fois dans le fecond)
le fera aufli de leur fomme 18+ 12, quile contiendra dix
fois; & de leur différence 18 — 12, qui le contiendra deux
fois.

77. Quand une fraltion eft réduite a expreflion la plus fim-
ple , le numérateur & le dénominateur font premiers entreux;
puifquil ne leur refte aucan divifenr commun. Dou Fon
conclura , que ff une pareille frafiion eff ajofitée & un entier, @
gu'on véduife le tout en forme de fraction , le numérateur & le d¢
nominkteur [eront encove premiers enty’eux,

P. ex. fi fai le nombre mixte 12 2 dans lequel 3 & § font

: S ) %
prf-:?};ers enFr’eu'x , en réduifant i une feule flraffhon (’45 )y au-
rai . Or, je dis que 63 & g feront premiers entreux; car
sils ne I'étoient pas, le divifeur commun de 63 & de 5 divia
{eroit aufli 60 multiple de § (75 ); il diviferoit donc 3, diffe=
rence de 6o & de 63 (76 ) ; & par conféquent 3 & 5 auroient
un divifeur commun , & la fraction * ne feroit pas réduite 2
Pexpreflion la plus fimple , ce qui eft contre la {uppofition.

Tout nombre eft divifible fans refie par chacun de ceux quj
ont été {es facteurs. Le probléme {uivant donne la méthode de
trouver tous ces divifeurs, tant fimples que compofés.

78. ProsLEME. Trouver rous les divifeurs exalls d’un nombreg

Sov. Cherchez d’abord tous les nombres gremiers g divifens exacy
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zemens le nombre propofé, en commengant par les plus perits 5 mul-
tiplicz enfuite tous ces divifeurs fimples , 1ant par euxe-mémes que
par les divifenrs compofés difa trowvés 3 & ee fera la sous les divi-
Jewrs exadis du nombre propofé.

Exemrepre L

210] 2,

1053, 6,

35| §, 19, 1§, 30,

7175 14, 21, 42, 3§, 79, 10§, 210.
1

Ondemande ici tous les divifeurs exacts du nombre 210.Pour
opérer fans confufion , je tire une ligne de haut en bas ; jéeris
ce nombre d'un coté de la ligne & fon plus petit divifeur fim-
ple, favoir 2, de lautre coté. Je divile enfuite 210 parz, &
j cetis le quotient 1oy fous le dividende. Je veis enfuite que
10§ ne peut plus étre divifé par 2, mais par 3; j'écris denc
ce nouveau divifeur 3 coté, & le quoticpt 35 au-deflous,
Lffayant de nouveau fur 35 les plus petits divifeurs fimples ,
je vois que ce nombre eft divifible par 5, que jécris vis-i-
vis, & le quotient » au-deffous de 35. Voyantenfin que #
na dautre divifeur fimple que lui-méme, je I'éeris au rang
des divifeurs, de faconque 2, 3,5, 7 font les feuls divifeurs
fimples du nombre propofé.

Pour trouver les divifeurs compofés, je commence & multi-
plier 2 par 3, ce qui donne 6, que jécris vis-a-vis 3. Je mul-
tiplie enfuite 2, 3, 6 par 5, & jécris vis-a-vis les produits
10, 1§, 30. Enfin je multiplie par 7 tous les nombres qui font
au-deffus, j’écris & coté de 7les produits 14, 21,42, 35,
70, 105, 210, & ce font la tous les divifeurs exalls du
nombre 210,
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Exegmprr IL
36o |2,
et e, 4
oot 2 8,

4513, 6, 12, 24,
1513,9, 18,36, 72,
§15,10,20,49, 1§, 30, 60,120, 4§ , 90,180, 360.

we. Dans ce fecond exemple on trouve par la méme mé-
thode tous les divifeurs exadis de 360, & en les comparant
avec ceux du nombre 210 (ex. I.) on voit que le plus grand
facteur ou divifeur commun de ces deux nombres eft 30. Or,
3oeft le produit des falteurs fimples 2, 3, § communs i ces
deux nombres; d'oi lon conclura gue Pon a le plus grand
divifeur commun de deux nombres y fi Lon prend le produir des fac=
gears fimples communs @ ces nembres,

CHAPITRE . LL
Des pz:é{ﬁmce:‘ & de leurs principales propriétés.

B’BQ Uawnp un méme nombre entre plufieurs fois comme
faéteur dans la compofition d'un autre , le produit qui en ré-
{ulte s'appeile une puiffance de ce falteur , qui par cette raifon
s'appelle racine relativement a ce produit. Ainfi, puilque 4
= 2. 2, 4 fera la feconde puiffance, ou le quarré de 2, & %
en lera la racine quarrée ; puifque 8=2. 2. 2, 8 fera la troi-
ficme puiffance , ou le cube de 2, & 2 fera fa racine cubique ;
de méme 16 ferala quatriéme puiffance de 2, 32 en fera la cin-
guitme , 8 ainfi de fuite. Au lien d’¢crire la racine plufieurs fois

de {uite , pour défigner une puiffance, on l'enferme entre deux
crochets , & on meta coté , & un peu au-deffus , un chiffre qui
défigne combien de fois elle engre comme faéteur dans la puil-
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fance. Ainft (2)? défigne 2.2 ou la feconde puiffance de 23
(2)} en défigne la troificme ; (2 )* en défigne la quatriéme.
Ce chiffre écrit au-deflus sappelle Vexpofin: de la puiffance.
La table fuivante préfente les quarrés & les cubes des dix
premiers nombres.

Quartés. 1:4:9: 16 :2§:36:49:64:81: 100,
Cubes... T3 8:27: 64: 125 : 216 343 : §13 i 729 1000.

1. On obfervera comme une propriété remarquable de ces
nombres , 1° Que fi dans la fuire des guarrés on foaflrait de chacun
celui qui le precéde vers la gauche , on forme la fuite des mombres
Inpairs 3, § 5 7> 9, 1k, 13,15, 17, 19, &c. qui croiffens
tonjours de 2.

2°% Que {i dans la fuite des cubes on fouftrait de chacun
celui qui le précede , il vient la fuite 7 , 19, 37, 61,
o1, 127, 169, 217, 271 , qui paroit d'abord irregulicre.
Mais fi chacun de ces teymes ef? fouflrair encere de celui qui le pré-
cede, on a celle-ci 12,18 ,24, 30,36, 42, 48, 54, dans lad
guelle chague terme angmense régulicremens de 6.

82. Tout nombre pair (e peut divifer exaltement une ou plu-
fieurs fois par 2, julqu'a ce qu'on parvienne a un quotient im-
pair. Ainfi 30 ne peut étre divifé qu'nne fois par 2, parce que
le premier quotient eft 151 28 peut I'étre deux fois, parce que
le premier quotient eft 14, & le fecond eft7 : 24 peut I'éure
trois fois , parce que le premier quotient eft 12, le fecond 65
& le troifiéme 3. Le nombre 2 entre donc dans la compafi-
tion d'un nombre pair une ou plufieurs fois comme facteur
avec un nombre impair; d'od I'on conclura gqu'an mombre pair
quelcongue eff le produii dan nombre impair muliiplié par le nom=
bre 2, ou par quelqu’une de [es puiffances. Ainfi 30 =12. 1y; 28
s s =2 ) g,

83. Une puiffance ne penr avoir d’autres fafleurs en nombres pre=
miers que ceux qui font dans [a racine. Car la puiflance eft un
produit dans lequel la racing enwe un certain nombic de
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fois comme produifant. Or, un produit ne contient d'autres.
falteurs en nombres premiers que ceux qui font dans fes pro-
duifans (74). Ainfi le quarré de 10, quieft 100 ,n'a d'autres
falteurs ou divifeurs fimples que 2 & 5, qui le font de ro. Son
cube qui eft 1000, fa quatrieme puiflance qui eft rocco nong
cgalement que ceux-li, ;

84. De 1a on peut conclure , 1°. Que ff deux nombrer wons pas
de fatleur commun , lewrs puiffances guelcongues n’en auront point 5
ou bien, gue deux nombres érans gremiers enr’enx 4 ils le feront ep-
core a quelgue puiflance qw'on les éleve.

8. 2°.Quun entier joint a une fratlion véduite 4 expreffion la plas
fimple ne peut devenir nombre entier feal par fon élévation a gﬁefgﬂe
puiffance. Car il faudroit pour cela qu'en réduifant le touta une
feule fradtion , & lélevant & différentes puiffances , le déno-
minateur ptit divifer exaltement le numérateur. Or, cela eft
impoffible ; puifque ces nombres étant premiers entr’eux dans
la racine (77) le feront encore dans les puiffances (84).

86. 3°. Qu'une fraftion propremem dire , ne peut jamais devenir
niombre entier , par [on élévation - a quelque pmﬂame. Ainfi (2 J
devient * > ( ) d{.vwnt

87. REMARQUES. I\ous n'avons parlé julqu’ici que des
puiflances des purs nombres abftraits ; mais il eft clair qu'on
peut former des puiffances avec des nombres pofitifs & néga-
tifs , puifqu'on peut les multiplier les uns par les autres (26 )
Or, +2X—+ 2, ou(=42)*=x4, deméme—2 X —z
o (—2)*=-4342X+2X+2 ou(+2) =483
—2 X —2 X —20u(—2)i=—8,deméme(-+2)*%on
(—2)t=+16; (+2 )=+ 32 &{ — 2 )} =— 32,
D’ou l'on conclura que guel que foir le figne de la racine , celui
de la feconde, de la quatriéme , de la fixiéme ¢ de touses les puifs
Jances dexpofant pair fera . Mais que le figne de la troifiéme , de
la cinguiéme , de la [eptitme & de toute autre puifflance d’expofant
impair fera—~ ou— , faivant que le figne de la racine fera =
Ui -,
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28. 1l senfuit dela, gu'sl eff impoffible gu'un nonibre récl air
une puiffance dexpofant pair nézative. Car une pareille expreffion
feroit contradi®oire 5 puifque lanotion quon a ( 87) dune
puiffance d’'expofant pair fuppofe des facteurs en nombre pair,
& quela notion despuiffances négatives les fuppofe ennom-

bre impair.

C AP LTREATLL

Des racines & des nombres irrationnels & imaginaires qui
en refultent.

NOUS avons déji vu quon appelle racines, ces nom-
bres qui multipliés par eux-mémes forment les puiffances. On
les diftingue par les différents degres de leurs puiffances. Ainfi ,
on dit racine feconde ou quarrée, vacine troijicme ou cabigue ,
racine quatrieme 5 racine cinguieme , 8c.

8. Heft impoffible qu'un nombre fraftionnaire comme ; 7

g a2 : % . =

ot un nombre mixte , comime 4 - puiffe érre la racine exacte
17 - ’_ 3
d'un nombre entier quelconque (86, 85). U faur donc que la racine
dun entier [oit un entier y ou bien qu'elle [vir indéterminable en
nombres , [oit entiers o [oir fra€lionnaires , foir mixees

En obfervant la fuite naturelle des nombres entiers, on
voit quil y ena peu dont les racines puifient éwre des en-
tiers. Parmi les cent premiers nombres , p. ex.iln'yena que
dix dont les racines quarrées foient des entiers, il n'yena
que quatre quiayent des entiers pour leurs racines cubiques;
&il y en a encore moins pour les racines plus baffes. Il faut
donc que tous les autres nombres ayent des racines indéterminas
bles. Telsfontz, 3, §,%, 10, 11, 8&c. Celt pour défigner

ces fortes de racines qu'on a imaginé ; le figne v/ dont on cou-
k2

vre le nombre qu'il doit affeCter. Ainfi v/ 12 défigne la racine
guarrée de 12, On écrit un chiffie dans le figne , pour dérer«
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miner les différents degvés de la racine. Aim"i/ \:/ ; \? &c
défignent les racines troifiéme , quatriéme , cinquictne , &e.

90. Quoiquiil n'y ait di fraltion ni nombre mixte, qui
exprime exatement la racine d'un entier, quand elle n'eft
pas un entier elle-méme (8¢ ) , on peut cependant en appro-
cher toujours , & méme fixer les limites entre lefquellesellé
fe trouve. P.ex. , je vois dabord que +/ 6 eft plus grande que
2, & plus petite que 3, puilque 2 X 2 donne 4 << 6, &que
3 X 3 donne 9 >>6, *. Pour en apmochcl davantage, je
prends 2 -, ou fji’é}wai ¢ au quarré j'ai 55 ou 5 %, qui
étant plus petit que & , m'indique qus_ 2 1— <+ 6.Je preﬁds
enfuite2 = o ? , dont le quarré -;— ou 6 ; lurpaflant 6 , me
montre que 2 :—> vV 6. Jeflaye 2 I;d()m' le quarré ¢ ;’- me  fait
voir que 1;—< Vv 6. Dod je conclus que cette racine eft
entre 2 - 8z 2 =.

Draillenrs , je fuis affuré que +/ 6 peut étre nombrée ayec
d'autres racines ; qu'étant multipliée une fois par elle-méme
elle donne 6 ; qu'étant multipliée trois fois par elle-mémeelle
donne 36. Cela fuffit pour conclure gielle eff un wvrai nombre,
guoigw’elle ne [oit ni un entier ni une fraclion ni un entier jointd
#ine fraciion. : I

Ces fortes de racines des nombres qui ne font pas des
puiffances exates du méme degré que la racine, font ap-
pellées mombres irrationnels ou incommenfurables , ou bien en-
core guantités fourdes, 11y en a dautant d'efpéces quion peit

imaginer de racines. Ainfi v/ 2, \3/.5' > C/ 12 , font desnom-
bres irrationnels de différentes efpéces. Par oppofition a ceux-li
les autres nombres entiers , frationnaires ou mixtes, font
appellés des nombres rationnels ou commenfurables.

(* ) Cecaraire < défigne plus grand eu plus pesis 5 fuivant que la points
sft tournge 4 dreite ou 4 gauche.

92
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92. De ce que nous avons dit plus haut (87 ), il senfuic
quune puiffance d’expofant pair eft toujours pofitive , mais qué
faracine eft indiffiéremment pofitive ou négative ; ainfi y/ =

4, on \‘; 16 eft 4- 2, ceft-d-dire , Palternarive de -2 ou
de —2. Or, quand une rackie eft d'expofant pair, la puil-
fance laquelle on la rapporte eft cenfie éue également d'ex-
pofant pair. S'il arrive done qu'une telle racine {oit rapportée

a un nombre négatif , comme dans /— 4 , 4\/’-— 16 3
on fuppofe reéunies deux chofes coneraditoires , favoir,
une puiffance paire & un nombre négatif qui la forme. Voilk
pourquoi on appelle ces fortes d'exprefiions , desracines im=
poffibles ou smaginaires, Telles font celles-ci i /=2, \4}-— 10 5
8 .

v —30:

Quoiqu'il répugne qu'on puiffe approcher de la valeur des
imaginaires , ainfi qu'on approche de celle des incommenfu-
rables, elles peuvent cependant étre nombrées, & méme
former des nombres réels parla multiplication. Ainfi, nous
concevons y/ — 2 comme donnant — z ; en la multipliant par

elle-méme. Rien w'empéche donc de mestre les imaginaires au vang
des nombres.

OBSERVATION GENERALE.

93. D'aprés tout ce que neus avons dit jufquiici, on voit
quil faut diftinguer trois efpéces de purs nombres, favoir,
les rationnels | les irrationnels 8 les imaginaires : que la premicre
efpéce contient les entiers, les frationnaires 8 les mixtes :
lafeconde toutes les racines des nombres qui ne font pas des
puiffances exactes du degré de la racine ; mais defquelles on
peut approcher: la troificme , les racines d'expofant pair des
nombres négatifs. Si nous voulons donc dorénavant démon-
wer quelque propri¢té générale des nombres, ou bien établiz
quelque méthode qui s'étende fur tous, il fandva parcourir
en détail leurs différentes efpéces, & leslubdivifions de cha-
cune , quivont & linfini ; ou bienil faudra au lieu de chiffres

E
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employer des {ymboles qui repréfentent tous les nombtes
quels quiils foient. Ces fymboles doivent ctre des caralteres
auxquels l'ufage r'ait attaché aucune valeur numerique ,
comme par exemple les lettres de l'alphabet. L'arithmétique
{ymbolique qui naitra de 1d , fera évidemment la {cience de
toute forte de nombres, ou bien Parithmétique univerfelle ;

ceft de celle-1a que nous allons parler dans la {econde partie
de cer ouvrage.
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Des Notions générales & des principales opéra=
tions de P Algébre.
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CHAPITRE PREMIER

Définitions 4 Notions préliminaires & principes de
convention.

94.L’ ALGEBRE eff une [cience qui traite des propridiés gin
nérales des nombres par le moyen des fymboles qui les repréfentent tovs,
On I'a appellée pour cette raifon drithmérique [pécienfe. Comme
les lettres de 'alphabet n'ont parmi nous aucune valeur nu-
mérique , & que L'ufage en eft familier , on les emploie de pré-
férence & d'autres caradtires , pour étre les fymboles de toute

{orte de nombres. :
Ej
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95. On appelle terme algébrique une ou plufieurs lettres éctl
ges de {uite , comme a ou abe ou cde.

Puifquil y a des nombres pofitifs & négatifs , il a fallu que
Yes termes algébriques qui les repréfentent , fuffent diftingués
par les fignes d’oppofition < & —. Ici donc , comme dans
Y Arithmétique , on appellera pofirifs les termes qui {eront pré-
cédés du figne =, & négarifs cenx qui feront précedés du fig-
ne —,

96. On appelle quantité algébrique un ou plufieurs termes
€crits de fuite avec leurs fignes. Ainfiabou ab4-bec—cd
Tont des quantités algébriques. Quand la quantité ne contient
quun {eul terme , elle eft éncomplexe , 8 s'appelle monome. Si elle
en contient plufieurs , elle eft complexe , & on Lappelle en gé-
néral polynome. Le polynome prend le nom particulier de bi-
neme , s'il n’a que deux termes ; celui de srinome , il n'en a que
zrois ; celui de quadrinome , sl n'en a que quatre , &c.

97. Afin d'énoncer & décrire plus briévement les quantités
algebriques , on eft convenu de ce qui {ujt.

1°, Qu'un terme qui ne feroit précédé d'aucun figne , {eroit
cenfé avoir le figne =, & repréfenter un nombre pofitif,

2°. Que les lettres écrites de fuite , fans éwre {éparées pat
quelque figne , repréfenteroient des nombres qui font cenfésfe
multiplier. Ainfiab ¢ fignifie la méme chofe que a X & x &
Et comme plufieurs nombres multipliés enfemble donnent le
méme produit dans quelquordre qu'on Jes 1hu1tip1ie (73 ) il eft
indifférent d’écrire abc ouach ou bac.

3°. Pour abréger encore on eit convenu quun chiffre placé 3
la droite & un peu au-deflus d'une lettre , défigneroit combien
de fois cette lettre doit étre écrite de fuite. Ainfi a* fignifie
aa , ou bien aXa ; a*h défigne aanb , ou bien aXaXaxh,
Ce chifire sappelle expofant , 8 les lettres qui n'en font point
accempagnées , font cenfées avoir Iunité pour expofant,

98.Remarque. Quelquefois on prend pour expofant un nombre
indéterminé , comme ici a”. Quelquefois aufli 'expofant fe rap-

POIC & tOut un erme comme dans a6” ou (ab ) , qui
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fignifie ab X @b 5 on bien 3 toute une quantité complexe

comme dansa—43ou(a—6)3 , qui eft ici pour a—b X
a-+5 X a—+b. Mais alors on couvie cette quantité d'un trait

au bout duquel on place l'expofant comme dans a4’ , on
bien on la renferme entre deux paranthéfes de cette maniére

(a+06) 3. En général Pexpofant defigne tonjours combien de fois
la mime quantisé entve pour falleur dans un produir.

99.-Denx ou plufieurs termes font femblables , lorlqu’ils con=
tiennent fes mémes letcres accompagnées des mémes expofants.
Ainfi dans a b* < a &> - a b* les trois termes font {femblables

On peur done ici prendre le terme a b pour unicé & le nombrer qvec
Jes femblables. Ce qui donnera 3 foisad* ouaéz X 3, oubien
3ab2,

100, Le chiffre quon place 2 1a tére d'un terme eft appelié
coefficient 5 il en eft un falteur & défigne’ combien de fois de
uite le terme devroit éere répéré. Ainfi 3 ac défighe 3 X ac,
ou 3 foisac, ou bienac—+ac—4ac.

101, Quand un terme n'a pas de coefficient exprimé , on peut
l:,nv;{agjet comme ayant lunité pour coefficient. Amf' azb eft
la méme chofe que 1a25. (\_:‘.clqtchms aufli on prend pour coct-
enferme entre

eux paranthéfes , comme étant un fadteur qui multiplie le refte.
Ainfi dans(a~b)d, a6 eft le coefficient de 4.

102. Cororr. Ilya doncune grande diffiérence entre un

neg
xpofant 8 un coefficient 5 car fil'on prend a* & 24, & quon

pre
ficient un nombre indéterminé ; mais alors on i

fuppofe a =4, onauraa* = 4X4=16, & 2 4 =4+ 4=8.
103. Une quantité algébrique a autant de dimenfions ; qu'elle

contient de facteurs fimples. Ainfi a2 eft de-deux dimenfions 3

parce quelle a deux fateurs fimplesa x 2. De méme le pro-

duit a —+ b Xa—b feroit de deux dimenfions ( le trait quicou-
vre le binome a - & , défigne que la multiplication s'étend aux
deux termes ).
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CHAPITRE'TE

De la réduction y de Paddition & de la fouflraclion des
quantités Algébriques.

rog.

: L A réduttion eft un changemene fait dans Pexpreffion d'une
qguansité , par leguel on la rameéne aw plus peris nombre poffible de ter.
mes , fans changer {a valeur, Cette maniere de fimplifier {uppole
qu'on réduit plufieurs termes en un feul , ce qui ne peut avoir
Yieu que pout les termes femblables ; parce gu'éls fons les fouls
gui puiffent érve nombrés les uns avec les ansres. Ainfi a* 42 a* -+
3 a* deviennent 6 az par réduction ; mais a* ~+ b* + 3 ¢ ne fau-
roient fe réduire , parce qu'aucun terme ne peut étre nombre
avec les autres.

10§. Rz Gre Si plufienrs sermes femblables ont méme figne |
védudfés-les aun feul , qui ait pour coefficient la fomme de rous les coef-
Jicients 1 £'ils ons differents fignes o prenez la fomme des coefficients pos
Sitifs & celle des négarifs, écrivez le terme une feule fois awec un coef=
ficient égal & la différence des deus fommes & lefigne de laplus
grande.

Exemprres, 3a2be¢rtabg—cr*+ abd-a* b de
vient par la rédution 4a2b +-abg—-abd. ... ... Bated - za%¢
ot cd— 3 4% ¢, devienta* ¢ d.

Si T'on éerivoit des nombres a la place des lettres qui les repre-
fentent, on les réduiroit de méme pouvu qu'ils euflent une uni-
1€ commune. Ainfi 4 - 7 — z devient 4~ 8. 3 — 6 — & ~ 11 de-

ient o. Mais U'expreflion 12 4 +v/3 — \,3/4. ne fauroit fe réduire,
par ce que fes termes n'ont point d'unité commune.

106. R e M AR QU E. Pour reconnoitre plus aifément les ters
mes {emblables , il eft bon d’écrire les lettres fuivant I'ordre al-
phabétique , furtout s'ils en contiennent beaucoup. Il eft com-
wmode aufli de marquer d'un méme figne chacun des termes fem-
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blables qui fe trouvent dans une quantité¢ , afin de prendre plus
aifément leur fomme ou leur différence. Ainfi dans 4a’cde
T .
_-+-:.r,:_d+6r‘icr-—&—a__¢ff-—-—__;a° cde—gder o _«;cf.a?f-——-z;-.i.f.-iie
s 2y =+ 3cd, quifcréduitd 24’ cded-§cd — dep
6 adf+-xy, les termes femblables {dfic marqués par des points
difpofés de la méme maniére.
107. ADD 1T 10N, Dans Paddition de pluficurs guantisés Al
gébriques 5 on fe propofe den former une fenle qui vaille leur fomme 3
& pour cela on les écris les unes a la fuite des autres avec leurs

Jigness

Exempriez

U hene qatc—bd-d-aa2ty
Quantités a ajouter ., .. . Ehlisas

gatr—3ab.

Somme ... 4azc=—bd-qatr4+6bd—2atc—qatr—4-34b.

Cette fomme fe réduit 3 2a%c <= gbd -~ 386, Avec un pen
d'habitude dans le calcul on réduirles quantités algébriques
en les écrivant,

108. R e M A R QU 2. On naugmente pas toujours une quan-
tité en lui en ajoutant une autre ; car fi 1 b on ajoute — 4, la
fomme ab — 4 fera pluspetite que ab ( 16 ). En général , ajouter
& une quantiré celle dune efplce oppofie , c’¢ff la diminuer dans fon
#fpece 5 & lui ajourer celle de [z propre efpice , S'¢ft Iaugmenter.

109. SO US T RACT 10 N. On fe propofe dans la foufirattion al-
gebrigue o de conneitre la différence de deux quantités. Pour celaon
écvit la quantité quwon vewt fonfiraive ala fuite de Panive en chans
geant fes fignes de == en— ; & de — en ~,
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Quantité donnée. ... .ab--¢ T Quanticé (.!E{‘)i}l'iéc... 2¥Y =— 2%
Quantité {ouitraite . .. ac — d | Quantité fouftraite.. xy — 242
e ————

Différence.... ab =~ ¢ —ac~d Différence...... xy

Nous avons démontré ailleurs ( 18 ) la nécefficé de changey
les fignes de la quantité fouftraite. On peuts’en convaincre en
core ici , en obfervant que fans cela la différence ajoutce ala
quantité fonftraite ne rétabliroit jamais la quantité propaolée
ce qui feroit contre la nature de cette opcration (10 ).

110. ReMarques. 1. Si la quaniité a fouflraive ¢ft une fraflion,
¢l angez fenlement les fignes de fon numiérazenr , ou de for dénomings
zeur : car comme on le verra plus bas , {i les uns & les autres
¢roient changés a la fois Ja fraction refleroit relle quielle a éié

G2 e xE
propofée. Ainfi pour fouftraire me——— de b , jécris & =

=¥
ﬂ?—..{.__":. G — g2

,ou bien b - .
a—x e

II. Ainfi que 'addition naugmente pas toujours une quat-
tité , de méme la {ouftraétion ne la diminue pas toujours?
car — b {ouflrait de a donne a -+~ & > a.

— - —]
CHAPT T RESTTE

De la multiplication.

D A ns la multiplication algébrique , on fe propofe le méme
objet que dans la multiplication numérique. Cleft pour cela
quil faut opérer fur quatre chofes , fur les fignes , fur les coeffi-
cients , {ur les lettres & fur les expofanss.

111. REGLE. 1°, Le produit des termes qui ont des fignes femblables
elt pofinif y & celui des termes qui ons des fignes differents eft néganifs
Al A= Xodmmde , X e ) o K -

2




DE MATHEMATIQUES., 49
. On mu tap lie les coefficients a la facon des wombres.
3°. Les lettres s'éorivene les unes a cdié des ausres fans figne. Ainfi
a % b devient 2 4,
4°, Une lettre commune aux deux falfeurs s'ecrit une fois au produis

avec un expofant egal ala [smme de for expofants , & chacune des an- -
tres s'écrit avec fon expofanr, Ainfl a*b X abc = a¥bxc

5°. 8¢ quelgae fateur , ou tous lesdenx & la fois font des polynomes
on multiplic Pun par chaque terme de Pgutre , & de la fonme de ces
produies partiels on forme le produic torals

ExempLE

3abrc X 6abic = 18athi 2 g

4330 XomGad == —24a%bd | pi¥gid it K24 —b =

Dewu. 1° La régledes fignes eft fondée fur les mémes rai-
fons que celles que nous avons déja donnces pour la multipli-

&

cation des nombres i““"" ifs négatifs.

Hcients eft fondéefur la nature de ces
‘€85 car 3a><szg XaX2xXb=3X2xXa Xl
I} =6 ab. a

3% La régle des lettres eft de convention (97 ).

}1-.3 des expofants fuit aufli de la nature des ezpo~
fa::k;caréﬁ X &3 eitla méme choleque b b X bbb =06bbbb

L=
x
£
x

§°. La cinquiéme partie de la rigle eft fondée fur la méme
raifon qui fait que dans la multiplication numérique on mul-

tiplie le multiplicande par chaque caraétére du multiplicareur ,

& que de la fomme d
duit total.

es produits partiels o forme le pro-

112. R M arou Es. Pour multiplicy un polynome guelcongue
par wme guansiré , 4l [uffic décrive cene quaneieé dans chaque verms

&
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du polynome. Ainfi p g v —+- 1 X x devientp g ¥~ ¥ 4. Done
réciproquement, ff une méme quantiié eff écrite dans plufienys rermes
confécurifselle fair un produitavee tous les autres fallewrs qui entren
dans ces termes. Ainfi a2 x* — b2x2 efl le produit de a> — o> Xut;
# =5 x4 x2c eft le produitde 1—b-4xc X x

Pour exercer les commengans dans la pratique de cette opg-
ration , nous allons placer ici les exemples {fuivans.

ExemrrLes.

Muluplicande. . , ... .24-5
Multiplicateut . .. . ..a— 5

; at-ab
Produits partiels. {

-—a&._-{;ﬂ’

Produit total ,.....4% — b2,

Multiplicande . . ... a2 4-2ab 252
Multiplicateur. .. .. a* —»ab 25>

at =2 a3 b 42 a% b2
Produits partiels . { —2a3b—gar bt —4ab3
~~ 2atbt—~ga b’ =4 b%

Produit total.......a* 4 0%

Multiplicande . ........ ga+2b¢
Multiplicateur« .ievvv..ga-25b¢

16a+8abe
Produits partiels ... {

~+ 8abc- g4b2:2

Produit total. ve. s 16 4% = 16 4bc = 4 b2e2,
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CGHAPIT RE 1TV.
De la divifion.

i1 ;‘L’O BJET deladivifion algébrique étant le méme que
celui de la divifion numérique, il faut, fi l'opération eft bien
faite , que le quotient multiplié par le divifeur rérabliffe le divi-
5 3 . - > r . h]

dende. Ceft de ce principe quon déduira toutes les régles de
la divifion,

On indique cette opération en féparant les deux quantités

- az o

arun trait, comme ~—-; quelques-uns les {éparent par deux
poirits , comme a% : b.%

Quand on propofe i divifer une quantité algébrique par une
autre, il ne peut fe préfenter que trois cas différens , favoir :
1°. Que le dividende & le divifeur {oient tous les deux mo-
nomes. 2°.Que I'un {oit monome & I'autre polynome. 3°. Quiils
{oient tous les deux polynomes.

Z2REMEER CAS,

Divifion des quantités monomes.

114. REGLE DES ST1GNES. Le guotient des fiznes femblas
bles eft pofivif , & le quorient des fignes différents eff négarif. Ainfi

- — -+
—OU—=1 ; —OlU—m——
3] A -+_ - . . -
115. Rt oL e des coefficients. Ees coefficients fe divifens 4 la

fagon des nombres , & fi'la divifion ne peut fe faire exatlement , on
les mer au quotient en forme de fraétion véduire a Uexpre[fion la plus

ﬁ;npie.

% Nous pluferons jamais de ce figne de diviion , crainte qu'on ne confonde
}s gaifons ayec des fractiong.
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116, RE 6L E des lettfes 8 des expofants. 1% Tome leitng
du divifeur qui n'a pas [a pareille dans le dividende , fe met en frac-
tion fous le dividende. Ainfi pour divifer apar b, j’écris .

2°. Si quelque lettre du divifeur a {a pareille dans le dividens
de, ou bien elle a méme expofant par tout , & alors gn Pefface;
mersant 14 [aplace dans le serme ol elle eff feule 5 ou bien elle 3
différens expofants , alors on Pefface fenlement dans le terme o elle
a le plur perit expofant ('mettant 1 & [a place, fielle y eff fenle ;) &

on Pécrir dans Pautre , avec un expofant égal a la différence der exq

it
i at  a ey
7 b ! a e =)
it ofants, Ainfi ———=—a;———+
ol e ’63 43
Toutes ces régles font fondées fur ce que nous avons dip
:-.j. plus haut (113 & 36 ): |
ExeMrL ES,
[ anbh Lie 3 gEedrr 3¢ | atcd ek
24k, 3 =T 2 2 2 ~T=— i
e 1266 4  8bterdd 4 bed o]
—ate2d

SECOND . CAS.

Divifion de deux quantités dont Uune eft polynome &
Uautre monome.

117. REGre L S ledividende eft polynome & le divifewr
nonome 5 0pérez [uy chague terme en particulier , comme dans le cas

S . A Arox—airy—t-gx ; K2y i plgd
précédent. Aifi————————p2ltaic—g ; ————————
F=r—x-{-at, .

118. Cororr Quand une méme lettre - fe tronve dans pla=
Sicurs cermes confEcurifs o pour les divifer par cetze lenye , il fuffit de
Eeffacer par tout avec le méme expofant ( ayans égard aux changemens

de figne, & mettant 1 dans les termes oi elle eff feule ). Alnfy
arh—i1 xi—yxty

i | =t I =Y.

il b g2 x*

11, Sile dividende ¢ft monome & le divifeur polyaome 4
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i°. Le quoiient [era fraclionnaires 2°. Cetie fraction fera réduite @
fa F:’u: Jimple erpv'dfaf: s en effacant les mémes guantités dans le di=
vidende ¢ dans chague terme du divifeur ( meteant toujours 1 dans

le serme qui eff tous effacé ). Ainfi

ae ac

et .
are=—abd ac—bd

TROISIEME CAS

Divifion des quantités polynomes.,

119. La premicre chofe quil y aa faireé dansce cas, ceft
L dordonner le dividende & le divifeur par rapport & une fettre

commune atous les deux , ceft-d-dire ; den derive les termes
fuivanr Vordre décroiffant des expofanis de cerre lenre, Si cette
letere entre dans plufieurs termes avec le méme expofant ,
onles écrit avec leurs fignes les uns fous les autres, & cet
aflemblage eft confidéré comme un feul terme complexe, O

opére enfnite en détail comme dans fa divifion numérique (31).
! Exeamrpre -k
%3 — aud - abx— gbe | x* —xa-a0) |
L 9 o & S b Divifeur
Dividende. — bx* - acx i
o
3 v :
X cx* 4 bex i };;‘w.‘wt_“_
— 3 g A% — g%
a o o
A.. e b2
o
— X% == grx —— abe
a o &
R. l = bex
o

Cx'z —-acx-—i-—aéc
9000 e
l- ---y"ﬁ‘
o
x5

Tout étant ordonné par rapportix ( Ex. L), je dis— ==
o

# que jécris au quotient 3 je multiplie le di‘.’iﬂ:ur parx, &
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jen écris le produit en A avec des fignes contraires , pour le
fouftraire du dividende. Plagant o fous chacun des termes qui
fe detnifent, jécris le refte en R, & je dis enfuite : —
% == —; jécris — ¢ au quotient. Multipliant & fouftrayant
# l'ordinaire , jécris le produit en B , & comme il ne vient pas
de nouveau refte , jen conclus que le quotient exalt eff
& —

120. 1l faut, s’il fe peut, ordonner de telle forte que le
premier terme du divifeur {oit incomplexe , comme dans 'exem-
ple précédent ; & fi celane peut fe faire, il faut chercher le quo-
tient en détail , en divifant & part chaque terme complexe
du dividende par rout le divifeur. Pour cela, ordonnez Pun &
Laurve par rappore a une nouvelle lettre qui rende le premier terme
du divifeur fucomplexe, ¢ le premier terme du dividende auffi
complese qu'il fera poffible.

Exegnezize 1L

Divi l @) a3 2 b2 g T (b 3 ad—p2
SRS G s : Divif
dende l alb—atc—adfr a3 cur
—aiq-griz = 1 ;
: 2 4 E v ey J-Quoucnt
A } —alh -
g (Cazer)
albef=al | a3bqgp’
it hemmp b b3 T
R o o
l —ate—gib2 .
° (Caze 2 )
" eatc—gbzc -athom—ate | adf-aid
o =] e
By atie ek
o
Bl ( Caze 3)
R LA i3 bre—mpg3b] a3lp?
—g3b2 2= 7 i
o

!:‘ Q
e e
e

{ - 3} 3
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.} Le dividende & le divifeur érant ici ordonnés par rappore
| dlalertre 2 (Ex. IL ) onr chacun pour premier terme une
} quantité polynome ou complexe; c’eft pourquoi je divife cette
quantité 3 part, enordonnant par rapporta la lettre 4 ( Voy.
Caze 1), & le quotient jufte efta? ; multipliant le divifeur
| parer & changeant les fignes, jai la quantité A ; puis rédui-
fant le tout, le premierrefte eit R
Puifque le premier terme de ce refte eft complexe ainfi que le
premier terme du divifeur , j'en fais encore une divifion a pare 3
- & en les ordonnant par rapport i la lettre b ( Voy. Caze 2 ) le
quotient eft — ac ; multipliant — ac par tout le divifeur, j'al
en changeant les fignes, le produit B, & aprés la réduction
il vient pour fecond refte R".

Puifque le premier terme de ce fecond refe eft encore com-
plexe, j'en fais la divifion & patz (Voy. Caze 3), & le quo-
tient eft — &, Maltipliant — & par le divifeur, & changeant les
fignes , j'ai la quanrité ¢ ;-réduifant enfuite i Pordinaire, il

ne‘me refte rien. Dot je conclus que le quatient exalt eft
Aty

CH 2T TR ESV.

Ol lon enfeigne @ trouver tous les divifeurs exacts d'une
quantité algébrique y & on Uon démontre la méthode
déja donnée pour déterminer la plus grande mefure
sommune de deux nombres.

nr. P Ovur trouver tous les divifeurs exalts d’une quantitd
algcbrique , on opére comme dans les nombres ; c'eft-a-dire ,
quon divife d’abord la quantité propofée par tous fes divi-
feurs fimples, jufqu'd ce que l'on ait 'unité pour guotient.
Enfuite on multiplic tous ces divileurs les uns par les autres 5
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Penfemble deces produits & de ces divilenrs fimples ; fens

ferme tous les divileurs exalts de la quantité propofece.
Exsmere. Soitla'q ‘ a3b+ta2b> donton demande
tous les divifeurs; je les difpofe comme on le voit ich

it

aut en 11;15 > pour {éparer les divifenss;
- a5 le quotient et azb—+-ab?,

cC. T(‘ vols ('il‘ cc q_l_‘-Ot;C"]t

1 ¢ nantite donné

is donc 4 4 la droite, &le quo=
Multipliant enfemble les di-
5 -4 la droite & fur la méme
étre divifé que par b , yecrisba
le quotient a5 a la gauche, Je
‘s par &, & j'écris fur la méme
c:-+—;~ ne pouvant éere divifé que
sdivifeurs , & je metsr au

5 ﬁﬂ' la né me ligne’,

‘i\l 15 grand divifeur commun , on la plus ﬂhm‘it.
il
L

L deux nombres
S *”-',n . 75,76, 8 y aj

fion exalle le divifeur mefure le

faut rappeller ce quc
yater gn’.’ dans route divid

nous

5 & quainfi defgnil
fle , en drant ce refle du dﬁ'wdcnde » le divifear ey
flement. ~ Par ex. donne 5 pout quotient &
otez 2 de 17, & le divileur 3 mefurera exalle-

, qui font 1;

e quil faut démontrer eft celle-ci : lorfgue divifant
par un plus petie b, il vient un vefle ¢ 5 que dis

) par 5 il viewt un refle d 3 que divifanr ¢ par d, i viens
uy
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un vefle ¢ 5 que divifant d par e, il ne wient point de refle | jo
dis que € fera la plus grande mefure commune des deus nombres
a ¢ b.

D.I. efera lamefure communede | Div®. Div™  Reft’

a & de b. Car 1°. e mefure d ( hyp. ), a b ¢
d mefure c—e (122). Donc ¢ me- b ¢ d
furec—e : d’ailleurs ¢ mefure e, Donhc ¢ d e
(76) il mefure cette fomme c—e—t-e, d ¢ o
qui devient c. Donc 1°. e mefurec, et

2", e mefure, ¢, ¢ mefure b—4, donc e meflure b—d (75 )
d‘aillenrs e mefure d (hyp, ) , donc e mefure la fomme b—d-2,
quife réduir 3 B. Donc 2°. e mefure B.

3% emefure b 5 b melurg a—c ; donc e mefure a—c : d’ailleursg
e mefure ¢ 5 donc e mefure la fomme a—¢ -+ ¢ ou a ; donc enfin,
efera mefure commune de a & de B,

IL Je dis que efera la plus grande mefure commune que
puiffent avoir # & b. Car, fi un nombre plus grand que ¢ , par
ex.f , mefuroit a & &, on pourroic raifonner ainfi.

1°. fmefure b ( hyp. ); B mefure a=—c ; donc fmelure a=—cy
daillenrs fmefure a5 donc (76 ) il mefure la différence que
donne a—-c fouftrait de a;ou bien a~atc==¢ ; danc 1°. f me=
fure c.

2°. f mefure ¢ 3 ¢ mefure b—d , done fmefure b—d : d'ailleury
fmefure & ( hyp. ) s donc f mefure la différence que donng
b—d fouftrait de b, laquelle eft d. Donc 2°. f mefure 4.

3°. f mefure d 5 d mefure e—e 3 donc f melure c—e ; dailleuts
fmefure ¢ (1°.) s donc ( 76 ) f melure la différence que donng
¢—¢ fouftrait de ¢ , ceft-a-dire , e 5 donc f mefure e , ce qui ef
ablurde 5 puifque felt plus grand que e par hypothéfe. Il ng
peut donc pas y avoir un nombre plus grand que ¢, qui foitla
welure commune de a & de &,
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SECTION SECONDE

Des puiffances & des racines.

CHAPITRE PREMIER.
De la formation des puiffances.

124. D Erintrion Toue expreffion qui ne contient que
Laniré muliiplice un certain nombre de fois par la méme quantite,
eff une puiflance de cette quantité. Le nombre qui déﬁgnc comi-
bien de fois I'unité a écé ainfi multipliée , eft Pexpofant de la
puiffance s & la quantité qui a muleiplié Vunité, en cft la
racine.

Ainfi, puifque aeftla méme chofe que 1 X4 ; afera la premiere
puiffance dea; & en général la premiére puiffance d'une guantiteé
efl cette quantité meme, Puilque a?=1 Xaxa, a* fera la {econde
puiffance de a3 a3 la troifiéme ; a* la quatriéme , &c. ( par ana-
logic aux dimenfions de I'étendue , la feconde puiffance d'une
quantité eft appellée {fon quarré , & la troifiéme fon cnbe. Com-
me la puiffance eft toujours relative 2 la racine , on voit bien
quila fallu diftinguer autant d'efpéces de racines que de puils
fances. Ainfiveft la racine premicre dea, la racine. feconde
ou quarrée de sz, la racine troificme ou -cnbique dew? , &e.

125. Conorr. On conclura de la définition des expe-
fants : 1° Que ronze expreffion numérique qui indiguera combien de
fois la méme quantizé a muleiplié Punité | deir fervir 1’3’expr:ﬁxm a
cerre guariité. Or , ce nombre de fois peut exiger pour exprel-

fion exadlte , tantét un nombre rationnel , tantot un nombre
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irrationnel. L'une &' Pautre ¢ Ipéce de ces nombres peus done fervir
d'expofant dune quantité,

126. 2°.. Rien n'empéche de donner aux expo{"ants les fignes
d'oppofition-8—.Mais alors 'expofant négatif doit défigner le
contraire de ce que défigne le poiitif, c’eft-i-dire, que celui-ci
défignant que Punité a éré mulriplj.ée Pantre défignera qu'elle

a été divilée par la méme quantite’; de forte que fi a2 repré-
I
; s 1 7 e
fente 1 XaXa, a~2_exprimera Z ou o sde méme 4= ? indique-
. | a4 <
4 x

5 ,.,n%’fj‘, 3 . I e T ¥ o — "
sa que 1 a €¢¢ divife troidfois paraou—; & enfin 47 vaudra
a

1 Aoy 3 [ Poos gy 2
— ;d’ou Ton conclura gu’une quantité élevée a une puiffance né-
a" -
gative waur Uunité divifée par certe quantité élevée a la ménie puifH
[fance pofirives

127.3°. Pour défigner le cas oi T'unité n’a été ni multipli¢e nt
divilée par une méme quant-'té , il faut'néceflairement donner o
pour expofant a la quantité. Ainfi 2° défigne 1 multiplié o fois
para, ou bien 4° = 1. Dot I'on conclut gn’une guantizé quelcona
gue avec Lexpofant o , eff une expreffion particuliere de Punités ;

128. On peut tirer de 13 ces conclufions fingulidres : 1°. Que
(0)° =1 , puifque (o0)° =1 multiplié o fois pat 0. 2°. Que
-+ n -+ i 1
(o) =opuifgue(o) =1 multiplié »fois paro. 3°. Que

(o) _:__5;__::; , exprefhion qui défigne I'infini , comme nous le
: =n

verrons plus bas. 4°. Que(1)° , ainfique (1) =1 ce qui

indique que foures les puiflances de 1 fonr 1, proprice qui ne

convient qua Punité,

129. Par ce qui préceéde on voit que pour élever une quantii¢ a une
puiffance pofirive , il [uffir de la mulriplier par elic-méme autan: de
Juis moins une que fexpo; ant de la puiffance contient d uniiés, Ainfi
(arb)=a2b, (a2 h )2 c=a* b2. (a2 b )} =aSh3, (a-+b)2
=(a+&)(a-+4). Don il fuit 1°. Que pour la formation
des purﬁ'ance'; monomes, on peut , pour abréger , mulizplier Pex=
pofans de chaque letsre par Pexpofany de la puiffance. Ainfi (a2 ¢ )3
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1 1
e=afcd (atc)t=ac 2 (arc)=" =a~* 72, 29 Qu'an,

puiflance quelcongue d'un degré pair ne peur éire négative , puile
que les facteurs quila forment étant toujours en nombre pair,
ne fauroient donner un produit négatif. Un quarré négarif exn
préme donc une contradiciion.

OBSERVATIONS
Sur les différentes puiffances du Binome a =+ b.

En élevant le binome a4~ 4 aux cing premicres puiffans
ges, ilviendrad .. .o a5
IL.....a%t2ab4-bt
111....634-30%h-4-3ab3-b3
IV....ad%q03b~4-Garb24—qabi4-b%
V.. ooaitgatit10ad b2 -10arbi4gabttbs
130.8ut quoi on fera d’abord cette obfervation générale: qu'nne
puiflance guelcongue d'un binome renferme un terme de plus que Pexgos
Jane de la puiffance ne comsiens danisés 5 & on en déduira enfuite
les tégles fuivantes. '

131, 1. Rézle des expofarss. Les expofants de a diminuent {uivant
12 progreffion naturelle depuis le premier terme jufquan det-
niers de fagcn que dans le premier terme U'expofant de 4 eft
Texpofant de la puiffance , & dans le dernieril eft zéro. Les
expolants de & f{uivent un ordre contraire.

132, IL. régle des fignes. Siles deux termes du binome font pos
fitifs, tous les fignes de la puiffance feront pofitifs 5 fi Lun eft
négatif, les fignes feront alternativement pofitifs & négatifs;
B: en général ce rerme fera néparif, dans lequel les dimenfions de
fa quantize négative entrerons en nombre Impaire

x33. L. Régle des coefficients. Le coeflicient du premier terme
vaut toujouts Linité , & le coefficient de chacun des autres eft

€gal an coefficient du terme précédent , multipli¢ par l'exe
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pofant.de 2 dans le méme terme , & divif¢ par le nombre qui
«défigne le rang que ce terme précedent occupe.

134. Puifque ces obfervations ne dépendent pas du degré de la
puifiance formée , I'analogie permet de conclure qu'elles s'é-
tendent 3 une puiflance quelconque ; & qu'ainfi elles peuvent
fervir de regle pour élever le binome a + 5 i la puiffance =,
¢e qui donnera:

n B.H_T H.ti—I.Nn-2
(a+4b) =a"4=n. a" £+ ORI B TR
1. 2. T3
nN-T.n-2.8-3. .
@3 b3 4 g C BV Bec,
b o

Mais on peut cerire —au lieu de a»—1 (126 ) ; —du lien de an-2

& 4infi des autres. On peut donc faire drfpmmtre les expo-
lants négarifs dans la quantité précédente , & elle devient s
# narh p.n-1.4"5* mn-tn-z2 b3 pa-1.

(ar=b) =a" 4 0 4 pes e : =
a o oear I.2.3 al 1.

n2n-3 4" bt
=4 8¢
2.3. 4 at
Or, il faut remarquer ici que «F entrant dans tous les termes , on

peut donner A cette quantité la forme fuivante :
B 5 2 b tmaer BY 0 maeraez B3 mn-da
(1F) =a" (18— o — ——t I s
a I.2 a* I, 322 Al 1.

n-2,n-3 b*
.t &,
2.3.4 i f
Afin de fe fervir commodément de cette formule , il ne
sagit a préfent que de trouver une méthode aifée de former
fa fuite des termes qui font entre les deux crochets , puifqu’il
{uffic de les multiplier par4”, pouravoir la puifiance » du bi-

nome a -+ b.

138.R & 6 L g Ecriven d'abord fur une. méme ligue la fuite A, juf~
giwa ce que vous frouviez zévo pour un de [es rermes , @ la fuire B
que nous cherchons , [& formera en lui donnane Puniré pour premier
dme , © faifans chacan des awsres égal an dernier serme éexis de cetse

y
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méme fuire B, multiplié par fon correfpondans dans la fuire A &
b
=
#-1  B-2 . 1-3
(A} Thiy BT | Tt SR &ee.

2 3 4
b n.n-t b* nom-yr.u-2 B} naer.n-20-3
(BYrn—rt ke ¢ e e,
a T, aeaA %, g.nad 14205300
28
— e, &C.
34

Ainfi le fecond terme de la fnite B {e trouve en multipliant s
par n & par f; Le troifieme fe tronve en multipliant le
fecond n. 'Z par "71 & par % ; & ainfi des autres.
136. Ex. 1. Soit (a*-x2 )4 élever a{a troifiéme puiffance pat
fe moyen de la regle ci-deflus. Je commence par former la fui-
te A, qui ne peut avoir que trois termes , puifque le quatrics
fuire je la réduis & je I'écris au-deffous en A’
Je vois qu'ici '% de la formule , ou bien le {econd terme divifé
Xt

par le premier, eft exprimé par— — , & a* par a°. Ceft
G

pourquoi je forme ; {uivant la régle, la partie de lafuite B

me feroit o. En

qui eft entre les deux crochets 5 puis ta multipliant paraé; &
réduifant en B, y'ai la puiffance demandce,

Sl 3%
(A) 35 ey e,
Z 3
I
(AP)S: G =
3
Ir_/ g2 33,:4- »6
BNl il liarn
B \ ax at at

(B') af — 32422 ~f 202%% = %

137. Exemrre IL On demande délever a2 mmit 3 1
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puiffance — 1 par la méme régle. Je forme d’abord la {uite A",
qui érant réduite me donne A'. Puis je trouve , par le moyen
dela régle ( 135 ) lafuite B, que je réduis encore 3 B', & celle-
c¢i me préfente la puiffance cherchée.

~1-T  =1-2  ~I-}
(A) ] et — —
% 3 4

QTR o el S T i

—IK ®6 x8

(B)aa 1+-—+——+-—+-+8cc}
a* at at as
T s xt x6 x5

(B') e e o e — o o = &g,

a* at af ot ate

Pour m'affurer que cette fuite de termes donne la valeur
X

apptochée de (a2 — 2 )", jobferve que (a2—x?)
Or , un quotient multipli¢ par le divifeur doit rétablir le divi-
dende. Il faur donc que la fhite précédente multiplice par le
divifeur a2-x* donne 1 pour produit ; cel qui {& vérifie par le
calcul fuivant , dans lequel on s'eft arréré aux fixi¢mes puiffan-
ces de .

Gi-x2

138.Ex. TI. On demande la puiffance > de la méme quantité
#* — 32, Pour cela je forme d’abord !a fuite A, que je réduis
a4 A Puis obfervant qu'ici le fecond terme divifé par le pre-
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mier donne = rz , je trouve d'aprés la régle (135) la fuiteB

que je réduis 3 B ,en faifant les multiplications indiquées,w

1
S e £ TRl SR
(A) ;_, » 2 » TS
2 3 4 5 :
A X ¥ 3 ) 7
G gl e ot bopsesime=a TIIS bt s b b3 ssasalas
;, : 6 8JI 10
T x 3t W L
(B) A (e T e s S

a* 8 raa* 48 af

X2 x4 3;6
B') ( e — it — Wt pe—— —— FECRE I R T
( 24 8 a? 48 a?

Pour m'affurer que la fnite B’ eft I'approximation de la
puiffance * , jobferve (144} que cette puiffance doit étre la ra-
cine quarrée approchée de la quantité a2 — x*; & quainf
en élevant certe fuite au quarré , je -dois trouver a* — s,
Or, ceftce qui amive, comme on le voit dans le caleul fuis
vant , dans lequel on a négligé les puiffances plus hautes que
celles qui font entrées dans B', & o I'on a multiplié toute d
fuite par le premier terme dans la premicre ligne , patle fecond
dans la feconde , &c.

axz ax* 3ax6

ﬁ'l S p— — e—— P p—
24 8a’l 48a’
axt xt 1x8
z a%
24 o 16 \h"_.'- ar wew X%,
ax* %6 {
e + —
8al 16a*
3axs
s -"""-.---JJ

484
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139. Cororr./On conclura d’aprcs ces exempies que la regle
donnée ci-deflus ( 135 ) sétend a toutes fortes de puiffances,
tant entieres que fractionnaires, tant pofitives que néga-
tives.

Remarque. La méme régle peut sappliquera un polynome
quelconque ¢ 4~ d 4~ e ~~ f3 mais alors on {uppoferoir que le
terme a de la formule repréfente ¢, & que le terme & repré«
{ente d4-e 4~1.

CalA P isToReE 1 1,

De Pextraction des racines.

1./;.0._'_% Ous avons de¢ja dit quon appelle racine cette
quantité dont la multiplication a produit la puiffance. Ain-
fiaeft la racine premicre de a4, parce que1 X a==a; la raci=
ne feconde deaz , parce que 1 X @ X @ =a; la racine troi-
ficme on cubique dead , parcequer Xa X axX a=—at, &c¢.
4 P
Nous avons d¢ja dit qu'on défigne une racine par ce caractere
v/, dans lequel on écrit I'expofant de la racine, comme

3 A' i3 v a . » - .

Vv Vs & sil 'y a point d'expofant , le figne radical eft

cenfé reprefenter la racine quarrée.
141, On appelle puiffance parfaire d

donner la racine exafle de ce degré ;s & puiffance impa

un degré, celle qui peut
fatig

elle ot Uen ne peut point trouver cette racine. Ainfi «* eft un
quarré parfait, a® eft un cube parfair , af :
parfait,

2. Coroir, Il {uitde ce que nous venons de

un quarre ims

1
L
les racines d'un expofant pair peuvent ctre indifféremment pos

fitives ou né gatives. Car —a ¥ —a=—a*, ain{

donc la racine quarrée de a* pourra aufli bien ¢tre —-a ¢
Il en eft de méme de toute racine d'un expefans pair, €

: 4 g
gcrira done ~kv/a; ~=v/b, /e,
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2°. Que les racines#véeller d'un expofant impair n'admees

3

tent guun figne ; & que ce figne elt le méme que celui de la
puiffance. Ainfi;"—-—;ﬁ eft —a, \j”cf eft a. "

143, REMARQUE IMPORTANTE. Quoique —a3 mait quune fa-
cine réelle , favoir —a, on n'en doit pas conclure qu une troi-
ficme puiffance peut n'avoir quune feule racine. Caril y a
toujours autant de racines, quil y a d'unités dans I'expolant
de la puiffance. Dans~a? , par exemple , outre la racine réelle

e R
—_— lal

m=g, il y en a deux imaginaires , favoir
E

—r— =

a. On pourra {e convaincre que ces imagi

naires font les racines cubiques de=-4? , parce qulen les
¢levant au cube on retrouvera —al,

144. v'mlu‘nn forme les puiffances d’'un monome en mul-
tipliant Pexpofant de chaque lettre par Uexpofant de la puil-
fance, il s'enfuit que pour repréfenter l'opération contraite,
c'eft-a-dire , I'extraltion des racines , #l faudra divifer Vexpofms
de chaque lesive par Pexpofant de la vacine demandfe. Ainfi 4/aS

s 3 1
pourra €tre repréfentée para  ou a® ,y/a'% para ’ ou paraty

n m

va™ para=, D'od Pon conclura en général , qu'une puiffance
frattionnaire équivant a une racing qui-auroit le dénominatenr de Ia
frattion pour expofant , tandis que le numérateur rqﬂc‘rci: pour expo=
I 2 3

fant de la guanstiré, Ainfi a2=v/a*, a3=y/a? , (a-+b \/ =45y

145. Pouy extraire une racine quelconque d’un polynome , 1
faur d'abord obferver comment fe forme la puiffance relative
a la racine qu'on cherche , afin de pratiquer les opérations cofis
traires. Or, i Fon examine d'abord le quarré du binomea-+b
ou —a—-b, qui eft ar~20b--b2 5 celui de a—5 ou de =4
v qui eft a2 :zab-+b* ; celui du trinome a=+-B-t-c qui eft a2+
2abe-br~2act2bec* 5 on trouvera qu'en général le quardd

> L T
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#un polywome ef compofé du quarré de ch,&@'ue terme o € du double

produis de chacun muliiplié par tous les ausres (2), Diotl Lon dé-

.duira d'abord la régle fuivante pour extraire la racine quarrée
binome.

146. R2cre. 1°. Ordounez la quantisf par rappore a une lettre qus

Joit un quarré parfait, 2°. Extrayez a la fagon des monomes la racine

guarrée du premier terme , & Uéorivez a cdié, 3° Elevez ce premier

terme au quarré, & [ouflrayez-le de la quantité propofée. 4°. Divifez
le premice 2crme de ce refle par le double de la racine troavée 3 O
prenez le quoricnt pour le [econd rerme cherche,

147. Ondemande la racine quarrée du trinome a*—zab4-52.
Je I'écris d'abord comme on le voit ici (ex. 1. ) ordonné par
rapport & la lettre 4, Enfuite je dis: la racine quarrée de 42 eft
4, que j'ceris & coté de la puiffance,en les {éparant par un traits
¥'éléve a auquarré que j'écris fous la quantité propofée avec le
figne —. Je double ce premier terme aen le multipliant pag
2, & j'écris 2a fous la racine, ! :
pour divifer par 2a le premier
terme—a2ab de ce qui refle,& je a*—zab~-b>) a=—b racine

Exemrre L

mets le quotient —b5 & la racine,
comme devapnt étre le fecond g
terme, fi la quantité propofée I refte,—azbabt

eft le quarré d'un binome. Pour 20b—b2

m’affurer que cela eft ainfi , jé-
cris encote —b i coté de za, &
je multiplie le fecond terme trouvé —b parza—b ; yen porte

— e

TR yefter 0.0

le produit —24b-~b* avec des fignes contraires {ous le premier
refte ;& comme réduétion faite , il me viento, jen conclus
que la racine exacte eft a___b.

143.S0it encore (ex. IL) la quantité a4 2ab~+ b2 240+ 2b¢
~c* dont on demande la racine quarrée. L'ayant d'abord écrite

()1l n'elt dope pas poffible que le double produir de plufieurs nombresmul-
ppliés denx & denx , furpafTe la fomme de leurs quarrés. Car i 28b>>aa-f=bb; lo
Quarte @@ —=1ab—-bb ferg mégauf ; ce qui répugne ( 129 ).

1ij
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en 'ordonnant pat rapport a la lettre 4, je dis : la racine quats

ée de a? eft a, que jécris a céte, & le double 24 au-deflous,

x-
*

Elevant aau quarré, 8le fouftrayant, j'ai pour premier refte
Ralspb i a2 bio—= 2,

Je divife donc le premier tetme de ce refte par 22, & jlen ecris
l¢ quotient & i la racine & au-deflous, & coté de 24 Je
mulm;ghc b par 2a-+b , & ayant fouftrait le produit du premiet
refte, j'ai pour fecond refte zar-2bc~4-c.

Confidérant tout ce que jai écvit ala vacine comme un premice
germe , & celui que je cherche comme le fecond , je double la racine
& jécris encore par-deffous 2425, Je divife toute' la partje
de ce fecond refte qui n'eft pas un quarré, ceft-a-dire , 2ap
abe par 24425, ou bien le premier terme de I'une par le pres
mier terme de Lautre. J'écris le quotient ¢ la racine & i coté
du divifeur qui devient 2e+25+-c , lequel érant multiplié pare,
je porte ce produit fous le fecond refte , avec des fignes con-

raires : comme tout fe réduit a o,j'en conclus que la racine
julte eft a=k-b—+c

T

Exopge e Ll

ar-t-20b4- pacb-Big-abe-tc2 Y a~B-t-c  racine

]

— ) z.i-+~5
I refte. .. 2254+ aac+-b242bidcz  20~2l-t¢
7 T
—zab—h*

IDmes refte . oo ... 2ac=p= 2Bo—i*

— 2 2B 2

=]

149. Pour extraire la racine des polynomes qui {ont des puils
fances plus clevees, il faut ainfi que pour le quarré, cons
foitre la maniere dontces puiffances font compofées. Or, fi
Uon examine ie cube de a5, qui eft a3-4-3a2b--34b24-53 , on

wverta que le eube d’un Binome (’fr comp G'E.‘ du cube du fnmnr erme
de davacine ( o’ ) 5 dusriple quared du premier rerme mulviplic pan
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fe fecond ( 30%b ) 5 dusriple quarré dufecond , multiplié par le pre=
mier ( 382a )3 & du cube du fecond (b3 ). D'oit Pon tive la rigle
[nivante pour Pexivaltion de la vacine cubique binome.

150 REcr e, 1° Ordonnez la guantité par vappors a une lesive gui
[foit un cube parfair, 2°. Extrayez a la facon des monomes la racine cu-
bique du premier serme , & Uécrivez 4 coté comme érant le premier
terme de lavacine. 3°. Elevez ce premier terme an cube , & Payane
Jouflraie de la quantisé propofée | écrivez le refle an deffous. 4%, Dis
wifez le premier terme de ce refle par le wriple quarré du premier
serme de la racine , & prenez le quotrient pour le [econd terme
cherché.

Cube, .. . a?-3azb-3ab24-53 ) o~+b Racine cubique.

=

* orefte .. 3arl~-zabr—-b3
k.

3..»’:‘-——'95

s radbe. . horeual s 50,50

Soit la quantité a?—-3a26-+32b2-1-b3 4 dont on cherche lara«
cine Cl.lbiqllr.‘. L’ayant ordonnée comme il paroit ici , jedis:
la racine cubique de a2 efta , que j'éeris @ coté. Prenant fon
cube a? , je le porte avec un figne contraire fous la quantité
propo: e 3 & wu'.:'td.n enfuite , ;.11 pout glemlcr refte 3a2bt=
3abi+=53. Puifque le premier terme de ce -refte doit contenlr
le wiple quarré du prémicr terme de la racine multiplié par
le fecond , pout avoir ce fecond , je divife le premietterme
de cerefte parle triple quarré de a quieft 392 , & le quotient
elt b. Pour maflurer que c’elt 13 le fecond terme, je prends
le miple gquarré du, premier n‘luhiplié par le fecond ( 3224),
le :r.pl{. quarré du fecond muleiplié par le premier ( 342 ),

le cubé du fecond (4°), & jeles porte avec des fignes con-
traires fous le premier refle. Lomnn tous les termes 1€ détrni-
fent, je conclus que 45 eft la racine exacle de la quantité
propofée.

151 Scrovie. 1°, Sile premier terme de la quantité propofde a
un coefficient numérique , on en extraira la racine a la facon
des nombres, comme nous l'enfeignerons bientor.
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2°. §i la tacine cubique doit étre plus que bifiome , aprés es
avoir trouvé les deux premiers termes par la méthode ci-deflug
( 150), oncherchera le troifiéme en confidérant les deux ter
mes trouveés comme un premier terme , & celui qu'on cherche
comme le {fecond.

3% On doit voir aufli quen confidérant la formation desap-
tres puiffances du binome ( 134 ) , on trouvera aifément la
méthode d'extraire d'autres efpéces de racines.

152. REMARQUES. Avant de quitter cette maticre , les
commengants doivent s'accoutumer. 1°. A reconnoitre pat la
feule infpeltion d’'une quantité , fi elle eft une puiffance exatte
d’un binome , & quel eft fon degré. ( On connoit le degé par
les expofans des différents termes , & l'on veit par leur nom~ §
bre & leur forme ( 134°) fi la puiffance du binome eft exatte ),
2”. A compléter des quarrés commencés, ce qui fe fait (la ‘
quantit¢ ¢tant ordonnée ) en ajouzant le quarré de la moirie du

ent du fzcond rerme jainfi x2~-2x devient ¥2~-2x--1 ; ¥ige
axr-}xidevient x*4-axi4-x2+4- ( a-+1)2. 3%, A reconnoiwe

coefiici

Z
{ans paffer par la méthode de Vextraélion , quielle eft la racine
de ces quarrés complétés. Ainfi on eft affuré que dans le
premicr exemple elle eft x~4-1, & dans le fecond 2 &1
2
( ceci elt trés-néceffaire pour la fuite ).

CHAPITRE IIL

: De Uextraclion des racines des nombres.

1§30 L E m m e I Par quelques caralleres qu'un nomby e [oit exs
primé, il wen peut avoir afon quarré plus que le double 5 a fon
sube plas gue le triple , &re. de fagon que fi n défigne combien a
wombre a de caraiteres , fapuiflance du degré p w'en peus contenir
plus que pn w'en exprimes
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D £ M. Un produit ne peut contenir plusde carafteres ,
qu'il i’y enaen fomme dans fes falteurs (24). Or, la ra~
cine entre deux fois comme falteur dans le quarré , “trois fois
dans le cube , & p fois dans la puiffance du degré p; donc le
quarr¢ ne peut contenir plus que le double des caralicres de
la racine , le cube plus que le wriple , & en général la puif-
fance p plus que prn n'en exprime.

154. Cor o v, I fuitde-ld qwan nombre érane propofé, on
woit rous de f(uite combien il doit avoir de carallives @ fa vacing
guelcongue. Par ex.. Un nombre exprimé par un ou par deux
carattéres , n'en peut avoir qu un i fa racine quarrée ;celui
qui eft exprimé par trois ou par quatre , en aura deux; celui
de cinqg ou de fix , en aura trois & {a racine 5 & ainfi des an-
res. De fagon gu’en divifant le wombre propofé en tranches de
deus caratteres chacane , de. forte que la devniere w'en ait guwnn g
file nombre des carattires eft impair , ély aura antant de carace
téres 4 la racine guarrée , gu'il [ tronvera de ces tranches.

155, On peut raifonner de méme pour la racine cubigue.
Ainfi un nombre de un, deux ou trois caralléres , nen peut
avoir quun a la racine cubique: celui ‘de quatre , cing ou
fix, n'en peut avoir que deux : celui de fept, huit ou neuf,
n'en peut avoir que trois, &c. Pour trouver le nombre de
saralteres qui doivent entrer dans la racine cubique’, il ne
fagira donc que de partagér le nombre propofé en sranches de tyois-
caratiéres chacune 4 de facon que la derniere powrra w'en avoir
gw'un ou deux y & il y aura aurant de coralieres a laracine , qu'il
Je formera de ces fortes de tranches.

156. Lemue I1, Si Pon partage an nombre compofé de dens ca-
ratitres ( comme 29 ) en dewx parties ( 204-9 ), dont Pune con=
tiennie les dixaines ¢ Pautre les wnités , € qu'a la fagon dun bis
nome on Véléve an quarré , on chbfervera 1°. Que le quarvé des di-
saines formant dés centaines , me peur fe trouver dans les deus der-
miers caraéléres. 2°. Que le double produir des dixaines par les
wnirés laifle une place wers la droite; 3% Que le guarvé des uniés
gen laiffe ancune, '



L4
- £ 2
2 ELEMETNS
Ainfi , 20 ou 2049, élevé au quarré a la fagon du bine-
me a5 ( 145 ) donne 406--360-+81 quon peut arranger ainfy

4 -
36. i
81

841 j’
]

Or, quand une racine quarrée doit avoir deux caracicres,
le premier exprime des dixaines parrappert au fecond. 1lne
faut donc pas chercher le premier caraltére dela racine dans
les deux derniers du quarré ; ni le double produit du premier
caraftcre par le fecond , dans le dernier caradtere de ce meme

quarre.
157. Ces chofes ¢rant bien concues, il fera aifé d'extraie
la racine quarrée d’'un nombre quelconque. Mais pour celd

nous fuppofons que chacun fait par la table fuivante , quels
font les nombres qui n'ont qu'un caractere A leur racine, enfuite
nous chercherons les racines a deux caratéres , & nous ferons
voir que la méme méchode peut sappliquer a la recherche
de celles qui en contiennent un nombre quelconque.

Raeines... 1.2.3.4.¢.6.7.8.90
Quarrés...1.4.9.16.25.36.49.64. 81

Exemrre 1.

Nombte donné..... 841 [ 20 Racine,

——— S —— P—

49 0
4'41 [ /
441 j—
o 4_

Ayant écrit le nombre 841 , dont on demande la racine qua
tée, je le partage en tranches de deux caraltéres chacune,

commengan!
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sommencant parla droite, (4 )de fagon que le nombre des
caralteres érant impair, la derniere trgnche n'en contient qu'nil.
On voit dabord ( 154 ) que ce nombre de tranches détermine
lenombre de caractéres qu'il y ara  la racine. Enfuite on rai-
fonnera ainfi.

1. Le quarré du premier caradtére de la racine ne pouvant
{e rouver dans la derniere tranche ( 156 ) il faut le chercher dans
la premicre qui eft 8. Or le puls a;mnd Ll!li'.ir\.. (,cmtf* u dans 8
eft 4, dont la racine eft 2, J'écris 2 4 la racine , & je fuis affisré

gue ¢ ;ﬂ le wombre des dizaines qu’elle peut avoir.

% Jéleve ce pr_e:nm caraltcre 2z a fon q=1:r..‘:{' qui eft 4,
& jc I'écris fous 8 pour I'en fouftraire. La différence eft 4, que
jéeris encore au-deflous.

3% A caté de cette différence 4jabaifle la trancheinivance
41, cé qui forme le nombre 441, {ur lequel je raifonne ainfi :
Dans ce nombre doit étre contenu le double produit. du nombre
des dixaines de la racine , multipli¢ par les unités , p,us le quar-
1é de ces unités : d’ailleurs je fais ( 156 ) que le produit du dou-
ble des dixaines par les unités , ne fauroit {e trouver dans le deg
niercaraétére. Il faut donc pour trouver les unités (zg ) divifer
apart les deux premiets caraltéres 44, par le'double du nombre

es dixaines ¢crit 2 la racine , ceft-a-dire, par 4 8.il vient
pour guotient 11,

4" 11 eft clair qu'on ne peut éerire 2 la racine 11, ni méme
dans aucun cas plu~. deg ( car autrement le caratere précédent
nexprimeroic point jufte le nombre des dixaines de la racine ),
Jeflaie donc ¢, comme étant le nombre & un caradicre le plus
approché de 11.

5% Enfin pour {avoir fi je dois écrire g, je
le double du nombre des dixaines , & je I'élevea fon quarré
(ce qui fe fait 3 la fois en U'écrivant & 2 cOté & au-defious de

le multiplie par

{ &) Sil'en formoir ces tranches de gauche 4 droite de certe manides §4°1, on
chercheroit fe premier caralére de la racine dans un des deux derniers caracié-
gps du quacte , e qui feroir abfurde ( 156 )

E
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4 (caz. 1.), pour multiplicr 49 par g ). Portant enfuite ce pros
duit fous 441 pour en fouftraire , je vois quil n'y a point dé

refte , d'cu je conclus que la racine quarée exacte de 841 eftag
Exemere IL

284104 } 533 Racine
25

Premier el .0 84r 163 Caze 1 1063 Cazea,
200 {3 3

Second refte....... 32704 A
31 89

Peenzee refle . Sl woe

158. On propofe d'extraire la racme quarrée du nombig
284194 ( Ex. I1.) fur lequel jobferve 1°. Que cette racine dc-
want renfermer trois cardfhrcs ( 154 ), les deux premiers exptis
meront un nombre de dwnx“-f"; » dont le quarré ne peut fe'trou-
ver dans la demiére tra (156 ). C'eflt pourquoi jopére da-
bord fur les quatre premiers -aéh res vers la gauche , & com-
me leur racine doit contenir deux cara&\res » je Pextrais ainli
que dans Pexemple précédent , auquel il fuffic de renyvoyer pou
cette partie'de Vopération.

2%, Ayant tronvé pour le nombre des dixaines §3 , avee
un refle 32, jabaiffe & c6té de ce fecond refte 1a tranche fis
vante 94, ce qui compofe le nombre 3204. Enfuite pour les
ons dites ci-deffus ( 3% de ry7 ) , je double le nombie

3

§3 Cerita laracine , ce qui denne 106 , 8 je men fers pout

LI,'_"._.
4
=5
@
]
-t}

it les trois premiers caractéres du nombre 3204, 0t

Taie'done fi 3 doit érre écrit 4 la racine.

39. Pour m'affurer fi 3 eft le caralkére que je dois éerire il

racine , je I'deris dcoté & au- (.{.':.x(:i..s de 106 (caze 2 ). prenant
le produit de 1063 X 3 ==3189, je -le porte fous ]e nombre

3294 pour Ven fouftraire. Comme il me vient ro§ pour refte]

1
1
I

‘ ‘en cong

s que le nombre propofe contient le gquarré de 533,
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L

plus rog. Pour m'en convaincre de nouveau, j'éleve ¢332 fon
quarré ,' & le fouftrayant du nombre propofé, je trouve pour
refte 105. Le Scholie fuivant va nous apprendre que ce refte
neft pas trop grand , ou bien que la racine ne fauroit étre
§34

159. Scu ot 18 5S¢ Pon eleve an guarré deux nombres dous le
premicr furpaffe le fecond d'une anisé feulement , le gmareé du pre-
mier furpaffera le quarré du fecond du double de ce fecond -1 .

D e m. Soit le plus petit nombre ==a, le plus {
o+ 1. Donc le quarré du premier fera a, & celui du fecond a2
~+ 24+ 1 ;leur différence eft donc 24 ~~1, ce qui exprime

que le quarré du plus grand nombre furpaffe celui du plus pe-~
tit , du double de celui-ci 4 1.

160. CoROL L. Si donc aprés Pestratlion de la racine quarréz
3l viens un vefle plus grand gque le double de ce gw’on a écric a la
pacine , on peut augmenter celle-ci de 1 5 mais on ne le peut point fi
ce refte neft pas plus grand que le double de ce quion a écrit
alaracine , comme dansle dernier exemple.

161. On voit bien que l'on a la racine d'une fraclion en
extrayant celle du numcérateur & du dénominateur. Ainfi

Vas__as . 16 __4
81 g? P

162. On ne donnera point de régles pour extraire les racines
cubiques qui ne doivent renfermer qu'un caractere. Il fuffic pour
cela de recourird la rable fuivante, qui contient les cubes de

r

zous les nombres exprimés par un feul caralicre.

Cabesiv. 1.8.27. 64,125 .216. 343 - §12 . 720,
RacineR i i1 0o 3 el ki LG L B D,

163. On pent faire fur les cubes numériques les refléxions {ui-
vantes, analogues & celles qu'on a fait fur les quarrés, & les

démontrer de méme.
1°. Un nombre ¢tant donné, on fait combien de caraétéres
il auwrad fa racine cubique ( 155 ).
2°,8iala facon d'unbineme (149 ), on ¢leve au cube un
i

-
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nombre compofé de deux parties ( 20~y ) dont 'une contiéns
des dixaines & l'autre des unités ; 1°. Le cube des dixaines fera
au rang des mille , c’eft-3-dire , qu'il laiffera trois places apits
lui vers la droite. 2° Le triple produit du quarré des dixaines
par les unités en laiffera deux , &c. ( On n'a pas befoin de cons
poitre les places qu'occupent les autres parties du cube pous
extraire la racine cubique ), :

ExeEMPLE,

Nombre donné.....

15'683 } 25 Racine,

3
.7’683 { 1z Caver.
58

164. On propofe d'extraire la racine cubique du nombre 15683,
Je le partage dabord en tranches de wrois caraéteres, allantde
droite a gauche , de fagon que laderni¢re n'en a ici que deux,
& par ld je vois que laracine ne peut avoir que deux carac
reres (155 ); enfuite je raifonne ainfi, :

1°. Le plus grand cube contenu dans 15 eft 8, dont la racine
eft 2. Jécris 2 4 laracine, & ce [era le nombre des dixaines
(163). o

2°. Jéleve ce nombre 2 ancube, qui eft 8; & le portant
{ous la premiére tranche 15 , je 'en {ouftrais 5 & jai pour reite
7, 4 coté duquel y'abaifle la tranche fuivante 683 , ce quicoms
pofe le nombre 7623,

3°.Dans ce nombre 7633 doit fe trouver(r40)le triple quaréda
nombre des dixaines multiplié par les unités , plus le triple

—r—

quairé des unités multiplié par les dixaines , plus le cube des
unités. Mais pour découvrir ces unités je n'ai befoin que de la
premicre de ces trois parties ( 163 ).

4. Je fais que le triple quarré du nombre des dixaines , mul-
¢iplié par les nnités , laiffe deux places aprés lui( 163 );jele
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cherche donc dans les deux premiers caraltéres »6 du nombre
7483, Pour trouver ces unités , jéleve 2 3 fon quarré qui eft 4,
& fon wriple fera 12 ( Caze 1 ) dont je me fers pour diviler 76,
ce qui donne 6 pour quotient.

3°. T ne s'agit plus que de prendre une partie convenable de
¢ quotient. Mais pour la trouver, le moyen le plus fimple eft
de fuppofer dabord 6 alaracine & de voir fi 26 élevé au cube
peut étre {ouftrait du nombre propofé. Or, il ne le peut pas,
puifque (26 )} = 17576. Jy fuppofedonc 5 , & je vois fi (25)>
peut étre foultrait du nombre propof¢ ; je trouve qu'il le peut,
puifque (25 )3 =r15625, & qu’il vient pour refte §8 , d'oil je
conclus que 13683 n'eft pas un cube parfait, mais que le
plus grand cube q11°il contient eft celui de 25.

165.0On voit affés que fi la racine devoit contenir d’autres
caraltéres , on les trouveroit en abaiffant i c6té du dernier refle
la tranche fnivante , & confidérant ce qu'en a écrit A la racine
comme un nombre de dixaines avec lequel on répéteroit les
mémes operations que nous venons de faire,

CHARITTRE LIV,
Ot Uon expofe différentes méthodes d approximation.

166. L EMME. Si un nombre comient des décimales , fon
quarré en contiendra le double | fon cube le rriple | re.

D.Ce nombre entre deux fois comme faéteur , pour lormet
le quarré, trois fois pour formerle cube. Donc ( 64 ) &c.

167 Coroczr. Ul fuic deld gue pour avoir un certain nem=
bre de décimales & une racine , il faur en ajouser le double & fon quar-

, lerriple a fon cube , e,

162. ProsL i ME L. Ondemande un nombre fi approchs de la

. . 3 1 I
racine quarrée de 2841945 qusl wen foir pas ¢loigne de =

Sor. Jobferve dabord que tout fe réduic 3 faire entrer
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deux décimales dans la racine , puifque Uerreur ne fauroit éue
1 - <3 .

alorsde — ( 61 ). Pour y parvenir, j'écris dabord deuxoila
fuite du refte 1oy déja trouvé ( 158 ) , & jai le nombre 10500,
fur lequel opérant 3 'ordinaire , je trouve o pour premicre des
cimale de la racine. Mettant enfuite deux autres o a la fuirede
10500, j’ai 1050000 quidenne 9 & la racine , avec 9ogro pout
sefte. Ainfi 533, 09 cft laracine quarrce {i approchée de 284194,

s R 1 31y

qu'elle ne s'¢loigne pas de — de la veritable.

. 100
Exewverrs

Nombre pi"ﬁpofé . o0 e 284194 §33 .00 Racine.

10§y00'00| 106609
0594 81} 9

Refte. .. .g0519

169, On voit aifément que pour approcher d’'une racine cu-
bique , il fandroit écrire troiso aprés chaque refte ; & quen
général quelle que foit la racine ind¢terminable dont il s'agira ,
on en peut approcher de telle forte que la diflance a fa vraie vas
leur feva plus perite qune quanticé affignable quelcongue.

170. Proerime I Trowver la racine quarrée approchie
(E? % w—xZ,

S o L. Prenez pour premier terme le plus grand des deux,

5 L I

. €X. a élevez a2 — x2 4 la puiflance - par la méthode
P B, 5 P |
ci-deflus (135 ).La racine fera d’autant plus approchée que s

e AL P % 5 e T i X
fera plus grand par rapport 4 ¥ , & que la puiffance - renfer
mera plus de termes!

Je forme donc la fuite A que je réduis 3 A'. Enfnite obfer-
vant quici le fecond terme divif¢ par le premier donne —

N 5 . . . gy
o, ¢ twouve la fuite B, qui fe réduic a B
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1 I I 2 | 1 4
S gt o R B e
gAR e 2 AN Y et
2 2 3 4 5
SR 1 3 §
A Sl e S e W SRS
s i s BT
(BJ ( x x4 x6 jug sfvle
cal 1 — — e e e Ea
a2 gat 1648 1284 128041° )
(B“‘ xt x4 x6 5.-‘5
o A T ——— — —m— s . 4 % w
4 247 8a3 164} 12847

Cette dernicre exprellion peut encore fervir i trouver la ra-
cine approchée d’'un nombre. Car fi 'on demande la racine
quarrée de 15, on peut faire 1§ = 16 — 1 == a2 — x*. Done

Vij“—q.-—-z——r :
3 5!2._-—66;}31."”"' :

yi.Prosrime LIY. On demande la valeur anfi approchée

a-
gion voudra de cetse fraélion

G2 — g3
S o 1. Faitesdifparoitre le numérateur en donnant cette for-
mea* (4* — x2) 71 ; & ayant trouvé la puiffunce — 1 de a2 —
s*, multipliez tous les termes par a2, Or (137) cette puiffance

I x2 x* x6 X8

A e IOUVEE == — = == = =— o o o — | e
a* a* af ab alo
ot d X x4 x6 8

Donc == e = = e o e — e L L.
e S—e a* at ab a®

172. ProsrEms LV. On demande une fuice infinie quires

a"._ — L

préfente la walewr de la fraétion
AL e X2

Sor. Jopére icicomme dans 'exemple précident , cefl-
d-dire,, quc je fais di}‘paro'in‘c la fraétion en écrivant i {a place

(a2 ) (a2 = x2 )1 n'ai donc' qua multiplier par 4*
= s+ ]a fuite que j'ai eu pour exprimer la pniﬁ‘amcc — 1 de
a* — 2, Or faifant cette multiplication , & sarrérant a la fi-
xiéme puiflance dex , on trouve 1, ainfiquon le trouveroit
par 13 divifion ordinaire, Voici le détail de ce caleul.
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o+ ﬁ* ﬁ6

= I.
X2 xt %6
ar at af

3.0BSER VAT onNS. 1% Si Pon fuppole dans ces exem-
ples que a = x , on peut, dans le troifieme probléme , écrire s
pour  , & Lona > =1 I+ 1~ 1 ... Ccft-4-dire que
;— doit donner un gquotient plus zrand que route quantité affigrabls

2% Sil'on {uppofe également dans le quatriéme problémed
=, le numérateur & le dénominateur de la fraction fe ¢
duifent 20, & lon a S =TT,

Nous pouvons donc remarquer déjd des quantieés les wies
plus grandes , les autres plus perices (169 ) que soute quantite
aﬁigméfe.

CHAPRFITRE A

Dy ealcul des radicanx.

74. 0 N appelle guansités radicales ou radicanx toutes celles
qui font affeétées du figne /. Si elles font telles que la quan
tité fous le figne foit une puiffance exalte du degré du radi-
cal , elle fontappellées commenfurpbles: fi 'on ne peut quap
procher dela racine indiquée fans jamais la trouver ‘exatte-
ment , on les nomme incommenfurablesy & fi extraétion de la
racine eft impraticable , comme il arive dans les racines pai-

I
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1és des quantités négatives, elles font appellées imaginaires ou
J'rr.'faﬁ"ft}fer.

Ainfi /64 eft une quantité commenfurable: /2, :/6{'0111:
des incommenfurables ; v/—z , v/—6 font des imaginaires, fur
lefquelles on remarquera que I'extraétion de la racine ne peut
sexécuter , & que dailleurs £ elle le pouvoit, le réfulrar en
{

it incencevable , puilquiil ne pourroit étre ni pofitit , ni né-
gatif , pi zcro.

17§, Lemme On ne Cha‘“’"’é‘ ?w?ﬂt la walear dun radical
:i.;{;if.';l.i.‘-‘f o d"U'i‘-.'i-iSTI JU}E L".‘( OJ:IFH‘ P.ﬂr Ze ?TI{,"HE‘ nombre ij’. 13:! 1~'

plie ou qui divife lexpofant des q.m:xrrru qui font fous le figne. Ainft

6§ 2.6 = 3
2 4
Vﬁ4 —_ V a‘i--x — V (.;L=Vaz,°

176. Propt &M L réduire pluficurs radicans au méme
expofant .-j'-m.r changer leur valear.
Sor. 1° Prenez le pfodmt de tous les expofans,, & ce fera
l'expofant commun, 2°. Elevez chaque quantité 3 la puiffance
defignée par les expofants des autres radicaux

Ainfi \/..f"f, \/ 4, deviennent r:/.."”“‘, :i'.fi-‘" (il eft évident
(175) que la valeur des radicaux n'a pas changé , quoiqu'ils
ayert été réduits au méme expofant ).

Quelquefois fans toucher d-I'expofant d'ust des radicaux , on
raméne auntre 3 {a valeur, Ainfi pour réduire au méme expofant

va,v/a*, je me contente de ramener le dernier 2 \!/ =
177. P R o s L & m v 1Y, Donner un coefficient a un radical , fans
changer fa valear.
So v. Divifez la quantité qui eft fous le figne par ce coef-
cient ¢levé & la puiffance que défigne 'expofant du radical.

AL , / 3

Ainfi v/6* ayant 2a pour coefficient , devient 24 E/

. ; R or

(il eft clair que par 13 +/4* ne change pas de valeur, puil-
gquonYa maultiplié & divifé par 2a).

178. Prozr 2w e ML Oser le coefficient & un radical , fan:

changer fa valear,
! L
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S o . Faites paffer ce coefficient, comme facPeiir, fous e
radical , en U'élevant 2 la puiffance défignée par lexpofantdu
radical. i

- P > .

Ainfi av/b devient y/am5. 4/ 2 devient +/3z.

179. Prosrime I V. Maltiplier des radicaus.

Soz. 1° Siun des falteurs n'eft pas radical , faites-en le
coeficient de lautre. Ainfl v/ @) X 26 =26/ 4./ 8 X 4=
4v/8. :

2%, Siles deux fa&teurs font radicaux , réduilez-les d'aboid
au méme expofant( 176 ) : multipliez enfuite les quantités qui
font {ous le figne , & donnez au produit le radical commun,

: 3 71 8 6 6

Ainfi yar X Vb =/at X VB2 = Vath? L 4 X W2
W/8.

9 1 [ r - c, d L -

Dew. Il faut démontrer que va™ X /6% = /o™ bé" , ce qui

" me drr- m d 2
doit étre ainfi; car /o™ b9 o g7¢, pne =g " ¥ b == yfa® ¥
(]

:E’({_

Exemerzs,

. Bl ady/oed 14-y/==3

Fadteurs Falteurs &

¥y =3 /3
Produit. XXy Produit 4
‘ X/ —a X~/ —a
Fadteurs { Fatteurs { R (S

Loy [ e d | x—q
Produit xrd-g Produit 27 gt - iNemp?

180. L'on conclura d’aprés ces exemples , que la multipl-
cation des quantités radicales fait fouvent difparoitre le fas
dical ;& qu'ainfi une quantité rationnelle pear avoir des incoms
menfurables & méme des imaginaives parmt fes factenrs,

181. Conovrr On conclura de-la, que toute quantité rad
dicale peut éwre vegardée comme le produit de dewx , ou de tlufienrs
yadicaux gui ont méme expofans. Ainfl pour v/a’l on peut €cnire
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Val/b,ou y/a* Xv/ab; de méme pour v/==ab on peut écrire
v —an/b > ou bien v/abiy/—1,

182, D'on il senfuic gue Pon ala racine dun prodate en pre-
nent celles de fes fatleurs & les mauldpliant enfemble. Ainfi
Varbr=y/art.\/br=ub 5 \/4. 0. 16=2.3.4=24.

§il atrive donc que les racines de quelques fateurs foient
exaftes ; on écrira leur produit en forme de coefficient devant

le produit des autres racines. Ainfi \!/.:J:} , devient :/sa -‘.\i’();ou
a\;'b 3 afar—4arh = far X \,"vi_-.':b_:a \/1_—+-H.(a-, Vz7=v9
XV3=3V3-

183. REmMarque. Cette opération apprend 4 fimplifier
un radical , ou bien i faire paffer hors du figne , une quan-
tite qui eft fous le figne ; ce qui ne peut avoir lien que dans
les cas o Ja quantité qui eff fous le figne a pour falfeuwr une puifs
Jance du méme degré que le vadical,

184 PrasrEme V. Divifer des radicans.

So . 1° Sile dividende ou le divileurne font point radi-
caux, opérez i l’o:d\inaire. Pour divi{e:;' a par z/s}, éerivez
— ;pour divifer v/4 par a, éc rivez—y/b.

n b a
2°. 81 l'un 8 Pautre font des radicaux , reduifez - les d’a-

bord au méme expofant, divilez enfuite les quantités a 'or-
dinaire , & donnez au quotient le radical commun.
6
: D wat s N
Ainfi , en divifant v/a* par v/a on a ——= v/ ; en divifant
]
fnd
v a
6
a3 - 3 \/9 G
V3 paryz, on a——=v2
6 g
Ve

n <
D e m. Il faut démontrer qu'en général v/am divife par /9%,

ne nc mf_

i T g ame a e
nne -

onne — «Or, cela eft ainfl. Car —_—= —

b=d End nd

&)1-‘
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an :/a”‘

d ©
o
185. appirtion & la fouftraction des radicaux fe fom
fuivant les régles ordinaires. Il faut feulement , dans la foul
traétion , obferver de ne point changer les fignes de la quan-
tité qui eft fous le radical iau!l’m:ft, mais fe u}emem le fgne
qui le précéde. Pour foufiraire y/qr—zab de +/25—26, jéct-
fai v/ 24—2b6—y/ a?—2ab,
186. Prosrime VI élever un vadical & [fes puiffances
S o 1. Sans changer l'expofant du radical , élevez les quan
tités qui font avant & apres le ﬁfrne 4 la puiffance demandée.

Exempres (2 \3/;4 \’——4\/u‘5 5(6 \/1 \2#56\/’44_71.

Dem. I eft évident que (d;/ 7 )P =P+ 4 "*“dP\/a”‘P

187.Co Ro i, Quand la puiffance demandée eft du mémelis
gv€ que la racine , il fuffie d'drer le figne radical. Ainfi (+/ad )
=2} 5 ((W/—a)* ou y/—a X \f—a—=—

188. Il fuit de-la, que fi I'on multiplie deux imaginairesdu
fecond degré qui ayent la méme quantité fous le figne radi-
cal comme ~pv/—a X4-\/—21, leur produir feva fscgarrf fellu

1t prr.’:.’-,wc.r da méme 'rr""c Ser ;f,rm if » 7 7 elles {E;m ».*-ré::e'dée.r de fi fg.
nes ::;-’;w.s: 0 AN —n/ —a Y g iz V=g )=t (=)
= e, De méme — 3/ —ia X = /) —a==—+ { \/—-4 Ji=t
{ Mz) =, ;

Mlais o yf g Y/ =g Ol =/ —2 x___.-é-;/--.::—- (/=)
e (— 4 ) =-a.
On pourroit encore le prouver, en difant que ~y/—aX

T
o

AV —a= (1 X V' —a) (41 X Va)= (1 X~+1) ( V=2 )}
=1 X —ea==—-1. On diroit de méme que —-y/w—a X —y/—i=
J."" e )(‘/-n,,‘=~-1xwa —~f~d,
8o ProsrEME VIL Exiraive les racines der radicaus,
?- o _,i le radical a un coefficient , prenez , sil fe peut,

fa racine ; ou bien faites-le pafler fous le radical ( 178 ).
29. Sila quantité quieft fous le radical propof€ & wne @
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cine exaéte , extrayez-la 4 Uordinaire, Ainfi v/ ( :./8 Ye=n/2.

3% 8i la quantit¢ quieft fous le radical propofé ne donne
pas de racine exalte , multipliez 'expofant de ce radical

par celui de la racine demandée , & fans toucher an

refte, lr= pr odu't fera Icw(pofam: de la racine cherchée. Ainfi

v(\/a‘)"\/ﬂ‘ ; \/(\/ 11«)=\/”-
Dewm, 1l [uffit de démontrer qu en gt,mml ‘/ \/a”' = \/u 5

Or, cela eft ainfi ; puifque \/ Mo g wr = ‘/..'1 = \/ ( ;/s- )

ars

190 On conclura de-la , que v/4 —v ( \/« )= ‘/(\/ (\/d))

& qu'en général au lien d'un figne vadical , on en pews mestre plum
fieurs Les uns fur les avtres , pourvs que lmr: et;,onmﬂr: Jozent les

f.: :rx.:.r de I‘rxpcﬁ:m du premier vadical, Ainfi ‘/16_ ;/ V16
VE=V (V).

-CHAPLRKET RE VE

De¢ quelques propriétés des imaginaires 4 & de leur ree
duction a la forme m Z=n}V —1,

191, U N e quantité radicale ne peut étre imaginaire , qn'au=
tant que I'Expofant du radical eft un nombre pair , & que la
fomme des quantités qui {ont fous le figne eft négative. Cerre
fomme peut donc éme repréfentée par —b s & comme tawt
nombre pair réfulte du produic d'un nombre impair, par quel-

que puiflance du nombre 2 ( 82 ) 5 appellant ce nombre im-

I
pair- quelconque r, je poutrai prendre pour expofant d’u
radical imaginaire quelconque , le nombre r. 22, De {orte qu
r.2P

{“a

- ~b exprimera une racine paire quelconque d'une quag

tité négative. S'il y a quelque quanuté réelle qui précéde
Vimaginaire , je pourrai la défigner par 4-a, & jaurai 49
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via? ;
4§/ —bqui fera en partie réelle & en partie imaginaiee,

v r.2k riz 8
Or, -+ V—-— = V—!—«ﬁx Vu--r (181 ). Défig-
r.2pP
nant donc la quantité réelle - V+J at ==, je poutrat
¥.2P
changer tout radical imaginaire en celui-ci =4=8 -1,

192 Tufor. I. Toute vacine paive dune quantité négaive
peus ive yamenée a une autre racine dont expofant eft un des nombres,

2, 4, 8, 16, &rc.qui fone les pusffances f.scceﬁ've.r de 2 5 o bit
#.29

V—f; peur roujours prendre cerre forme V_n‘

DEem. # étant un nombre Empair s V/—b pourra toujours repi-
{enter une qmum ¢ réelle & né gauv:. (143),que je peux défigne

par —n. Je puis donc , fans cl cmm’r la forme lﬂlaéll}dhc > Al
Y2 F

place de V—_*’ écrire V v.—b , oubien V"n'

donc &c.
Ainfi \/—'13‘_\/(\/—33)—\/——-.1. De méme v,/-—::f—-\/-du
'IZ
=y (\/—“) V—imy/ (V/—a). v’—ﬂ——\/ (V-—“)
Ug T u £ o r. LL Toutes les puiffances pairés dune imaginaire me
nome du [econd degré font der quansités véclles 5 & toutes fes pui{fances
smpaives [ont des imaginaives de la méme forme,

. Dear, 1°. Tout nombre pair peut étre repréfenté par z ¢,poutyi
que ¢ repréfente une entier quelconque. Or, ( W—b )=
(—b)*t, quieft évidemment une quantité réelle.

2°. Tout nombre impair peut étre repréfenté par 2¢ - 1. Ot
(V —b) 1= (y —b) 3t X (V—b) =—bt X = \/b Xk
W —1. Sidonc je défigne par 4 ula quantité réelle — & X &
b, Jaurai ( y/w=b )2+ 1=xpn y/—1. Donc , &c.

194.S ¢ 1 o L 1 8. On doit remarquer ici que == # v/==1 ¢levt
3 {es puiffances paires {ucceffives 2, 4,6 ; 8 , &« devient wiy
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nt, —ub,4-n?, &c. .. Quel que foit le figne qui précede
le radical. Mais ~.ny/—1 élevé & fes puiflances impaires 1, 3 ,
§,7, &c devient 4 ny/—r1 ,. ~—n? /=1, -1} \/—1 , ~—n7
v —1,8¢c.Tandis que —n+/—I1 élevé i ces mémes puiflances im-
paires devient —ny/—=—1 , + n3 /—1 ,—n7 /—1 , 4017 y/—1,
&c. De forte que fi dans un méme calcul on avoit i pren-
dre la fomme de toutes les puiffances impaires de =4 ny/—1 ,
& de —ny/—1 , ou feules , on multiplices par les mémes quan-
tités , on feroit afluré que cette fomme fe réduiroit i o.

195. Tafor. 111 La fomme d'un nombre quelconque d'imaginai=
res monomes du fecond degré peur éive repréfeniée par cere [eale
imaginaire dny/~—~1.

Dem.pv —aty =/ —ech-&c=t-f a -/ b v/ 0, 4-&c
Xy —1. Orle coefhicientde v/—1 étant une quantité réelle,
je peux le faire =--n , & jaurai pour expreffion de cette fom-
me, 4ny —1I.

196. Remar ques. L. Tl peut arriver que les imaginaires
formant des termes femblables , leur fomme fe réduife 2 0,&
alors n fera o,

11 Sil atrive qu'on ait des quantités , en partie réelles , &
en partie imaginaires , on pourra exprimer la fomme des réclles
par +-m, & celles des imaginaires par ~4-ny/—1 , de forte que
-/ —1 peut repréfenzer la fomme d'un nombre guelcongxe d'ix
maginaives du fecond degré , en obfervant de faire m=o , il n’y,
4 point de reyme reel , & n==o fi les imaginaires [¢ détrniftnt. ;

197. T u £ ox. TV, Quelle que foit la puiffance réclle p , alas
guelle on éleve une imaginaive de la forme a-/—b , elle givdera
foujours la méme forme,

Deu. En obfervant de prendre a pour le premiet terme,on aura

P P P-x ... Pp-r P2 3
(V=) =a 4ps  (dhy/—b) Apvd (£V—b)

Pp-Lip»2.p-3 P-4

¢ kv~ ) + &

P Bp-1oP-2 P-3 3
" iRV )+
243 2.3.4
De forte que v/~b fera élevée 3 toutes fes puiffances fuccef=

fives1,2, 3,4, &c. Ainfi les termes o4 cet gxpofant fera paiy

-
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feront des quantités réelles , & ceux ot il fera impair ferontdss
imaginaires de la forme v/—#% (193 ).On pourra done exprimer
la fomme des termes réels par 4+-m, & celle desimaginajres
par —ny/—1. Il faut donc que la puiffance prenne la forme
m—ny/—1 , qui eft la méme que celle de la racine.

197. C o R o L r. Il fuit de la qu'une racine quelconque d'une
imaginaire de la forme a4~/ ~b doit garder la méme forme,

? 3 ;
puifque v/ a4y —b == 4/ —0 ? ,qui doitle repréfenter fousla
méme forme (196 ).

198. Remarques. On obfervera 1°. Que dans la puil
fance piln'y a que les termes de rang pair qui reftent imagh
naires , parce que dans cenx-1a feulement le falteur =3/~
elt élevé 3 des puiffances impaires.

2°. Que la fomme de deux quantités de certe forme (b
b/ —1)? & (a—by/—1 )P ne contiendra aucun terme imagis
naire , parce que les termes de rang pair {eront femblables dans
les deux fuites & auront des fignes contraires , puilque toutle
refte érant ¢égal, une racine contient +by/—1 & lautte=b
V/—1. Ainfi les termes imaginaires {e détruiront & la fomme
fera réelle.

199. PRoOBLEME Ondemande a quelles conditions on peusrée

‘Auire \?——.1 ala forme m=-ny/—1, 4

S o 1. Suppofons que cela foir fait & que nousayons y/=t
==m-+ny/—1 ; en ¢levant 2 la quatricme puiffance on aura =
=m* - gm3ny/ —1 — Gri*n? — 4mn’ y/=1 - n*. Or le premigt
membre étant une quantité réelle , il faue que le fecond le foi,
& quainfi les termes imaginaires fe détruifent. La premicre con
dition fera donc que gm3ny/—1 == gmndy/—1 , ou bienqe
m=n, 2°. Tl faut qu'on ait enfuite —a=—m*—6 m2a* - n*, ¢

] 4 ;

qui donne 4m*=4a, ou ::r.:‘/;. On pourra donc toujours s
4

duire v/~—a i la forme mfny/==1, en obfervant ces deuxcon

4
ditions 1°. Que m=n. 2°, Que m:\/z.
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200. T 1 £ o r. V. Tonse racine paire d'une quantité négative peup
érre ramenée @ cetse forme m—=n y/—1 ;3 m & n étane des quansités
reelles. \ -
Dzu. Toute racine paire d’une quantité négative peut devenir
4.2p-2

2P :
y—a. Or 3 =4.2""%, Donc ‘/—-. g/—--.a,_.r\ ;/——-.z)"hz

Mais en faifant m—; ,_,\/ »a la place de V’—-,; je pa is prendre

I

M-t y/—1. Donc ( v;/—-a)z 2= ( mn y/—1)22-2, Or,la puif«
fance :._ de la quantit¢ m—-ny’—1 garde toujours cette méme
2P

forme ( 197) 5 je peux donc toujous faire v/ —a=m—-ry/—1;0u
bien toute racine paire d'une quantité nc gamv* Bec.
20, Cororr. Tl {uit de-la giune racine quelcongue d’une
&

- - . - =
quangité en parsie réelle & en partie imaginaire , relle que /' (a 4=
pid
V—b) peur ére ramenée i la forme m—-n v/ —1.

zp
Car + y/—) peut prendre cette forme c—-dy/'—1 (199);
y q sealia s
8 apres ce changement nous aurons V i~c-dy/—1; oy bien

en faifant a—4-c=m , d==n, il viendra y/u iy —t , qui doit
garder la forme m—ny/—1 (197 ),dans laquelie m & » fonr
iu!]es.

e
=
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SECTION TROISIEME.

Des raifons , proportions , progreffions & logas
rihtmes.

CHAPITRE“PREMIER,

Propriétés génbrales des raifons.

202, D EFINITION. On entend par raifon , le vappore
de grandewr de deus quaniirés,dont Pune eft , ouwpene étre [uppofie
pariie de Pautre ;5 & par partie nous entendons wne perite quanjité
comparée a une plus grande du méme genre. Les deux quantites
comparées {e nomment les rermes de la raifon ; 8 pour diftin-
guer ges termes, le premier eft appellé antécédens , & le {econd
conféquerir. On les écrit l'un & c6té de lautre , en les fépamnt
par deux points , de cette maniére 4 : b, ce qui fignifie la raifon
deaabs.

203. [l y a des quantités que nous ne faurions concevoit.fon
le rapport de tout & de partie. Comme p. ex. une toife 8 ue
hc-uLL ,un nombre réel & un imaginaire , une ligne & nne fir-
face , un nombre abftrait & un nombre concret, une quantitt
pofitive & une négative , le fini & linfini, &c. On ne peit
donc pas ¢tablir une raifon entre ces quantités. Ce qui prouye,
qu'outre des incommen{urables , il faut reconsoitre des sncoms
parables parmi les quantités.

204. Une méme qua'ltité comparée avec des quantitésiné
gales, ne fauroit avoir avec elles, les mémes raifons ou rappots
de :;31(3.?1;;‘;&:1",411‘1;;9 par ex. étant ph s grand parrapport 3 1,que
parrappoita 3 5 les deux raijons de 9: 1 & 97 3 ne {auroient
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crre cgales.Cela fuffit pour faire conelure 1°.Que les raifons font
{ufceptibles d’angmentation & de diminution , & gqw'aiafi elles
font de wraies guantirés, 2°, Que fous ce hmpmt elles peuvent ctre
comparces entrelles , & aflujetties a des mechodes de compo-
fition & de réfolution. 3°. Enfin qu'elles admettent entr'elles les
rapports d'oppofition ; & quainfi il faut les diftinguer en pofi-
tives & négatives. Or, i l'on fait dépendre cerre oppofition de la
fagon d'étre des deux termes comparés , on conclura que le rap
pore de ma%ar;'.r.",q:J'unc grande quantité a par rappott & une petite

clt l'oppole du rapport de minoried, que la petite a par rapport i l:t
grande. Et qu'ainfi le rapport d'égalité ( qui, d’apris notre defi-
nition (202 ), ne forme pas une raifon proprement dite ) de-
vient o ; puifqu’il ne peut érre ni pofitif ni négatif, & que d’ajl-
leurs ileft le paffage de 'un alautre.

Les anciens ont appellé raifon d'7négalité majenre celle qu'une
grande quantité a avec une petite , parex. 9 : 3 , quenous ap-
pellons raifon de minorieé: raifon d'inégalité mineure, celle qu'une
petite quantit¢ a parrapport & une plus grande , parex. 3:9,
que nous appellons raifon de minoriré : & raifon d'égalicé
( qui neneft pourtant point une proprement dite ) celle qu'une
quantit¢ a avec fon égale.

205. Ax10 ME. Der quantités qui ont méme vaifon ou rappors
de grandeur avec une troifieme , fone égales eniv'elles, Parex. fi @ : 1
=g ‘1,0n a{=q.

206. Tu o REME. Silon confidéve les termes de deux on de
Phn

uns rml' If.’f :‘H!N‘é'.f {Iﬂﬁ! .!,!? mrme DP‘(AJ'L‘ 3 &(’I q;if-'fh;'h‘!.f egaux IJIUI"_

ieurs raifons comme des nombres abflraits , & quon les divife les

gueront des vaifans ézales; & réciproguement.

Dem. 1°. Sil'on a ces denx raifons a1 5, c: d & qne n
en conclura quea:b==c:d, Car uppcllant Q le quoncm de
&> on a auffi Q pour celui de 7. Or, parla nature de la divifion,

a.o-—-") 18&c¢:d=0Q:1. Doncastb=c:d.

2% Staib=cid, onen coaclura que -=- Carappellant @

M ij
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-le quotient de%&qcelui dsg, onauraa:b=0:1, &=

g:13doncQ: 1=¢q:1 ;& par conféquent Q=7 (205) olr bien

Fligpi

207. C o R'0 & L. L Les guotients que donnent les termes des tai
Jous divifés dans le méme ordre , font done des indices de Uégalitéw
de Uinégalité de ces raifons, 11 eft indifférent quel des deux termes
on divile par l'autre, ponrva qu'on obferve le méme ordre dans
chaque divifion.

208. 11 a: b =an:én, puilgu'en divifant les antécédent
par les conféquents, le quotient dans la premicre eft ;- 8 das
la feconde == ou <. Pareillement a: b= —:;:-:;5 puifque lun&
Yaurre quotient eft ;. On ug change douc pas la valeur d'une vatfon,
en muleipliant on divifant fes deus termes par la méme quansité,

209. D'ott 'on conclura 1°. que la raifon qui regue enive drs
quantitée qui ont un facleur commun , ¢ff la méme que celle qui
regue entre les deus falteurs variables , on bien que an:bn=a:h
Or, n pouvant défigner un entier ou une fraction , an & &n pel-
vent exprimer des équi-multiples ou des équi-fous-multiplesde
a & de b, Ainfi deax quantités fons en méme raifon , gue lears équy
mulsiples ou leurs équi- fous-multiples quelcongues.

210, 2°. Que fans changer de valear , toute raifonipent éire véduited
avoir Punite ponr un de festermes, Ainfia : b, en divifant fes deux
termes parb,devients: 1. De méme ¢ :d , en divifant pare, de-
wvient 1 : §= e:d;ce quifait voir quele rappors gu'a Lunité
avec une fraction quelcongue ( lequel peut s'exprimer par 1 -.;)
ézale celui du dénominareur de la frallion a fon namérateur.

211. 3% Que fil'ona une fuite quelconque de raifons azé,
c:d,e: f, on pourra, fans les changer( 210 ), les préfenter fous

doh Rt gl & i
cette forme 1: -, 1: -, 1: 2 Or, ici en multipliant les deux ter=

mes de chaque raifon par les conféquents de celles qui la pré-
boadd b2 b

ac ? g e d

’ . &
s¢dent vers la gauche, on a cettefuite 1: -,
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dans laquelle le conféquent de chaque raifon fert d’antécé-
dentd la fuivante.

212. S¢u o L1k Toute quantité dererminee , & par con-
{équent une raifon, peut étre confidérée comme étant parvenue
de o1 une valeur fixe , par des accroiffemens fucceflifs. Ainfi
9: 6 peut étre fuppolée avoir été d'abord 9: 9 ouo (& alors
elle eft dans fon origine ) : enfuite avoir regu un nouvel accroif-
fement , en devenant 9: 8 ; un fecond , en devenant o: 7 un
troifieme , en devenant o : 65 (& alors elle eft parvenue 2 fon
terme ). On peut donc dire que la raifon de o : 6 eft une quan-
tité qut commence lots que le conféquent eft 9, & qui eft com-

| plece lorfquil eft 6: ou bien quia fon origine au nombre 9

¢zal a 'antécédent, & fon terme au nombre 6 égal au con-

{equent (il en eft de méme de tonte autre raifon ).

213, Lorfque plufieurs quantit¢s font lices de telle forte que
le terme de 'une eft Porigne de celle qui la fuit immédiate-
L ment, elles font conrinnes 5 8 elles font diferétes , s'il y a entrel-
les des intervalles vuides. Ainfi les raifons 9:6,6:5,5:2,
2:1 font continues; puifque le conféquent de I'une fert d’an-
#cédent 3 la fuivante. Etcelles-cip: 6, 5:3,2 : 1 feront dif-
. cretes. On pest donc tosijgurs (211 ) prcﬁ*;m‘r une _{iff:e de raifons
diferétes, fous la forme de vaifons continues,fans changer leur valenrs

CHAPITRE JL

Qui contient les méthodes de compofition & de réfolution
des raifons y aver la maniére de les mefurer.

T AT TN S T

214.D EFINITIO N. Une raifon ¢ff dite compofe de toutes
celles donrelle eft la fomme. Parex. flg 1 1=90:6+6: 8 ~~3:1,
on dira que la premicre eft compofce de toutes les autres,

Si lés raifons compofantes {ont égales , la compofée devient
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multiple de chacune delles en particulier 5 {avoir , double,
tiple , quadruple , s'il n'y entre que deux , trois , qud-
tre raifons égales. Dans ce casles Géométres appellent la rai-
fon compofée doubiée , triplée , quadruplée de chacune des com
pofantes ;.& celles-ci font appellées des raifons four-doubleer
Jous-eriptées ; foni-guadruplées , par rapporta la compolée.

Addition des raifons.

215, R& 6 L®. Prenez le produir des antécédents & celui dus
conféquents , & lavaifon du premier produit an [ccond vandrls
fomme des vaifons donndes.

Dz m. Il faur démontrer que a.: & ¢ : d ¢ : f= gees bif
Pour cela changez lesraifons données en raifons continues{zit
& elles deviendront 1 : j —{—; : -jj b ;i : i: Or danr une fuite de
guansicés contimues , pouvvu que le teyme de Uune devienne Poriging
de la futvante , la fomme deir néceffaivement s’ érendre depuis Poriging
de la premiire , fufqw’an rerme de la derniére. Ainfi la fomme de
ces raifons fera 1: ;i_i cu bien ace: bdf (208 ).

216. Cororg. Il {uit de 13 1° gue laraifon gu'il y a ontre
deus produits eff :'c.‘-.’.-_:a}'u':: de celles qui font entre lears produifants
puilque ace: bdf==a : b-+c:id4-e: f.

2°. Que lavaifon qui off enire dews quarrés eft doublee de celle qui
elt encre leurs vacines ; puifque 4> :b*=—1:b+a:b; & qu’ilinﬁ
la raifon entre les cubes eft rriplée : qu'entre les quatri¢mes puil-
fances, elle eft guadruplée ,dec_celles qui fe trouvent enteeles
racines.

3" Que dans une fuite de raifons continues , la raifon di premis
zterme au dernier eft compefe de toures les vaifons de la [uire, Aul
dans9:6,6:4,4:2,0n a 9:2 égale a la fomme de toutss
les autres raifons.

2i7. Scuorie. On oblerveta ici que I'addition des re
fons fournit une nouvelle preuve de ce que nous avons dit pls
haut; favoit , que les raifons de majorité font oppoléesd
celles de minorité, ‘Car dans la compofition , 'effet des wie
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eft d'augmenter,8 celui des autres eft de diminuer la raifon i la-
quelle on les ajoute ; & puifque la raifon d'égalicé ajoutée
a une autre, ne l'augmente nine la diminue, on en conclura
encore que fa valeur eft o.

Soufiraction des raifons.

218. RZ G re Renverfiz les termes de la raifon fouflraite , &
Pajowsant a la précédense 5 vons anrex la différence cherchee.

Deum. Pour fouftraire ¢ : d de a: b, je dis qu'il faur éerirea : &
+d: ¢, & que la vraie différence eft ad: bc. En effet on eft fur
davoir la vraie différence de deux quantités , lorfquien l'a-
joutant & la quantité {oufiraite , on retrouve lautre. Or, ad:1dc
¢ :d=adc : bed = a: &. Donc &ec.

219. Cororr.ll fuit deli quea:b=a:1—b;1;ceft
a-dite , que lavaifen qu'il y aentre deux nombres o waus Pexcés de
la vaifon de Pantécédens & Vundeé , fur lavaifon du conféquent a I'u-
nité : & réciproquement , connoiffans les raifons gque deux nom=
bres a @ bont avec lunisé , on connoit la vaifon qu'ily a entr’ens ;
puifquea: 1 —b:1=a:é.

-

Multiplication & divifion des raifons.

2z0. On ne peut multiplier ou divifer une railon , que par un
pur nombre abfolu ou abftrait (20).0r, pour multiplier 4 : & pa;
3, il fautla tripler; & pourla divifer par 3, il faut en prendre le
tiers,” Dans le premier cas il fautr donc prendre la fomme de
ces trois raifons at b—4-a: b~+a: b quieft a3:43, Sion eut mul-
tipli€a : & par 4, on auroit eu pout produit a*: 4%, §i on I'eiit
multipliée par le nombre n,6n auroit eu 47 : 47, Dol il fuit qu'en
aeneral, pour mulsiplier une raifon par un nombre abfolu quelcongue,
il faus élever fer deas termes & la puiffance défignée par ce nombre 3
& quainfi pour la divifer , él faur exiraire de chague terme lara~
zine Aéfignée par le nombre qui fert de divifear 5 puifque la divifion
dpit décompoler ce que la mulciplication compole.
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221. Uneraifon eft mulriple d’'une autre , quand elle contiet
cette autre un certain nombre de fois jufte. Amfi a3 5 43 eft ui-
plede a: b, parce que 4% : &% contient trois fois a : &, De me«

me a* : £ eft double de yaz: /b2 5 triplede :/al : :/&* Il
faut donc , pour gu’une raifon foit multiple d'une auere, que
les termes de la premiére foient les mémes puiffances des ter-
mes correflpondants de la feconde. Par ex.a’ ;53 eft tiple o
triplée de a : &5 parce que les termes de la premicre font les
cubes des termes correlpondants de la {econde. De mémeat;
b= eft doublée de a1 b, quadruplée de y/a: /6.

222. On ne peut mefurer les raifons qu'en prenant une fais
fon pour unité de mefure , & s'en fervant enfuite pour deéter
ininer la valeur des auwes. Or , dans ce cas chaque raifon me-
furée fera néceflairement multple de celle qui fere dunité
( que yappelle le module) ; & par conféquent les termes de
Yune feront formés des termes correfpondants de Lautre, éle-
vés a la'méme puiffance. Par ex. dans les nombres , fi on prend
10: 1 pour unité de mefure, ¥ faur que dans toutes les i
fons commenfurables 3 cette unité , antéeédent foit une puit
& le conféquent une méme puiflance det.
Ainfi 100: 1 peut étre mefurée par ce module, & elle vaudia
2 fois l'unité de mefure ; il en eft de méme de 1000 : 1, QUi

fance exalte de 10

vaudra 3 fois V'unité de mefure. Mais toute autre sraifon parex,
o:10u8:1oue9: 1 nefaurcic éere mefurée ainf 5 paree que
dans celles-13 les antécédents ne font pas des puiffances’exac
tes de 1o,

223. De 12 on conclura , qu'en adopsane un cerzain fyfiéme , cels
d-dire , prenant sue vaifon déterminée ponr module , la plapars di
antres raifons fone incommenfurables. Par ex. fi l'on vouloit mefue
les taifons que les divers nombres ont avec 'unité, & quon pri
pour module 10 1; il i’y auroit que celles dont Vantéceden
feroit une puiffance exaéte du nombre 1o, qui feroient come
menfurables, c'eft-a-dire , exaltement dérerminables. On flors
voit donc exprimer par un nombre combien de fois celles dela pita
witre efpece cansiement Puniré de raifon 5 mais aucun nombre né Jo
yoiy
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voir exprimer exatiement combien de fois celles de la feconde efpice
(l‘iif‘:{'ﬂ.‘ﬂ.’u’?f cetre Iﬂf!‘f;"-

O &2 AT R E 1 1°F

Des Proportions.

:z.;.L’ASSEI\'IBLAGE de deux raifons égales.form e unepro-
portion entre les quantités qui les compofent. On les écrit de
cette maniére 4+ 8 ==3: 6,0oubien de celles-ci4:8::3:6;4: 8
it 3.65 ce quifignifie, 4 eft & 8, comme 3eft & 6. Le premier
& le dernier terme d’'une proportion font appellés les exerémes,
| & les deux autres les moyens. Si les deux raifons font copti~
tinues , la proportion eft dite conesnue 3 & fi les raifons {ont dif-
crétes , elle eft difcrére. Dans la proportion continue , le terme
quifert de conféquent a la premicre raifon & d antécédent 2
la feconde eft appellé moyen proporsionnel. Cette efpéce de pro-
portion s'écrit ainft +-2:4: 8.

225. THEOREME FONDAMENTAL. Siy a proportion
entre quatre quantités , le produic des extrémes eft égal an produis des

moyens , O véciproguementa
Dew. 1°, Sil'gn a la proportiona : & | % ¢: d,je dis que ad="be.
Cars'il y a proportion entre ces quatre quantités , la_premiére

= 3 s b o
raifon égale la feconde (224 ), ou bien —="> (206 ). Donc en

multipliant des deux cotés par ac ,; on aura be=ad.

2°. La réciproque eft, que ff quatre quantités a, b ¢, d fons ars
rangées de facon que le produir des extrémes égale le produir des mo-
yens , ¢ eft-a-dire , de fagon que ad=bc , elles forment la proporeion

=

¥ & a
a:biic:d.Car fi ad=bc , endivifant tout par ac ,ona -=
Donc la raifon de a 4 4 égalecelle de ¢ 3 d (206) , ou bien (224)
g b e ds

226. Co Rorr L On peut donc faire une équation de toute

proportion , en prenant le produit des extrémes pour un mem-
™N
41
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bre , & celui des moyens pour lautre. Et réciptoquement , to-
te équation peut étre convertie en proportion, en faifant les
extrémes des deux racines d'un membre , & les moyens des deux ris
cines de {aurre,

227.11. Puifque ad==bc donnea = %i o d e %,il s enfuitque
dans toute proporsien, un extréme quelcongue eft égal an produir du
moyens divifé par Pautre exeréme. De méme puifque ad==bc donne

hie= f:-i &t = “—: , il s'enfuit encore qu'un moyen guelcongue ¢f
égal aw produir des extrémes divifé par Uautre moyen.

2.28. IMI. Dans toute proportion continue le moyen proportiocnmel vaus
la racine quarrée du produit des extrémes. Car dansi=az:bic,on
a br =ac & b =y/ac. D’oui il fuit que pour avoir une quantité
moyenne proportionnelle entre deux autres,i faus mulsiplier e
[emble les vacines quarrées des deux premiéres.

229. IV.Puilque ad=bc donnea: & ¢ : d, on voit que dans
deux produirs égaux les racines ( qu'on peut toujours reduie
a deuxdans chacun ) font en raifon réciprogue.

230. V. S'il y aproportion entre quatre quantités, elle fub-
fiftera de quelque facon [qu'on les arrange, pourvi que les
movyens de la premicre combinaifon foient tous les deux moyens
ou extrémes dans lesautres. Ainfia : 6 :7c :d peut étre cons
binée de huit fagons, fans détruire la propertion.

Y a:b& 3 c:dlb:astd:ye 'V Interiis
Alternando. I a1 ¢ 2 b i d|b:d 2 a:c VI

Dhad® ot s ale a vt doubk Vi

BV dd thetialasnd T g BVIH

Il eft évident que de la premicre proportion on peut con
clure chacune des fept autres combinaifons , puifquon a tou-
jours ad==be.

De toutes ces différentes manicres d’argumenter par propos
tion , les anciens n'ont donné un nom qu'a lafeconde & la
cinquieme, Ils en ontajouté cinq antres, dont voici la coms
binailon.
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Sia:b:ic:d, on peutconclure;
Componendo o . . .a+b i bl c4d: d
Dividendo . o .. a—b;b 12 c—d; d
Convertendo ..o a=b:a il c-d:c
Ex zqualitate. .. ¢ a:6 ;lc:d

ordinata . . . L brelld:f

—

On conclut. ... P g

f
Ex aqualitate. . . . a:b .2d:f
deordinata, ..\ b:ielc:d

Onconclut .... L a:es2esf

231 TnEoRreMEIL Si Pon a une fuire de raifons égales
comme a; b=c:d=e: [, la fomme des antécédenss eft a la fomme des
conféquents , comme un antécédens quelcongue eft a fon confiquent 4
on bien a~pcote : b4-d-+f3 la : b

Dewm. 1 fuffic (225) pour le prouver, de faire voir que
ab+be-t-be==ab~ad-af , ou bien otant ab desdeux parts , que
be+bhe=ad—-af. Or , cette égalité a lien ici. Puifque a; b==c:d
donne ad=bc, & que a: b= e: fdonne be=af.

232 CoRoLL, Onne change pas la waleur dune raifon , en
ajoutant a (es dewx termes les termes corvefpondants dautres vaifons
égales a celle-la. Puifque dansa :b =c:d = e: f, ona ac4-¢:
b4-d--f—=4¢: b. 1l en feroit de méme , i on eiit fouftraic les ter-
mes des deux dernicres raifons des termes correfpendants de la
premicre.

233 TuforeMme LIL S Uen maltiplie ou fi l'on dmvife par
erdre les sermes de deux proportions , les prodaits ou les quotients

formeront wune proportion,

gttt
esficgih
bf 2% cg : dh. Pour cela il fuffic qu'on ait (225 ) adeh==befg. Or,

cette dernicre ¢galite a licu ; puifque par la prcmiéri:iI propor-
1

Dem. 1% Silona { } , je dis que l'on aura ae:

LT
'rr.‘u'_!J"J,iE
vt
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tion , ad=bc, & par la feconde eh=fz. ( L'autre partie &
Théoreme {e démontre de méme ).
234. Tuat oremze IV. Les mémes puiflances on les mémg
racines des quanticés proporeionnelles o four encore en proportions
D, 11 faur démontrer que filona,a:b (Jc:d, onae
ta @” : b 1 c":d", on bien a”d"=b""; ce qui eft évident;
puifque a: & &2 ¢ 1 d donnk ad=bc, & partant a™d"=2u"c" Majs
n pouvant exprimer non feulement une puiffance , mais aull
une racine , la propofirion eft démontrée pour les deux
235. 81l faut renverfer les termes d’une raifon pour qu'elle fot
égaled celle quion lui compare , la premiere eft dite Pinuerf
oula réciprogue de la feconde. Ainfi; puifque 8 : 4 devient
égalea 3 : 6 en renverfant les termes de I'une ou de I'autre, 00
dira 8 : 4=I'invetrle de 3:6 ,quiclt 6 : 3; ou bien que 8eftiy
inverfement comme 3 eftaé.
236 C o RoLL. Poar avoir Pinverfz d'une raifon dounée, il
Juffir de wietive fes deax termesen fralion fous la méme quantis,
Ainfi, linverfede a:b fera = : 2, ou bienon auraa:b=

)
m m m ma i
Z 2 Car —: =20 Ze=mg s mb==a : b, D01 I'on con-

:lllt ,“ gue deu:gzmr::itér ‘:z’r “2 gui font en raifon inverfe de dews
antres ¢ & d , deviennent en vaifon direfte avec celles-ci , en metian
les uns on les antres en frattion fous la méme quansite; celiel
dire qu'ici a1 é’—‘:; 3 —:,' soubien a: 6 :24d:c.

237 Tuforeme V., §7laguantisé Q dépend des quantités Ry
S, Tde telle forte que fi une feule varie , Q varie dans le meme raps
pore , je dis que i toutes varient & la fois & devienuent v, 84k
zandis que Q devientq, on awra Qg il RS8T:vst.

D m. Suppofons que dans le premier changement R feul
étant changé enr, Q devienne E, on aura par I'hypothele,
Q:E !:R:r Sidansle{econd changement S devenant ¢,E
devient F, on aura E: F ;2 S:s Et fi dansun troificme la
valeur de T fe change enr , & celle de Fen ¢ , on aug
F:qg::T:e Donc en nmltipliant par ordre ces trois propot
tions, on ama (233) QEF:gEF (:RST irsr, ou bit
Qs RET Sk
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238 Scuorie 1° Il faut obferver ici , que cette pro-
portion n'eft vraie, quautant que les quantitées R , S, T
font tellement indépendantes entr'elles , que I'une peut va-
rier, fans que les autres varient, Car, fiR par ‘ex. ne pou-
voitchanger fans que S & T ne changeaflent dans le méme
rapport , on auroit , Q: g 1t R4S+ T :r 4 s~ , oubien
(231): Qg Lo R o ::S::::T i
2°. Dans le cas du Théoreme précédent Q eft dit étre diredte-

RST srse
ment comme R,S, T, & filonavoiten Q:q i — 3
VX  ax

ondiroit que Q eft direCtement comme R, S, T & inverfe-
ment comme V & X.

CHATI TR E=]V.
De la Rigle de Trois y & de fos différentes applications.

L A propriété générale des proportions énoncée ci-deflus
(227), a donné lieu & une régle fameufe en Arithmétique ,
connue {ous le nom de Régle de Trois ou de Régle d'Or. Cette
wegle eft directe oun inverfe , fimple ou compofée. Les exemples
fujvants la feront comprendre dans tous les cas.

239 Exemple de la Régle de Trois fimple & direéte. Un homme 2
dépenfe 18 1. en quatre jours , combien dépenfera-t-il 3 propor-
tion dans un an , ou dans 36§ jours ?

Pour le favoir , faites la proportion fuivante , 4iows ; 365 jouts
2018 e 3B L 1642 L. 10 1.

240 Exemple de la Régle de Trois fimple & inverfe. 6 ouvtiers
font un ouvrage en zojours, en combien de jours 15 ouvriers
auroient - ils fait le méme ouvrage 2

Il eft évident, par Ia nature de la queftion , que le nombre
des jours doit €tre en raifon inverfe de celui des ouvriers , ainfi
Yon dira en comparant les chofes femblables; zgiours; xionrs s
1§00 o §ewvi, Dong xes 6x20 =8 jours, ¥
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241 Exemple de Ia'Reégle de Trois compofée. 20 ouvriers ont fale

9o toifes d'ouvrage en 13 jours ; combien en feront 6o ouvriess

en 2§ jours?

Ilyaici cing chofes connues , qui peuvent cependant fe
réduire aux trois termes d’'une proportion , en obfervant que
Ja quantité delouvrage doit étre dire€tement comme le nom-
bre des ouvriers & comme le temps quils ont travaillé; &
quainfi il faut multiplier ( 237) le nombre des jours parle
nombre des ouvriers , & l'on aura :

2O08Y 3¢ ash G0V X 24k L gyt s dE o0

242. ProsrLivmu Couper la guantité a en parties propors
pionnelles aux quantités ¢ , d , e dont la fomme = b,

Sox. Puifque deux quantités font entr’elles comme leurs
parties femblables quelconques ( 209 ) , on aura ; ;

s
&
Bsdis; j g %ﬂ' 5 ce qui défigne que pout papta-
l e
ol
ger une quantité 4 en partics proportionnelles aux partiese,
d,e dune autre quantité b, 3 faur malsiplier fuccefivements
par chaque parsie de b & la divifer par be
243 Remarque Sil eirt fallu divifer la quantité ¢ en
parties proportionnelles , non feulement aux quantitése,d,
¢, mais encore aux quantitésf, g, k5 il auroit fallu faire des
rapports compofés en multipliant (237 ) les termes correfpons
dants des deux fuites¢ , d,e & f, g, b3 & il feroit venu of,
dg , eh, dont la fomme érant s, on auroit opéré comme cis
of 5{?‘

deflus en faifantsia :: dgxe L

dg:§

ehXa
ehz —

c'elt fur cela qu'eftfondée Ja Regle de Compagnie , tant fim-
ple que compolée.
244 Exemple de la Régle de Compagnie fimple, Trois maychands
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ont fait un fondsde 3500 liv. La mife du premier a été de
1700 liv, ; celle du fecond de 1000 liv. , 8 celle du troifiéme
de 8ooliv. ; ilsont gagné enfemble 1750 liv. On demande ce
qu'il doit en revenir & chacun , en proportion de {a mife.

On voit qulil s'agit ici de divifer le profit en parties pro-
portionnelles aux trois miles , 8 quainfi ce n'eft que lapplica.
tion de la régle précédente. La part du premier fera done

1758 L X 1700 LI7§0 L X iooo
-—’5-—3—500—? = 850 L.; celle du fecond fera** =27 ——= soo L,
i75ol. ¥ oo

& celle du troifiéme e
245 Exemple de la Régle de Compagnie compafée, Suppofons qu'aux

= 400.

conditions de I'exemple précédent , on ajoute : que la prermicre
mife a refté dans le fonds pendant 12 mois , la feconde pendant
8 mois , & la troificme pendant § mois. 1l eft clair que Je
profic qui doit revenir a chaque affocié , eft en raifon compofie dela*
wvaleur de fa mije & dusemps qu'elle a refté dans le fonds ( 237). 1L
faut donc commencer par multiplier chaque mife par le nom-
bre de mois quelle a travaille, & l'on .aura pour la I,
20400 1. , pour la 2*.:8000, pour la 3me 4000 , dont la fomme

, = 32400, Il ne refte donc qu'd couper le profit 1750 1, en parties
proportionnelles & ces quantités , ce qui donnera:

; 69 1.
Pour la I, mife 1101 >
a a® I_Bl.
Pourla2’...... 432 o
me, b
Ponrlagme (... 216 -5

Lofals,  ieee 275010

246. Exemple de la Régle de fauffe pofirion. On demande un
nombre dont la moitié , le tiers & le quart , ajontés enfemble
donnent 39. ;

Je {uppofe d’abord que le nombre cherché eft 12. Or,
lamoitié , le tiers & le quart de 12, favoir 6+4+3 , ne font
que 13. Ainfi, cette fuppofition eft faufle ; & cependant elle
va me faire trouver , par une régle de trois , le nombre que
je cherche 5 en obfervant que 13 doit étre 3 12, dontilcon-

| tient la moiti¢ , le ders & le quart ; comme 39 eft au nombre
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inconnu, dont il contient de femblables parties ; ou bien que
13:712%:30:¥=36. Le nombre cherché eft donc 36, dont
en effetla moitic, letiers & le quare , favoir , 18<4-12-4-9=39,
On n'entrera pas dansun plus grand detail fur toutesices regles
d’Arithmétique , parce que la plupart des queftions qui sy
rapportent , peuvent {e refoudre d'une maniere plus fimple par
TAnalyfe ; ainfi que nous le prouverons plus bas, en traitantde
cette partie de I'Agebre.

CHARLTRE Y,

Des Progreffions Géométriques.

247 DEFINITI ON. On entend par progreffion géométrigue;
ane fuite de raifons égales , dans lefquelles le conféquens de chacue
fert dantécédent a la ﬁu‘van:e. On défigne la progreffion géomé-
trique par ce caratere <= qu'on met en téte, 8 on fepae
les termes par un point de cette maniere 5= a. b.co doenfi

248. Corovi. L De cette définition , on peut concIure:l‘

1°. Que dans Ia méme progre(fion , le méme nombre dost fevvir dina
dice & toutes les raifons qui la compofent , & qWainfi on peus lt
faire par tonz = m. :

2% Que {i le premier terme eft a, le fecond fera am ;le3ms
am? ;5 le 4™ gm? ; & par analogie celui du rang » fera an™,
Mais a peut repréfenter un premier terme quelconque, &m
un indice quelconque. Donc 32a .« am™ . am® . am3 . am*, &n
peus éwre vegardée comme une formule gendérale , qui repréfents touse
forte de progreffions geomérriques.

249. Cororw II. Si I'on fuppole que m=1, tous l&s
termes feront égaux. Si m 3> 1, la progrefiion fera croiffante o
divergente, Sim <1 , laprogreflion fera décroiffante ou conver-
gente. Icinous la {uppofons croiffante , & pour appliquer &
Yautre ce que nous dirons de celle-la, il fuffira de renverfe

les formules que nous trouverons , on bien de renverfer ls
progreflion;
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progreffions décroiffantes auxquelles on les appliquera.

250. Corovrr. IIL En confidérant la progreflion qui
nous fert de formule; onvoit: 1®. Que connoiffant la va-
leur d'un rerme, avec celle de l'indice m, & le nombre des
termes n5 on peut continuer la progrefion a droite & 3 gau-
che, anffi lein qu’on voadra:

2°. Que connoiffant le premier terme 2, lindice w , & l&
nombre des termes n ; on a la valeur du dernier terme , que
jappelle 2, en faifant 1 = a1,

3% Et quen général on a la valeur d’un terme quelconqué
Q, pourvu quon fache quel eft fon quanticme N, en fai=
fant Q =am &1+ Donc réciproquement , connoiffant un terme
quelconque avee m & N, on aura le premier terme a , en

Sia la place dea, j'avois un autre terme quelconque ¢ don
le quantiéme feroit », jaureis eu Q = gn®-7, donc alors m¥-#
Nen

= % s &em = 25 Ceft-a-dite c;uc connoiffant deux ter=
mes quelconques Q&qg avec leurs quantiémes N'& n; off
aura Uindice de la progreffion , en divifant fe plus grand par le plus
petity O extrayans du quotient la racine défignée par la diffirence dé
lears quaniiemes.

4°. On peut par 14 inférer un nombre quelconque de moyens
proportionnels entre deux nombres donnés, Sil'on en demande
deux entre 3 & 815 je cherche dabord la valeur dem; &
pour cela j'obferve que la différence des quantieémes de 3 &
81 eftici 3, puifque V'un eft le premier 8 I'autre le quatri¢me.

Ainft l'indice m f{era \3/ ii = \3/27=3. Donc le premier moyett
proportionnel fera 3 X 3==9; le {econd fera 9x3=27, &
la progreflion fe préfentera ainfi 353 . 9.27 .81,

251 Tutoreme I, Dans toute progreffion géomerrique , ld
vaifon du 1™ terme aun 37~ eff doublée decelle gui regne dans la
progreffion s ceble du 1% dn 47 eff wriplée i celle du yerau e
off quadruplée de certe yaifon commune , & ainfi des auiress
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Dewm. Carla raifon du premier terme au troifieme contient
deux raifons égales i la raifon commune (216 ) : celle du pres
mier auquatriéme en contient trois : celle du premier au cin-
qui¢me en contient quatre. Il faut donc ( 214 ) que la raifon
du premier au troifieme foit doublée, que celle du premietay
quattiéme foit triplée, &c. de la raifon commune,

' On prouvera de méme que la railon qu’il y a entre deux ter-
mes , dont la différence des quanti¢mes eft # , fera np/ de celle
qui regne dans la progreflion.

252. Cor oL 1. Dans toute progreffion le premier terme eff au
roifieme , comme le quaryé du premier eft an quarvé du fecond, Gro

253 Tutoreme I Une faite de quancités a, b, c,d,dm
les diffévences fucceffives fons proportionnelles & ces mémes quantités,
formeune progreffion géomérrigue.

D gwm. 1l faut démontrer que fi dmeb 1 b 13 b—c:c 5t c~d:d,
on aita b.c d. Or, 1° puilque a—b : b ;; b—@: ¢, onaum,
en multipliant les extrémes & les moyens , ac—be=bt—f¢,
& el’r’agant —be de chaquc membre ac=b* ; ce qui donne =
b.c, 25 Pui{‘quc b—ctc i e—d: d, onaaufli bd=—cd=ct—ql;
& réduifant, bd=—=c?;d’ct l'on déduit 22 4. ¢ d. ; donc = a. b.eud.

2§4. Scuor1r, On peut appliquer aux progreffions ce que
nous avons d¢ji dit des proportions , c’eft-d-dire , quen ajou-
tant ou fouftrayant les termes voifins d'une progreffion : en les
élevant 3 la méme puiffance , ou en-en extrayant la méme
racine : en multipliant ou divifant les termes d’une progreflion,
par les termes correfpondants d'une autre , la progreffion neft
point détruite , quoique la raifon foit changée.

2¢5. Tuforeme HL Pour avoir la fomme dune pro-
greflion géométrique croiffante , il faut 1°. muleiplier le dernitr
serme par le nombre qui fere d'indice , & fouflraire le premier torme
de ce produit, 2°. Divifer cerse différence par Pindice commun dimis
nué de Uunite,

C'eft-a-dire , fuppofantla fomme == s , 'indice =m , le det=
nier terme =1, & le premier =4 ,on aura s=".

D e M. Dans une progreflion tous les termes font antécédents
excepté le dernier, & tous font conféquents excepté le pres
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miet. Donc la fomme des antécédents efts — ¢, & celle des
conféquents eft s — 4. Mais dans une fuite de railons égales,
la fomme des antécédents eft 2 la fomme des conféquents , com-
me un antécédent quelconque eft 2 fon coniéquent : ou bien

icis—r:s—ailatam’: 1 m Donc sme—mi=s—a , & tranf-
pofant dans le premier mﬂmbrc tous les termes affectés de =,

on a iM—s=mt—3a , ou bien s X m—r=mt—s ; donc en diyifant

chacune de ces quanrités égales par m—1 , on a =", C'eft-
q. “ o : = b | “m-1?
a dire , &c.
156. REM A R que. Silon veuat appliquer cette formule 3
une progreflion décroiffante , il fera plus fimple de la renverfer

Ge=mt
enla préfentant de cette maniére s=-— .

257.Cororr L Sin défigne le nombre des termes-dela
p'rwu.f"mn croiflante , il dg_r.:? 1era aufli le quantic ¢me du der-
nier terme , qui fera par conféquent am'. Subflituant cette va-

am"-a

leur pour ¢ dans la formule , elle devient s=— .Et fi alors

-1
la progrefiion commence par Funité, ou fi a==1, la formule de-

mi-1
Vienr = .
-1

, &

Dot 17 SH =2 s P s, Rl pmest I—-—

4

e = B ki P P2 T, [
258. Cororr Il. La formule s—=1— devient s==-—loxf

que le dernier terme eft o5 parce qulalors mt ==o , & ceftce
qui arrive lorfqu’on dit d'une progrefiion queelle décroit 2
Pinfing _ ;
Nous concluons de-1a que i += ‘:1 f; . :; repréfente une
progreflion de cette elpece qui décroit toujours , patce que le
numérateur eft conftant , & que le dénominateur croit , la fom-
me fera ézale an premier serme , dont le dénominatenr aura été di-

P T S a
minué de Vaniié , ou bien s——

b-1"
a a
b 2 a & ah a
Car ="_1'-::5-Y=‘"_'X'b_-:"—"'—_'_
= - gl b -1 b-1-
b ']

0ij
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2§0. R B M A R U . On doit obferver ici que la fomme dne
progreflion géométrique, dont les termes vont fenlement e
doublant , croitavec beaucoup plus de rapidité quion nel’-
magine. Nous en apporterons pour exemple le probleme fui-
vant, qui a ¢té tir¢ de PEncyclopédie, v°. Progreflion , & dans
Jequel outre qu'on a vérifi¢ tous les calenls , on a ajoute quel-
que détermination i celles qu'a données "Auteur de cet article,

Prosrzms. Un Philoﬁuphc de I'lnde inventa le jeu des
¢checs pour amufer fop Roi en linftruifant. Le Prince trouva
cetre découverte fi belle , quil prefla I'Auteur de demander
une récompenfe i fon choix. Le Philofophe , aprés s'en e
defendu long-tems, {e fit apporter un échiquier 8 dit an Prince:
ordonnés , Seigneur , qu'il me foit délivié un grain de bled
pour la premicre caze : deux pour la feconde : quatre pourla
troifiéme,& toujours en doublant julqu’a la foixante-quaticme,
On chercheici combien de bled il faut pour {utisfaire 2 cette
demande , qui paroit d'abord trés-modefle,

8or, 12 Ileft clair( 257) quiici la fomme des grains de
bled eft exprimée par 26%-1, ce qui donne le npmbre A,

A, 18,446,744,073 709,551,615.

2°, Un pouce cube de bled contient 450 grains, & par cons
féquent un pied cube en contient le nombre B.

' B, #=7v.600.

3°.En divifant le nombre A par le nombre B, on fait combien
il y ade pieds cubes de bled dans A, & I'on a trouve le nom-
bre C,
C. 253:7125664!70338449
4°. Dans unc enceinte quarrée dont le circuit feroit d'ung
licne commune de France ou de 2400 toifes, & dans laquells
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le bled s'¢leveroit partout a la hauteur de 20 pieds , il y tien-
droit un nombre de pieds cubes de bled exprimé par D.
D. 259,200,000.

5°. divifant donc C par D , on trouvera combien il faut de
greniers de cette efpece,pour contenir tout le bled demandé.Or,
ce nombre de greniers eft org2z , avec 162,303.844 pieds
cubes de refte ; ce qui fuffiroit, ajoute I'Au
pour faire la fortune de 6ooo hounctes fai
dire que ce Philofophe avoit fait une demande fi énorme , que
rous les Potentats de I'Edrope ne pourroient y fatisfaire , en y
employant , pendant 100 ans, tout leur revenu.

teur de cet article ,

55 & Lon peut

oo e |

CHAPITRE: VL

Des rajfons, proportions & progreffions Arithmétiques

SO.D EFINITION. 5i Von compare enfemile denx quans
tisfs pour connoirre lenr difference , on érablic entr’eller une nouvelle
efpéce de rapport gni off appelle raifon ariihmetique, Il faut bien la
diftinguer dela raifon proprement dite , qui par oppofition a
celleci eft appellée raifon glométrique 5 & qui feule determine
Ie vrai rapport de grandeur quil y a entre les quantités.

On voit par la définition de larailon arithmétique , que fa
valeur doit s'eftimer en fouftrayant une des quantités compa-
rées de L'autre ; & qu'ainfi la raifon arithmérique de 3 i § égale
celle de 7 2 9. C'eft cette égalité de deux raifons qui établic
une proportich drlth‘ninquc > qu'on écrit de ces trois manicres
indifféremment 3.§:7.9, 3.5 M9, 3—y=7—9, & quon
énonce ainfi : 3 clt arivhmétiguemens & 5, comme 7 eltdo.

261. THEOREME FONDAMENT AL, Dans toute proportion
avithmérigne la [omme " des extrémis eft égale a celle des moyens , &
réciproguentents ;

Dem. 1°. Silonaa. b % ¢, d, on apar ladéfinition de la pro-
portion & == g ==d == ¢. Dotic ajoutant 4 - ¢ de chaque c6té de
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Yégalité & réduifant , on aura b~ ¢ = a~~ d. Onbien &,

2. La réciproque eft que fi quatre termesa, b, ¢ ,d fontae
ranges de fagon que la fomme des extrémes a -+ 4 égale celle
des moyens 6 - ¢, on aura la proportion 4. b ,* c. d. Car puik
quea—t-d =2b-c,en fouftrayant de part 8 d'autre a ¢, 0
aura d — ¢ = b — a. Donc la raifon arithmétique de 2 3 5 ¢gale
celledecad (260), aubiena. b 2 c. d.

262. Corozrr. Deld ondéduira ces conféquences analo-
gues 2 ce que nous avons dit plus haut pour la proportion geo-
métrique.

1°. Touse proportion ar:‘:kme’rigue peur fourniy une équation, @
réciproguement, Cette réciproque eft fondée fur ce que chaque
membre d'une équation peut ¢tre réduit a deux parties lies par
Ies fignes -+ ou—.

2°. Dans route proporiion avithmétique un extréme eff éoal aly
Jomme des moyens , moins Vaurve extréme (a=b+c—d); 0w
moyen eff égal a la fomme des extrémes motns Pautre moyen (b=
d—c ).

3°. De-la il fuit que fila proportion arithmétique eft conti
nue , comme - a. b. ¢ , un extréme eft égal au double diter
me moyen , moins lautre extréme, olla == 25— ¢ ; & leter
me moyen eft égal 3 la moiti¢ de la fomme des extrémes, o
a4c¢

b= 5

153.2'1’HE'OREME L. Onpeur prendre pour formule génerale dt
soute progreffion arithmétique celle~ci -2~ a. a4~ d. a -+ 2d. a3
4+ 4d. a o 5d. &c.

D em. Une progreflion arithmétique quelconque eft unefi
te de quantités, qui prifes confécutivement ont une méme
différence. Or la fuite dont ils’agit renferme des quantités, qul
prifes confécutivement donnent la méme différence o4~ d. Dail-
leurs la valeur indéterminée des lettres leur permet de repr-
fenter des quantités quelconques. Donc ceft 1a une formule
générale de toute progreflion arithmétique.

264. Cororv L A linfpeition de la formule on voit 1"
que {1 la différence eft pofitive ou~4d, le fecond terme a=+d
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eft plus grand que le premiera; & qu'ainfi la progreflion eft
croiffante ( le contraire arrivera fila diff¢rence eft négative ).

2°. Que connoiflant un terme quelconque avec la différence
commune , on peut continuer la progreflion i droite & 2 gau-
che de ce terme , 3 'infini.

26§. Cororr Il Comparant enfemble deux termes quel.
conques de la formule ( que nous fuppofons croiffante pour une
grande clarté ) , on voit que le plas grand terme égalele plas

perit : plas la différence commune muliiplice par la différence de leurs
guantiemes, Ainfi le cinquieme ( a4 4 ) vaut le rroifiéme
(a+24d), plusla différence (4) multipliée par 2 ; ou bien
atgd=—a-2d-4d(g—3); & que le plus petit des deux
termes comparés égale le plus grand , moins la diffévence commu=
ne , muleipliée par la différence de leurs guantiémes. Car le troifie-
me 4+ 24 = le cinquiéme a 4~ 44 == d ( §—3 ). ( Si la progrel-
fion étoit décroiffante , il faudroit {ouftraire la différence com-
mune , pour avoir le plus grand terme , & l'ajouter pour avoir
le plus petit ).

266. Cororr M Il fuit de-1a que faifant le plus grand
desdeux termes comparés = Q , fon quantiéme ==m; le plus

plus

petit =¢ , fon quantiéme =#u: on aura Q =g -+d X m —n.

Bt LT AL 3 . .
Donc d = _—-: ceft-a-dire , que comnoiffant deux sermes de la

progreffion avec leurs quantiémes , on aura la différence commune en
divifane Pexcés du plus grand fur le plus petie , par la diffévence de
leurs quantiemes.

Par-la on voit 1°. que connoiffant deux termes quelconques
avec la valeur de leurs quantiémes , on pourra continuer la
progreffion. 2°. On inferera aifément des moyens proportionnels

arithmétiques entre deux termes donnés. Par ex. qu'il en faille

. . 21-1 20
inferer 4 entre 1 & 21, on dira; par la formule ,d == = =

= 4. Donc le premier moyen proportionneli= 1+ 4=y ;le
fecond =g =~ 4 ==9; le troificme == 9 <+~ 4 ==13;le quatric-
me=1344=17; & la progreflion enticre fera~=~1.5.9-
13. 17 .21,
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267.S c mo v 1 v I faut temarquer que {i les différentes puks
fances d'une méme quantite forment une proportion ou ue
progreffion géomdtrique , leurs expofants formeront une pre-
pottion cu progreffion cxri*cllnlétiqtle. Ainfi dans g® : a% §1as
a% ,onaz, 4. 6.8 dans --a° . ar .at . 4% 2% on a0
4 .68,

268, Tutoreme I Dans toute progreffion arithmétique l
Jomme des eserrémes €pale celle de dews rermes quelconquer il
ment éloignés des exirémes  ou le double du rerme moyen , fi le nom
bre des tevmes off impaiv,

Drum. Cerre égalité fe trouve dans la formule génémle
( 263 )5 clle doit done avoir lieu dans tous les cas particulies,

269. Cor orr L T fuit de-la qu'lcrivant ainfl ces detx

. PYSls ;-—‘ﬁ' "‘{:‘:f‘{‘ ﬁ__l_h.?‘gl' Rig 0 "i“.‘-f-! 4
progteflions , . . . o gpial ad3d. adoad. add. 4 dont [

ne n'eft autre chofe que Vautre renver{ée ; on forme , enpis
nant les termes correlpondants , une fuite de quantités égales,
dont le nombre eft le méme que celui des termes de lapro-
greflion , que jappelle n. Donc leur fomme fera n (2444}
Er appellant s la fomme d’une des deux propreflions, onas=
E (za4-4d), cCeft-a-dire , que la fomme de tous les termes du
progreffian avithmérique eft égale a la fomme des extrémes , ou de dit
termes quelcongues ézalement eloignés des extrémes , multiplie pa
la moizié du nombre des termes; ou bien aw terme du miliew , mih
tiplié par le nombre encier der rermes , lorique ve nombre eff inpain
{ Lorfque le nombre des termes eft impair, la fomme deses
trémes fait .un nombre pair , & réciproquement. Alers pour e
ter les frations , il eft plus fimple de prendre la fommedel
progreflion en multipliant le terme moyen par le nombre e
tier des termes ).

270. Cororr IH. Onadonc la fomme de la fuite na
relle des nombres partant de 'unité , comme <= 1. 2. 3. 4,80
en prenant la moitié du dernier nombre , plus lamoitic de [on quar
Car alors le dernier rerme défigne le nombre de ceux quifo
dans la progreffion, Donc la fermule devient 5= 14l
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ns : { 5
e Ainfi la fomme des cent premiers nombres efk

100 10000
T o = gogo.

2 2 5o5 _

78 D [ o {14. d : b 1 : o WSS

271. Dans la progreflion des premiérs nombres impairs =~ 1.
3. 5. 7. 8&c.le dernier vaut le double du nombre des termes,

; e, A i , a .

moins unité , ou 27-1. Donc s==14-2n-1 X 5 ==n*, ceft-i=
dire, qu'alors la fomme égale le quarré du nombre des sermes, Ainfi
la fomme dés cent premiers nombres impairs eft 16000.

Réciproquement , connoiffant une fomme de premiers nom-
bres impairs qui commencent a l'unité, il fuffit d’en extraire
fa racine quarrée , pour favoir combien il y entre de ces nom-=
bres; puifque s ==n* donne n = y/s. Or, comme ces fommesg
forment les quarrés 1, 4,9, 16, 25, il senfuit que le pres
mier quarré contient un des premiers nombres impairs , le fes
cond 2, le troifiéme 3, &c.

CHAYI'T R ECITL

De la fommation des différentes puiffances des termes
dune progreffion arithmétique.

P O UR avoir le moyen de fommer les termes d’une progre(-
fion .1mh1mnquc ; dont chacun feroit élevé a une puiffance
donnée , il faur faire les obfervations {uivantes.

272, 1°. 81 on a la progrefiion arithmétique croiffante < 4,
- b.c.d. e, dont la raifon arithmétique foicr , il eft clair que 'on
aura b=—a—-r , c==b~4-r , d=c~4-r , ¢=1-4r, Doiic en élevant
toutes ces t'L]uations au quarré 5 On aura ;

b2 = a2 4 2ar 4 r2 3
er=Dbr 4 2by 4=r2
d2 = (% - 205 ~}- 12
€2 == d* 4 2dr ~-r?
presant la fomme de toutes ces équations , & effagant les ter-
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mes égaux des deux cdtés , ce qui ne fauroit décruire I'égalié,
onaer==a*(a-+b~c-d)2r—+ 4r:.

2°. Elevant les mémes équations au cube, & prenant leut
fomme , ontrouvera celle-cie? == a% 4 (2 o= b2 -} 62 4= 1)
3ret-(a-bep-c—-d) 37> - 4r3 5 & enfin fion les éleveala
quatriéme puiffance , on trouvera e* = g* (a¥ 6% =g
d3 ) 4r (@t bt A4 c* 4 ) 6rt A= (a~+b—-c 4 d )4
gt -

273. Si Von fait lafomme des premiéres puiffances des tet-
mes donnés ==3', leur nombre =n , & le dernier terme =1,
il eft évident qu'on aura; en vertu de la premiére équation ,
12 ==ar (4t ) 2r+ (n-1 }r2.Donc en rranfpofant (a) & di-
vifant tout par 2r, on aura pour formule de fommation des pre:
1r-qt- ( s Sl
o R

micres puiffances i St

274, Faifant enfuite dans cette {uppofition la fomme deg
quarrés ==s" , on aura pour ‘la feconde équation , 2} =al4
("2 ) 3r = (=) 3r2 = (n-1 ) ¢3. Done la formule pour Ja
: o 43-ad o' X 3r2opeer X
fomme des quarrés fera ' = - i + 12

f
par un {emblable calcul on trouveroit une formule pout la fom-
mation des cubes , & de toute autre puiffance,

275. Cororr. fuitde la, 1% que fi la progreffion a4
b. ¢c.d.e. &ec. eft formée par la fuite naturelle des nombres,

t=—=n g
. A48 oy g if #ni-n 1
commengant a I'unité;on aura(z7o)) ;, — ; ) o= . Done
}\P’ T Z J
¢én fubflitnant ces nouvellés valeurs, la formule des quants
213 4= 0t
fora s = 30 T T
6
2°. que fi le nombre destermes de la fuite naturelle com-
mengant a l'unité , eft énfini , alors z 8 n font infinis. Donc tous
les termes doivent s'effacer dans la valeur de s, excepté i,

{a) Tranfpoler, Ccit faire paffer un terme d'un membre d'équacion 4 V'autee

en changeant fon fignej ¢¢ qui ne peut décruite Pégalité des deux membras,
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qui devient oo? ( l'infini fe défigne par ce caraétére oo ) (6 ).
Donc la formule fe changera ainfi +'= %i_—..i o0 X 0.

-

276. Pareillement dans la valeur de 5" il ne reftera que i

3
" 1 Sk f
Donc " = 233—: 3 ®* X00. Or, ici co défigne le nombre des

I ’ . . ’ {
termes , & T ®* défigne un tiers du dernier quarré. Par confé-
quent la fomme d'un nombre infini de quarrés de la {uite na-
turelle des nombres vaut le tiers du dernier quarré , multiplié
par leur nombre. La fomme des cubes vaudroit un quart du
dernier cube , multiplié par leur nombre ; & en général , la fom-
me des puiflances m ( que je défigne pars™) feroit exprimée par

2 I ‘ oot 4+ ) 1
M= —— 00™ X 00, ou biens = —
w1 == 1

277. 8il'on avoit une f{uite infinie de termes dont chacun

égalat co™ , quieft le plus grand de la fuite des puiffances i »

leur fomme feroit oo™ X o0 = co™+1 ; donc cette fomme feroit

: = oo 1
a celle des puiffances m de la fuite narurelle ;3 @7 *1 ; —nx

=1

ou bien }im==1:1 ; ce qui fournit ce principe ; que la fomme
des quarrés de la [nite nararelle infinie 1 , 2 , 3 ,Cc.s.c0efala
Jomme d'un égal nombre de quarrés , dowe chacun égaleroir le dernier
(oo ) dela fuire fupérienre , comme 1 ¢ff a 3.

CHAPITXE Vil

L P G} g Y gn vy 7335 7 p
De Vorigine & des principales propriétés des Logarithmes.

278. NOUS avons déja vu (219) que pour meflurer les raifons

(k) Nous prouverons plus bas que Ie fisi ne peur ni augmenter ni diminuer I'in-
fini par addition ou par foultradion : il en cft de méme d'une puiffance inféricurs

de linfini par rapportd unc fupéricure.

Pij
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que les diférens nombres admettent entr’eux , il fuffifoit davoir
mefuré les raifons de ces mémes nombres & unité ; puifqu'on a
roujours 4 1 h=a:1 —b: 1. Mais pour déterminer celles-d,
oa doit prendre pour module une raifon fixe qui ait pour cons
{équent 1 ( 222), & pour antécédent un nombre quelconque
plus grand que 1, que je défigne par a; de forte que ce mo-
dule fera a: 1. Dés lors i Pon vent favoir la valeur de la raifon
qu’ily a entre un nombre quelconque & l'unité, par ex. de @i,
on cherchera combien de fois @ : 1 contient a: 1 3 & le nombre
qui défignera combien de fois Q : 1 contient a1 {Ltalcxprci-
fion numérique de la valeurde Q : 1.

279. D B v, Les Logarithmes pe four anive chofe que der exprefs
Joons numériques , qui défignent les valeurs des raifons quw'al y aenre
les différens nombres & Punité,

Telle eft en effer la fignification du mot Logarichme , qui dé-
figne , fuivant fon éthymologie , raifon des nombres. Ainfl nof-
fenlement un logarithme {uppofe toujours une raifon , maisil
eft encore le vrai expofant de fa valeur ; & quand nous dirons
daas la fuite /, 100, /, 1000 , &c. nous entendrons /. (100:1),
f.(1000:1). Ce neft que dans ce {ens gue ces premieres ex
preflions font exaltes , quoiquelles foient geéncralement adop-
tées par Tufage.

De cette définition & de ce que nous avons déja dit fur les
vaifons , on déduira toutes les proprid¢tés des logarithmes.

280, I, Le terme a du module pouvant varier & linfiniy il
peut y avoir une infinité de mefures différentes des raifons nus
mériques , ce qui donne autant de (yficmes différens de logi-
rithmes ( nous rapporterons plus bas les deux principaux ).

281.11. La valeur de la plus-part des raifons étant indérerming
ble (223, il faut que dans chaque fyftéme la plus-part des loga
rithmes le foient auffi 5 & alors on les prend par approximatiols

282, 1I1. Les Logarithmes des nombyes plus grands que Punité dols
vent érre pofirifs , parce qu'ils expriment des raifons de majos
sité (217). Ainfil, 100, . 10, /. 2 &c. font pofitifs, parce quils

séignent 7,100 i1, Lrosr, 201 (279) Maish—=y
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L. =, 1 7, de méme que les logarithmes de toute autre frac-
tion , C){pl'imant les valeurs des raifons de minorité , favoir , de

ety df. tr, de : 1, doivent éere négatifs. Enfin le lo-
garithme dc 1 unité dmt étre o, puifqu’il expofe la valeur d’u-
ne raifon d'égalité , favoir, 1: 1, laquelle efto (217)

283. IV. Suivant les principes déja pofés (215 Yrarr+4-bzt
~+cir1=abc?1.0r, (279) lexpreffion numérique de la va-
leurdea:reftascelledeb.reft /. 6, celledec: reftle,
celle de abe : 1 eft /. abe. Donc laa < Lb—~l.c = I. abc , ou bien
le logarithme d'un produi: want la fomme des logarithmes de fes
fatteurs.

284. Corovrr I. Il fuic de 1i quien tranfpofant enal.a
=labe — l.b — l.c 5 ceft-a-dire , que le logarithme dun fatteur
vant le logarichme du produit , moins les logarithmes des autres facs
reurs, Or, dans toute divifion le quotient & le divifeur font les
deux faéteurs du dividende. Donc le logarithme du guctien: vaus

a

toujours celui diw dividende , moins celui du divifeur, Ainfi I, = =

la— 105, !.fﬁ =lab—1IL cd,oubien =la—+ Lb—l.c—ld.

285. 1l et aifé de déduire de 13 les expreffions des logar nh—
mes des puiffances 8 des racines. Car puifque a* = a X ¢, L. a2
= la+4-la=2 l.a. puifque a’=a X a X a, L. a’=la+l.a+ (.2
=3 l.a., 8 en général L. a» =n l.a; ce qui exprime que le loga-
rithme d'une puiffance quelcongue vaus celui de la racine ;malviplic par
Pexpofant de eerte puiffance.

286. 1L, Puilque a = v/a X ya, Lia=l+/a +1\/a=al.\/a,
ou bien liy/a = 17" De méme puifque a = i/':: 3 \S/R X i/a 3

la=3; .r'.y;’a ou bien /. &a:f: & enfin 1.\?4 = I'ZJ. Ceft-
a-~dire , que le logarithme dune racing dun nombre waur celui de
e nombre , divifé par Pexpofant de cerie racine,

287. Remar ques. L. De ce que 1.Q. exprime combien de
fois Q : 1 contient le module , favoira; 1, il senfuit que i/ Q
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=2,Q:1=ai14a:1=ua?; 1, & quainfi (205) Q=2
quefi .Q=3,Q:ir=a:1+4a:1+a:r=a®1,0ubien
Q =24’ : & le méme raifonnement pouvant sappliquer 2 tous
les autres cas, il senluit que le logarithme d'un nombre quelcons
que Q , eft Lexpofane de la puiffance alaguelle il faus elever Vamis
cédent (a) du module , pour avoir-ce nembre ( on appelle cet anté
cédent la Baje logarithmigue ) ; parce qu'on conclut que de ¢t
nombre élevé i fes diftérentes puiffances fe forment tous les
autres ; les uns exaltement , favoir, ceux qui font des puiffances
exaltes dea , les autres par approximation,

288.11. §i guaere rermes [ons en proporrion géoméerigue o lens
logarithmes font en proportion arithmérigue. Car de ce queath
==c:d,ilsenfuit(219) quea: 1 —b:1=c:;t—d:1,0l
_bien que (279) la— L b=l.c— 1l d, cCelt-i-dire ( 260 ) quil
¥ a proportion arithmétique entre ces logarithmes. (1l eftailé
de démontrer la réciproque, {avoir , que fi la —Lb= Lo—Ld,
onaaz:becs:d )

289. Les formules fuivantes préfentent en abrcfm toutes les
opérations qu'on peut faire fur les logarithmes.

L.pg=L.p~+1lg |L.) pr=—g> ) = L. (p 4+ q) + (=1}

L.2=L.p—1lg L.%‘E%=L-(P+q)-—?-(f—q)

L. p* =nlyp.

Lr=ir LG st )
: L e, (i
L.vp=3lp S s

if(w—f”z )——I(P—e)
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CHAPITRE IX.

Des différens [y[témes de Logarithmesy de Uorigine des Ta=
bles & de la maniére de s'en fervir.

:9:.8 II'on connoiffoit les logarithmes des nombres entiers
au-deflus de I'unité , on connoitroit aifément ceux des nombres
fraftionnaires 3j car une fraétion indiquant un.quotient (40),
il fuffiroit de fouftraire le logarithme du dénominateur de ce-
lui du numératenr ( 284 ), & la différence {croit le logarithme
de la fraction; d’oul il fuit que ce logarithme feroit négatif, fi
la fraction valoit moins que 1 ; parce que alers le dénominateur
etant plus grand que le nomérateur, il fandroir fouftraire un
logarithme d’un autre plus petit que lui. Ce logarithme feroit
pofitif, fi la fraétion valoit plus que 1 ; & il feroit o, fi la frac-
tion égaloit 'unité,

201. Parmi les nombres emtiers , on ne dots chercher les logarithmes
que des feuls nombres fimples., Car les nombres compolés étant
toujours le produitde quelques nombres fimples (74 ), il ne
faundra quajouter les logarithmes de eeux-ci, pour avoir les
logarithmes des autres. Ainfi prenant ro pour bafe , ou fuppo-
fant (287 ) fon logatithme =1, fi 'on connoiffoit d'ailleurs le
logarithme de 2, que japelle # , on auroit :

Egl = 2% 1o 30" 0 ==l ¥
L8 i=rsnlli g0  t==iz% <t
L. 6= ¢2 |k, Soivvas 3¢ I
A o §% L. 800 = 3% +2Z
L.64 = 65| L. 8000 =2 3x -3

Si I'on avoit encore le logarithme de 3 que jappelle y, on
touveroit L.6=s~+y; L.o=2y5L. 12=2x~+y; L. 18
=543 ) L 24 == 33 4=y , &e. ( Nous expolerons plus bag
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dans les notions du calcul intégral la méthode Ia plus abregee
qu’on ait aujourd’hui pour trouver les logarithmes des nombres
fimples ).

292. Quelques. avantages particuliers ont déterminé les Géo-
métres & chercher ces logarithmes des différens nombres dans
un 1}?1}{-1&16 ol I'on a pris 10 : 1 pour, raifon modulaire , ot
bien 10 pour bafe logarithmique, D’aprés cette premicre con-
vention,on a forme des tables qui contiennent une longue fiite
de nombres avec leurs logarithmes & c6té ; & de la réfulte ce
double avantage , que connoiffant un nombre , on trouve de
fuite fon legarithme ; & réciproquement , connoiffant un loga.
rithme , on trouve le nombre auquel il répond. Ainfi fi je vou-
lois multiplier 9o par 92, en me fervant des logarithmes ta-
bulaires, j'arrangerois ces nombres & leurs logarithmes comme
on le voit ici. in e : : L.oz==1, 9637878

L.og =1, 9956352

L. du produit = 3 , 9594230
ceft-2-dire , que je prendrois la fomme des logarithmes des
nombres 92 & 99, qui eft 3, 9594230 ; & voyant par les ta-
bles que cette fomme eft le logarithme de 9108 , j'en couclo-
tois que ce dernier nombre eft le produit des deux premiers.

293. Cor oL 1. Dansle [yfieme des vables le logarichme dun
wombre weft donc autre chofe que Pexpofant dela puiffance , a la=
guelle il faur élever 1o pour égaler ce nombre. Ainfl le logarithme
de 20 étant 1, 3o10300 , il Senfuit que 20 =( 1o )t,30103cs,

294. D'oil I'on conclura 1°. que dans le fyftéme des tables,
les feuls nombres entiers qui aient des logarithrnes exals , font
¥, 10,100, 1000 , 10000, &c. parce quils font les feules puil-
fances exactes de 10 , favoir, ( 10)°, (10)* , ( 10)2, (10)3,
&ec.

205.2°% Que les logarithmes de tous les nombres contenus
entre 1 & 10, doivent étre exprimés par une fraétion feule:
qu'entre 10 & 100 ils doivent I'étre par r , plus une fradtion:
entre 100 & 1000 par 2, plus une fraction , &e. Donc L'ensist

qui précéde la fration décimale d'wn logarithme , a roujours wit
unik
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uiirié de mm;.r gu'il #’y a de caratleres dans le nombre augnel ap=
pariient ce Log.:r:x.-;.‘nf. ( Cet entier sappelle pour cette raifon
la caraélériftique du Lt‘." ruhnn‘.‘ s

296. T 8 £ 0 R E Mu. Tous les Logarithmes d'un [3/1é ne font pro=
portionnels aus Logarithmes corvefpondants dun autre fyfléme,

Soient deux nombres quelconques m & n dont leés Logarith-
s foient Q & P dans un {yftéme , qé&p dans un auere [y{té -
me, j€ dis quon autaQ:q ;2 P : P

D & m. Suppofons que la bafe du premier fyftcme foit 2, &
celle du ccond b ; on aura donc pour le nombre » ces deux

I

équations m ==a@, m = /¢ ;& par conféquent %= Lfon «

i

=bQ (" )ide méme en prenant le Logarithme de » dans les
P

deux fyftémes, on trouve a= b 2. Donc % — ;— , ou biem
(206)Q:g %2 P:y.

297. Coro Ly Il senfuit de la gu'avec les l’,ogarh!.me: des
tables , on pear trouver ceux d'un autre [yfléme quelconque, Suppo-
fons en effet qu'on cherche le Logarithine du nombre #, dans vn
fyfteme on l'on prendroit § pour bafe : appellons P fon Loga-
sithme tabulaire, & p {on Logaritl

ime nouveau. Le Logarithme
de 5 ,d’aprés les tables eft o, 6989700 & dans le nouvean
fyteme il eft 1 (287). Jaurai donc o, 698070011 22 P: p =
1. 4306765 X P. donc quel que {foit ] le nombre #, fi on multi-
plie fon logarithme tabulaire par 1. 4306765, on aurafon Loga-
rithme dans le fyftéme de la bale s.

208, L. Ques tion Connciffans dans une progreffion géo<
métrigue le premicy termea , le dernier ¢, & lavaleur m du qito=

tient qui regne dans la progreffion , wonver le nombre n des termes.,

So 1. Parce que nousavons dit ailleurs (250 ) , # == am#1 3

donc Lt —l.a =(n-1) Lm; divifant par lom & tlunl ofant -1 ,
Li—l.a

onan=— ———=- 1.
l.m

( *) On ne détruit jamais Pégalité qu'il y a entre deyx qu és , quandon
fait fur Pune les mémes changemens quon fait fur l'autre. Or , ici on a divi%

shaque expofant de deux quantiés égales par @

Q
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Eren geénéral toute queftion dans laquelle Tincennue fert

d’expofant 2 une puiffance , ne peut étre réfolue diredtement

que par les Lq.,,“trthmes , & elie left aifément par ce moyen.
x‘ W ﬂ'.f

4
»

Ainfi, dans p* =4, xm-;; : dans £ i
Ia—f—rf:;-—fr

t!l—ﬁ- .i'.r;‘-—-;'_b

200. IL.QuEesTiom Urefcmme d’argem s defgﬂee par (d) ;
a été placée a ingérét & 5 pour cent y a condition que les ineéréts de chaa
gue année [eroient réunis au capiral. On demande a quoi ce fonds
montera aprés un nombre domné d’années , exprimé par n.

Sozx. Il eft clair qu'a la fin de la premicre année , ce fonds

c5 ) :
fera a +- —1;1 , ou b:en( )a ou bien encore ( 4

21
3 la fin de la feconde année, ce fonds fera (2= ) a < (5)’

20
Réduifant ces deux fradtions an méme dénominateur, on a
= bi la &
a , on bien en prenant la fomme
(ZDX"U “+(10X10) 2 P
) ( )Za Par un femblable calcul on trou~
lox:.o

vera qualafin de latroifiéme année, ce fonds fera (_;)sd ;

de facon qu'aprés un nombre d'années #, il fera (%J%-

Si les intéréts avoient été 2 2 pour cent, le fonds feroitdes
venu , apres la premicre année (-1-"?-2-) a , aprés la feconde
( ) a, & aprésn années ( ) a,

1C0

Appellant donc » la valear inconnue de ce fondsaprés un

s ’ 1y
nombre n d’années , nous aurons x = ( —)*a, fi le taux pout

21
centeft y. Donc 1. s=1. ( )"a— nl, ( ) f La=n(lz1-l20)
=+ La : formule dont on peut tirer la folution de toutes les quef-
tions de certe efpcce , endonnanta » & a 4 les valenrs que la
queftion exige. .

ExunMPrr Suppolons e capital a == 1000 ¢cus ; & quon
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demande ce qu'il doit revenir aprés 100 ans , en comptant ainli
les intérérs des intéréts.
Je fais dans la formule n= 100 & 4 = 1000.

: Li2ai=1,3222193 }
Je fais par les tables que {L. Bl sotos00

Doncl.ats=1.20.. « .« —=050251802,

Doanc 100 ( L21—1.20) , . . « =12,1189300.

Ajoutant f. 1000 + . . . 4.0 e = 3 , 0000G00,

On an(l.21—/l20) + la,oulx=75, 1189300.

Or, le nombre qui répond a ce logarithme eft 131501 , ainfi
dans cette fuppofition ¥ = 131501 ccus.

300, I1L QuESsT10N Onfuppofe une (uite de nombres , qui
commence a 2 , ¢ dont chacun des autres [vir le. quarvé de celui qui
le précéde immédiatement : on demande combien il fandra de carac-
sives , pour exprimer le vinge-cinquitme nombre de cetre fuire.

Sor. Je vois d’abord que ces nombres peuvent cire repré-
fentésainfi 2% , 2%, 2%,28 , 216, &c, & je remarque que les
expofants du nombre 2, font les puiflfances fucceflives de ce
mémenombre , commencgant & o. L’expofant du 25™¢ terme
feradonc 2**== 16777216 , & ce terme fe prélentera ainfi
216777216: Son logarithme fera donc 16777216 X /. 2.Op,l, 2 =o,
3010300 , qui étant multipli¢ par 16777216 , donne so50445 »
3324600, 1l faudra donc go5o446 caratires pour exprimer le
nombre en queftion (295 ) ; ce qui fuffiroic pour remplir 9 vo-
lumes de 350 pages chacun, dont chaque page contiendroit
40 lignes & chaque ligne 40 caraétéres.

e —

CHAPITRE X.

Des Permutations , des Combinaifons & de leurs diffe-
rents ufages.

o et

i

301. D EFINITION. Onentend par Permutation,les dif-
firents agrangemens qu'on peut donner 2 pluficurs c?lo_{fcs. Ainfi
4
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Tes deux lettres 4 & 4 admettent deux permutations 3 puilquon
peut les arranger de ces deux maniéres ab , ba.

Nous fuppolerons ici que les chofes dont on cherche les pet-
mutations , font repréfentées par des lettres. Alors il peut ari-
ver que toutes les lettres qui entrent dans ces permutations
foient différentes , ou bien que la méme y foit répétée un
certain nombre de fois.

302.1, QuesTtron. On demande comblen de permutasion
peut joarnir un nombre-n de levtves | qui fone routes différentes, ;

Pour le découvrir , j'obferve d'abord que deuxlettresa &6
admettent ces deux arrangemens ou permutations ak, ba. O,
une troificme lettre ¢ peut occuper trois places différentes dans
ch , ainfi que dans ba; en l'écrivant ou bien au milien , ou bien
a chaque extrémité. Donc les trois lettres a , &, ¢ admettent cés
fix changemens différents ach , cab , abc , bea , cha , bac. Connoil-
fant les permutations de trois lettres , je connoitrai aifement
celles de quatre, en obfervant que la quatriéme lettre d peutle
placer de quatre manidres différentes, dans chacune des fix pe-
mutations des trois premicres: ce qui fait z4 permutations.
Comme le méme raifonnement peur s'appliquer 4 un nombre
quelcofique de lettres différentes, on en conclura : que les per-
mutations de deuy lestres difféventes font exprimées par 1.2 =12"
celles de trofs,par ¥, 2. 3 == 6 : celles de quatre, par 1, 2. 3. 4 =14
celles'de cing par 1.2, 3. 4.5 == 120 5 & ainfi des aurress

303. 1L QuesTron. On demande combien de permutation
peus donner un nombre de lettres o parmi lefgquelles il y en a qui [ons
yépétdes o comme dans ay a, b,

Nous® venons de voir que fi ces trois lettres étolent diffé-
1

premicres a, b 2n donneroient denx , & que la troifiéme ¢ pour-

rentes , il en naitroit fix permutations ; attendu que les deux
roit fe placer de trois fagons différentes dans chacune. Or, dans
@, a, b lesdenx premicres lettres ne donnent qu'une permutd-
tion , {favoir, 44 ; donc la troificme lettre & ne sy peut placer
gue de trois facons différentes, & par la les fix permutations
¥.30

iz

fe réduilent a trois,ou bien a

..--3!
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8i Tonavoit propofé les quatre lettres a , 2,2, 4, on auroit
piirailonner de méme, en difant que fi toutes ces lettres étoient
différentes, les trois premiéres auroient fourni {ix permutations,
dans chacune defquelles la quatriéme lettre 6 auroit pii {e pla-
cerde quatre différentes manicres ; ce qui auroit donné 24
permutations, Mais ces fix permutations des trois premicres let-
wes e réduifant 2 une ; ou bienleurnombre devenant fix fois
plus petit, il faur aufli que le nombre total des permutations 2
; ! i et ]
quatre lettres,devienne fix fois plus petit ; il fera dom‘"‘;‘_‘:’?"
e i3 e i
304. En général , on troavera que 5'il y a des lettves répéiées o le
nombre des permytations eft égal & celui qu'elles fournivoient rant
soutes différentes | divifV par celui que fournivoiens les lettres fembla
bles, combinées comme fi elles ne éreisnt pas,

3513 ; 1.2.3.4

Ainfi le nombre des permutations de aaaab , R S L 2
1.2.3.4
: 1.2.3.4. :
=g sceluide aaabb , = 12395 — 10 ; celui de aabbb , =
12312

1.2.3.4

o L,

12.1.2.3

305, Ou plus généralement uyn nombre m de lettres a &
un égal nombre de lettres &, prifes m am, donnent 1 permu-
tation , fi l'on prend m fois a ou m fois 65 car ( 304 ) le nom-
mM=1.0n-2...
m.m—.l.m—z_._.: ee?
elles donnent m permutations, fi V'on prend m— 1 fois a & 2

bre dz ces permutations eft exprimé par

mmm-1.m-2,..

foisb ; car ce nombre eft alors — m: elles don-

I.th=I.mM=-1...

m.m-1
ngnt

permutations , fi I'on prend m-2 fois a 8 2 foisb 3
I.2

g MM-T.M-2....  M-Y

puifquun tel nombre eft défigné par = s ‘
T2 m=2... Iv2

306. Remarques, I Lorfquon multiplie un Polynome

fimple , un certain nombre de fois par lui-méme , chaque terme

du produit doit contenir autant de letires , qu'on multiplie en
femble de Polynomes s enforte que fi ce nombre de Polynomes
elim, K fomme des expofants de chaque terme fera m.
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307, L1, Chague terme doit [ 1romver aurant de fois am produir;
gue [es leztres pewvent donner de permusazions. En effet , fi dans le-
xemple ci-deffous, on écrit toujours la lettre du multiplicande
avant celle du muliiplicateur , on verra que fi dans le premier
produit partiel on place b devant a4, dans le fecond on le place
aprés 3 ainfl le terme ab doit fe préfenter deux fois. De meme
fidans le premier produit partiel ¢ eft devanra, dans le teoi-
fieme il eft aprés; ainfi le terme ac s’y trouve deux foiss celly
a-dire , autant de fois que {es lettres peuvent donner de permi-
tations. Tl en eft ainfi des autres termes : & la méme chofe ar-
riveroit quel que fiit le nombre des fafteurs; parce que cela
Senfuit de ce qu'ils fons fuppofés les mémes , & de ce gu'en les mul-
zipliant , on éorit leurs lestres les unes d cdté des autresa

Exsupri

a b~ ¢
a4 b 4 ¢

a* ~- ba = ca
Produits pattiels. —+ ab = bb + cb

ac ~— be - cc

Prod. tot. at o= 2ab - 2ac =5t =4-2bc -2

308. CoRoiir. Quand onéleve le binome a6 & la puiffance
m , cheque terme doit douc contenir m lettres ( 306 ) @ fe préfener
autane de fois que fes lestves donnent de permutarions ( 307 ). Pour
former cette puiffance, iln’y a donc qua favoir : 1°. combien
on peut faire d’efpéces différentes de termes a m lettres , avee
un nombre m de a & un pareil nombre de’ & :2° combiende
permutations admettent les lettres , qui forment chaque efpece
de termes.

Or, les efpéces différentes de termes a m lettres , qu'on peut
ainfi former , fe déterminent en prenant m fois a & o fois & , ou
a™ : m-1 foisa & 1 foish , ou a™ b :m-2 fois a & 2 fois b, on
am .. .ofoisal m fois & , ou 6™,

Le nombre des permutations pour les lettres de chaque  tete
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We M=T. M=Zrurss
me eft ( 305 ) pour &=,

g gsr e =1s: pour &5,
M, M=, W-2..0.

m. m-1.m-2 &c. m mom-1.m-2.8¢ man-1,
——=_ —m: poura™3bz, = :
T.m-1.M=2u.. I .2.m-2.. I.2
L m.m-1.m-2,.. e
pour 6%, — = 1. Il faut donc que la puiffance m da

/. M=1,m-2...
Binome 4 +- & fe préfente ainfi:

mm-1 mm-1.m-
PL ma™-14 e i z

ML L T-3) 3, b,
1.2 R

Ainfi la forme de cette puiffance, qu'on a dérerminée ail-
lewrs (134 ) par indution, fetrouve ici démontrée par la na-
ture méme de la chofe. -

309. Quoiqu’on puiffe par la méme formule trouver une puif-
fance quelconque d’'un Trinome , d’'un Quadrinome , &c. ; il elt
cependant plus commode , pour éviter de longues multiplica-
tions , de la former dire@tement, ainfi qu'on forme le quarré on
le cube ( 145 ). Or, d'aprés les principes précédents, on y peatr
parvenir par la méthode fuivante. Suppofons qu'on cherche la
quatricme puiffance dn Quadrinome a6 + ¢ +d 3 pour la
trouver, formez d'abord guarve colonnes , dont chacune conricane les

quatre premiéres puiflances des lertrer a, b, ¢, d :'commengans enfisiie
par le terme [upericar de la premicve colonne i gauche , formez , avec
les termes qui font & ladroite, tous les produits poffibles a quatre di<
menfions : donnez pour coefficient a chague produit 5 le nombre qui dé=
tirmine combien de permutarions il pews avoir 3 & vous formerez la
puilfance cherchée,

Ainfi , dans I'exemple fnivant , j'écris d’abord le terme a*,
fans le mpltiplier par d'autres; parce qu'il a quatre dimenfions ;
je lui donne 1 pour coefficient 5 parce que les lettres de ce ter-
me n'admettent quune permutation ( 304 ). Defcendanta 42,
je vois qu'il peut former quatre dimenfions avecé , ¢, d, &
non point avec d’autres termes a fa droite, J'écris done a?é,
¢, a’d; & je fais le coefficient 4 , parce’ que chaque terme
admet ici quatre permutations (304). a* peut donner quatre di-
menfions ayec &%, ¢* ,d* ; & chaque terme admettant alors 6
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permutations (304) , je place 6 pour coefficient de a2)2 , atety
azd:le méme a® peut donner encore quatre dimenfions avee b
bd, cd, & chacun donnant alors 1z permutations ( 304) , j¢-
cris 12a%bc, 124%4d , 12a%¢d. (elt inutile de parler des ai
tres termes ).

ExegwMmere

(a~+b+4c~+4d)

at b4 c* q4
ad | b3 | 3 €
az bz c2 dz : 2
ar | bt | e ai

a% A 4a3h - 6arbr - gab’ 5% - cF o d¥
= gqadc - 6arcr = gacd - 4b3c - 403d
- 4ald - 6ardr - 4ad} - 453d ~6c2d>
12 azhe - 12 abre -+ 6b2c* =~ 4ed}
~+ 1242bd ‘=~ 120b*d - 6b2d>
= 1z a2cd 4= 124c 2b = 126%ad
= 12402 d - 4bc?
- 120d2b - 4bd3
“-1zad2c 4 12bc2d
- 24abcd = 125d%c

3ro. DEr. Nous entendons par combinaifons de plufiens
quantités, le nombre de fois qiic ces quantités peuvent €
prifes , ou une & une , ou deux ideux , ou trois a trois, &
Ainft les trois quantités a,b, ¢ admettent trois combinaifonsuse
3 une, favoir,, a, b, ¢; trois combinailons deux-a-deux, favol,
ab , ac , be; & une combinaifon trois-i-trois , favoir, abe.

311. 111. QUESsTION. On demande combien de combinaifi
peur domner un certain nembre de quantités , comme a, b, ¢, d,n
les prenans d'abord une-a-une 5 enfufre deus-a-deux o puis awois-ge

Frois , Oray Fobi
obferve
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Joblerve 1°. que prifes une-2-une , elles donnent autant de

combinaifons, qu'il y ade lettres; ainfi m lettres donneroient
m combinaifons.

2°. Que les prenant deux-i-denx, jécris une fois plus de
lettres, que je ne forme de combinaifons ; puifque je mets deux
lettres dans chacune. Connoiffant denc le nombre des lettres
écrites, & le divifunt par 2, j'aurai le nombre de leurs combinai=
fons deux-a-deux,

Pour avoir le nombre des lettres écrites,je remarque que cha=
que lettre doit étre écrite avec chacune des autres 5 & quiainfi
sil yena 4, chacune fera ¢crite 3 fois ; donc le nombre des
lettres écrites fera 4. 3 ¢ s'il yen a 5, chacune fera écrite 4 foiss
done le nombre des lettres écrites ferag. 4 : 51l y am lettres 4
chacune fera écrite un nombre de fois exprimé parm—1 3
donc alors le nombre des lettres écrites fera m.m—z ; & pa¥

: Y : m.m—1
conféquent celui des combinaifons deux-d-deux fera

Pour avoir les combinaifons de ces lettres trois-i-trois,j obferve
également 'que mettant trdis lettres dans chaque combinaifon
jecrirai deux fois plus de lettres , que je ne formerai de com=
binaifons. Il ne s'agit donc que de trouver ce nombre de leteres
écrites , puifqu’en le divifane par 3, j'aurai le nombre de leurs
combinaifons trois-i-trois.

Pour le trouver , je remarque que fi jai 4lettres & combi~
ner trois-a-trois , comme a, b, ¢, d , chacune [era répéide amrans

de fois , que Les tvois autres pesrvent domner de combinaifons deux-d=
deus. En effet, pour faire les combinaifons trois-3-trois , on voit
quil faut mettre a dans chacune des combinaifons deux-a-deux,,
quon peut faire avec &, ¢ , d : qu'il faut mettre & dans chacune
des combinaifons deux-i-deux , qu'on peut faire aveca , ¢, d s
il en eft de méme de ¢ parrapportaa , 6,4, & de d par rap-
port & a; b, c. Donc fi y'ai m leteres, je vois que chacune fera
répétée un nombre de fois exprimé par le nombre des combi-
nailons deux-i-deux , que peuvent donner m —= 1 letices ; ¢'alt-

R
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eI M= 1y oo alors le fiombre des lettres écti-

130

3-dire, par ———

e I TH=—2 :
i — 3 & par confequent le nom-

tes trois-a-trois fera
. ——1 H—2

e

bre des combinaifons =

> i
Par un femblable raifonnement , on trouveroit que m lettres

combinées quatre-a-quatre donneroient utt nombre de combi-
M1 2 3

2: 3: 4

naifons exprimé par . Il ¢n feroit de méme

de toutes les autres.

312 1V.QUueEsTioN Onpropofe une lorerie , danslaquelle
il y aun nombre m de numero , qu on peus prendre en les combinan
0% ti- G-, 018 destx-a-deus o 0w 17015-A=1r0i5 + o o o o 0B ¥ A ¥s De tont
ces numero y il n'en doit foreir de la roue de fortnne qu'un nombren:
& Pondemande dans quel rappors cft la probabilité de gagner 4 celle
de perdre, en premant un wombre p de combinaifons , on fimples , on
doubles , ou triples, on Cre.

S o L. La probabilité qu'on a de gagner eft en raifon dunom-
bre des combinaifons qu'on a prifes , & du nombre de celles
qui doivent fortir de la roue de fortune : tandis que la proba~
bilité de perdre eften raifon du nombre des combinaifons qui
ne {ortent pas ( 237 ). Or, ily a un nombre v de combinaifons
fimples , qui fortent de la roue , & un nombre m—=» qui ne for-
tent pas. Ainfi par ces fortes de combinaifons , I'efpérance doit
étre A la crainte , comme np:m=—n, Pour les combinaifons
M.1—1

doubles, il y en aun nombre qui doit fortir de la roue

e e R o B 3
de fortune, & unnombre e g e doit pas for

p (n2n),
2

tdr. Ainfi par cellesd , Uefpérance eft i la crainte 32

TN L e ] E 1

. On wouvera de méme que par les combi-

. : SR, 4 - L. plnd-gnran
_naifons triples , Vefpérance efta la crainte MT)

2

M e 30 2 L My 3 3 B2,

2.3 it
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De forte que fil'on faitp=1,m =90 & n ==, on aura
par les combinaifons fimples, que la probabilisé de gagner eft 3
celle de perdre {3 1: 17; parles doubles ::1: 399, 55 pat
les triples 52 1 : 11747,

313. V.Q U ES T 10N. Ondemande ici, combien on peus faive de
gueﬂiam différentes , [ur les progreffions Arithmétiques & Géomirri-
ques , en fuppofans connues trois de ces cing chofes , le premicr tir=
me a , le dernier s, le nombre des termes w oy le quoticnt ou la diffé=
renceq , la fomme s,

Sox. Puifquon {nppofe qu'a chaque foisil y a trois don-
nées, & par conféquent deux inconnues, il y a une fois plus
de queflions 3 faire , qu'on ne peut trouver de diff¢rentes com-
binaifons pour ces trois données. Or, pour cellesciily a 10
combinaifons , puifque ( 311 ) 4 prendre § chofes trois-a-trois »

-

le nombre des combinaifons eft 5—-:—: = 10. 11y a donc 20

queftions différentes 3 fajre fur les progreflions , conmoiffant
trois des cing choles qui y entrent 5 & elles fe réfoudront tou-
tes par les deux propriétés , dont I'une donne l'expredlion de la
{fomme de tous les termes & l'autre celle du dernier; & dans le
casou il s'agira de trouver la valeur des inconnues exponen-
tielles , comme il arrive dans la progreffion géométrique , on
aura recours aux propri¢tés des Logarithmes, prouvées ci-deflus
( 290 ).
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SECTION QUATRIEME.
De Z’;ﬁinaiyﬁ.

CHAPITRE PREMIER.

Des propriétés générales des Equations.

314 E S ANALY SE en général eft I'art de décompofer une
guantit¢ en toutes celles qui y font contenues ; mais ici nous
n'entendons par-13, que les moyens” de trowverdans une expreffion

- algébrigue, la valeur de certaines quantités, qui y font combinées avee

daurres. Celles dont on cherche la valeur, & qui pourcette
raifon font appellées dés Znconnmes , s'cxpriment ordinaitement
par les dernidres lettres de Yalphabet, s,y , z, & lesquans
tités données ou connues , par les premicres. Pour trouver ces
valeurs , on forme une équation ou expreffion d'égaliré entre plu-
fieurs quantitésstout ce qui eft i la gauche du figne =, en eft e
premier membre,& ce qui eft 4 la droite,en eft le {eeond. Quand
on eft parvenu i laifler l'inconnue feule dans un membre,
randis que Pautre eft compefé de quantités toutes comnues,
alors on a dégagé I'inconnue ; ou bien on a trouvé fa valeun
Cette valeur eft appelide ume racine de Péguarion , & lon e
doit point confondre ces forres de racines avec celles que four-
niffent les puiffances.

315, A X 10 M E. On ne détruis point I'égalité entre les dens meme
bres d'une équarion y fi Pon fait fubir les mémes changemens alun
& a Pautre.

On peut donc leur ajouter ou bien en fouftraire la méme
quantité ; les multiplier oules divifer par la méme quantité §
lgs élever & la méme puiffance ou bien en extraire la mémg
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racine , fans détruire I'égalité qu'il y avoit entr'eux avant ces
changemens,

316. Corovrr, Il {nitdeld 1°. que fi le méme rerme avec le
méme figne (e tronve dans les desx membres dune équation , on peus
Peffacer de part & d’aurre. Par la Uexpreffion devient plus fim-
ple, fans que I'égalicé foit détruite. Ainfi a* 4+ b= x ~~ a* de-
vient b= x , en cffacant a* de part & d'autre.

317. 2°. Que 5'il y a plufiears termes femblables dans une équa-
tion , on pewt bes réduive @ un feuls Alnfl a* 4~ x =342 =c %,
devient 4a* =o.

318. 3% Qu'en changeant le figne d'un terme , on peus le faire paf-
for dun membre d'équation a Pautre , fans détruive Pégalité, Ainfi
x4 px =g — 2, peutfe changer en x? 4= px =4~ £ =g ; car par
11, on ne fait qu'ajouter la méme quantité + ¢ aux deux mem-
bres , & réduire le fecond ; puilque x* 4 px—g—¢ devient ,
en ajoutant -+ #des deux parts, ¥* - py+t—g—t+41t; &
réduifant le fecond membre, x* 4 px + += 4. Sil'on avoit fait
K2 o px— g == — ¢, on auroit fouftrait ¢ de chaque membre
(cette opération sappelle Tranfpofition). On peut donc parla
Tranfpofition , faire pafler tout le fecond membre d'une équa-
tion dans le premier, en laiffanto i fa place. Ainfi x2 4= px
=g~ peutdevenir ¥* 4px— gt =0

319. Siaprés avoir tranfpofé tous les termes d'une équation
dans un feul membre, qn les ordomme par rapport 2 une in-
connuie, on les appellera p{em1e1 fecond , troifiéme terme ,
{elon I'ordre décroiffant des expofants de cette inconnue 5 & on
appellera dernier terme , celui od linconnue ne fe trouvera
pas. Si enfin la lettre par laquelle on ordonne ['équation ,a
le méme expofant dans plufieurs termes , on les écrira les uns
fous les autres , & ils feront cenfés faire un méme terme com-
plexe. Ainfi I'équation fuivante , ordonnée par rapporta ¥,
sécrira fous la forme qu'on voit ici, & on dira qu'elle ne con-
Lient que quatre termes,
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%3 e ax? o gbx = abc =0
byt ~p acx
—cxh = bex,

Aprés qu'une équation a été réduite autant qu'il eft poffible,
ondit quelle eft du degré exprimé par le plus haut expofant
de l'inconnue,fi elle n’en renferme qu’une ; ou bien par la plus
grande fomme de leurs expolants dans le méme terme , fi elle
en renferme plufieurs, Ainfi I'équation précédente eft du trois
ficme degré ; celle-ci ay =+ x 4 p =o eft du fecond ;& celles
Clx—b=c,¥+y+2=4q, font du premier. (¥ )

Comme chaque opération d’Algéebre a fa contraire, il eft évi-
dent qu’il faut chercher i dégager 'inconnue,par des opérations
oppolies a celles qui l'ont engagée avec les connues, Or, fi
Téquation eft réfoluble , il n'eft point poflible que linconnue
nait été engagce par quelqu'une des fix opérations fuivantes,
ou par plufieurs 2 la fois 5 favoir , par addition ou foultraction;
par multiplication ou divifion ; par I'élevation a quelque puif:
fance, ou par I'extraltion de quelque racine. '

320. L. Si l'inconnue eft engagée par addition ou par foul-
traction , il fautla dégager par la tran{pofition : en la rendant po
Sizive dans un membre, & tranfpofant tous les termes dans lautre,
Ainfi dans x4+ p—~q=r, jecris¥ =r — p — g ; dans ab—¢
== cd — ¥ , yécris * = ¢d — ab =~ ¢. Je {fuis {tir que fans décruire
Iégalité (318), yai employé I'opération oppolée a celle pat
laquelle T'inconnue étoit engagée.

321. L L. Silinconnue eft multiplice , 71 fauz sompofer un mem:
bre des feuls termes ou elle fe trouve , & divifer toure Iéquarion
par ce qui muliiplie certe inconnue. Ainfi dans a¥x~+b=cona,

(*) on appelle aufli équations lindaives , celles du premier degté < équationt
planes, celles du fecond : équations cubiques , celles du troifieme. Ces dénominaa
tions font fondées fur quelques tapports avee les dimenfionsde etenduc, delyuely

rouspatlerons en Géofnettic
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¢h tranfpofant 4, & divifant par 2, x = ‘T‘ Mais nous avons
vu (112 ) gue fi laméme quantité entre pour fatleur dans plufieurs
wermes , elle fait un produir avec tout ce qui n'eft paselle, dans ces
mémes termes. 11 faut donc alors, pour dégager l'inconnue ,
divifer 'équation par ce qu'il y adans ces térines de différent
de linconnue. Ainfi dads ax 4 b 4y —=c~+d , je vois que
dans le premier membre » fait un produit avec a - b+ 1 ; di-

c+d

o sr . " o P L
vilant donc toute I'équation par ce facleur, jai ¥ = ———.

322. HI. Silinconnue eft divifée , 7! faur renr muliiplier par ce
divifeur. Ainfi dans =~ b == ¢ — d, multipliant d’abord par 4,
jai ¥ = ab ==ac ~=ad , & tranfpofant jai ¥==ac— ad — ab.

Dans = ==c, j'ai ¥==ac — bc. Engénéral , pour faire difpa-
roitre les fractions dans une équation , & faur muliiplier tous
Jes termes , par le produir de tous les dénominateurs. Or , pour cela
il fufit dans chaque terme fraltionnaire d'effacer le déno-

minateur, & de multiplier par tous les autreés dénominateurs
. a [ . -
(53). Ainfi ;+-—e=f, devient ad —4cx—des = dfx 3

E+;+%: t == y,devient prx® ~abrs ~- abpg == abprt — abpru.
Parli on ne fait que multiplier les deux membres par les mé-
mes facteurs , ce qui ne détruit point I'équation. :

323. IV, Si linconnue eft élevée 3 quelque puiffance, #
faue (£l fe peur ) la laiffer fenle dans un membre , & extraire'de pave
U dautre laracine analogue a cette puiffance. Ainfi dans ab + x=
=c, jécris ¥* = ¢ — ab ; & extrayant la racine quartée ¥ = 4=
Vimib ( nous parlerons plus bas des différents cas qui fe pré-
entent ici).Enfin,fi 'inconnue eft affeétée de quelque radical, il
faut le faire difparoitre en ¢levant tous les termes 2 la puiffance

quirépond 3 ce radical. Ainfi y/x==bdevient x =b3. y/x3

d ———
=ar-bdevient 83 =(a4-b)2 & v =+ (a-+b)%
La mani¢re dont I'inconnue ¢ft engagée fera dong veir , dads
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tous les cas , quielle eft celle des opérations précéderites quil
faut employer, pour la dégager.

CHARITRE Ak

' Des Equations du premier degré & une feule inconnue,

324. A VANT den venir a U'apolication des reégles précé-
dentes , il fe préfente quelques réfléxions 2 faire fur la ma-
niére de mettre un probléme ¢n équatien. D’abord on voit
quil feroit' abfurde d'en demander la folution , fans affigner
quelque condition , ou rapport des quantités connues avec les
inconnues, dot lon piitla tirer. Quelquefois, ala verité ;
on neft pas obligé de dérailler ces conditions ; parce quelles
dépendent de certaines propriétés qui entrent dans le probleme;
& quelans érre explicitement énoncées, elles n‘en font pas
moins renfermées dans la queftion propofée, Dans ce cas ['A-
nalyfte ne peut les découvrir , que par la réfiexion aidée des
connoiffances relatives au f{ujet dont il s’agit. Ces conditions
une fois connues , il exprimera par des lettres les différentes
quantités qui entrent dans la queftion , & il formera autant d'é
quations , quil y a de rapports différents entre ces quantites, Il
¢évitera fur rout d'introduire dans le calcnl plus de lettres quil
n'en faut , & de préfenter comme indépendantes des équations
qui , par quelque opération algébrique , peuvent fe réduire &
laméme. Enfin il saflurera , avant de commencer fes caleuls,
que chaque ¢quation eftla traduétion exalte de la condition
quelle doit exprimer, & que toutes enfemble rendent fidéle-
ment la queftion propofée. Maisici, comme dans plufieurs an
trescas, les exemples inflruifent mieux que les préceptes,
325. Prosriwme I Plerre & Jean ont fait enfembleun
fonds de §65 écus; Plerre enamis 137 de plus que Jean ;o
demande qu'elle eft la mife de chacun.
Sor 1° Je vois que Jes noms de mife , d'¢cus, de Pieme &

i

W
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de Jean font des pures dénominations inutiles pourla folus
tion de la queftion. C’eft pourquoi les laiffant & part , je fais ¢

565 = a 2

197 ="%

2", Quoiqu'il paroiffe d'abord qu'il y aici deux incofinues »
favoir , la mife de Pierre & celle de Jean ; je vois bientor qu'il
n'y en a réellement qu'une ; puifque connoiflant celle de Pierre,
il fufira d'en fouftraire 137 écus oub, qui fait la différence
des mifes, pour avoir celle de Jean. Ainfi appellant la pre=
miére ¥ , la feconde fera x —i.

3°: D'apres les conditions du probléme ; il faut que la fommé
de ces déux mifes vaille 565 écusou 4 5 donc tout fera exac=
tement exprimé, en faifant ¥ <% — b == a. Tranfpofant & ré<

' bl atb
duifant ; 2x =='a 44 5 & divifantparz (322 )= ==, ex-
preflion 'de 1a mife de Pierre. Pour avoir celle de Jean , je

A ey ] - B A
fouftrais b de ——, ce qui donne 'fi;—! ~ b 5 & donnant ua mé=

%o o il s ; <f o Y
me dénominateur , puis réduifant, je trouve Z=. 8i je fubfti~
tue les nombres 2 la place des lettres ; la mife de Pierre fera
$b5+137 02 ; ? | 65—13
== Pl ggr écus’, & celle de Jean fera 27

28 ; .
=%"= 214 écus. En effer on trouvera que la fomme de ces

deux mifes eft §65, & que lexcés de la premicre fur la fe-
conde eft 137, comme le probleme le porte.

326, RE ma R quE L'Analife méne fouvent a des vérités
quil eft aifé ; en fuivant une marche contraire , de prouver
par lavoie de la Synthéfe: Ainft la {olution du probléme pré-
cédent peut donner lieud ce théoréme. :

327. TH £ ORE ME, La plus grande de deus quantités vauns la
moitié de lear [omme , plus la moitié de lewr diffirence : & la plus
perite vaut la moirié de la fomme , moins la moirié de la différences
i Dem. Soita >b:1°.je dis que lon trouve a ¢n prenant la
moitié de la fomme de a & de &, favoir, “—:5— , 8 lui ajoutanie
fa moitié de Ia différence , qui eft Z2%.En effet 04" (e

%
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Lo A7 D) . 1 T o ) »
effagant 4+ - & == =) devient = a~ aoua 2’ Je d;s quon
trouve & en louftrayantlamoitié de la différence de lamoitic dela

asb—awb __ 2b et
—— = =4

fomme; car il vient alors
328. ProprEwme 11 Trouver un nombre , qui, mult-
plié par 12, vaille autant quajouté i rz.
S o . Soit ¥ pour ce nombre , & nous aurons ¥ =12 =124

b
donc 12 = 12x'~ ¥ = 11, &=

Si au lieu de r2 nous écrivions a, il nous viendroit Jt::;f_i
s |

& l'on 'pourroit déduire de & cette propriété génerale : gue f
un nombre eft divifé par un: awre plus  pesit que Iui dune
wunizé , le quotient feva rel 5 que foit en Pajontant au Aividende,
Joit_en le mulsiplians par ce dividende ; la fomme & le produis

. [ . - 12 I
ferone gonjours égaum. Ainfi 127 = ; ou 13 - Vaut autant

32 e 2 o g0 B : 4 4
que 120X ===t =13 11.delnemc4+3—- 4 xs,car

Yun & Jautre de ces nombres eft 5 .

320, Prosrime 11L Un Marchand a trois Débiteurs,
A, B;€;il aoublié ce que chacun lui doit, & fe fouvient
feulement que les dettes de A & de B, ajoutées enfemble ,
valent 6o lotis ; celles de A de C, 80 ; celles de B'& de C, g2,
On démande combien chacun lui doit.

So1. Jappelle ladette de A, » 5 & puifque parla premicte
condition, étant ajoutéea celle de B, elle vdut 6o louis , lau-
tre fera 6o—yx. De plus , comme A & C par la feconde condi-
tion doivent 8o louis, la dette de C eft’ Bo— : & enfin puil
que par la troifieme fuppofition ,- les deux dettes de B & de €
ajoutées enfemble valent gz louis , 60— x + 80 — x =gz. En
tran{pofant, j'ai donc 140—92==2x: réduifant, 48=—2+ : divifant
par 2, 24 =«. Donc A doit 21 lonis ; B qui doit o —=, en
doit 36 ; & C qui doit 8o ~x , en doir §6; & I'on voit que ces
nombres rempliffent les conditions du probléme, :

330. ProerEume 1V. Quelquun regarde 2 fa montre , &
on lui demande Uheure quiil eft. "Il répond ; entre 5 & 6; mais
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comme on veut une réponfe plus précife, il ajoute : dans cet

inftant I'éguille des minutes & celle des keures {ont fur le mé+

me point. On demande qu'elle heure il ¢étoic alors.
Sor. Il nesagit ict que de chercherla partie ou les parties
b 1 P
d’une heure , quiil faut ajoucer &y pour avoir 'heure deman-
dée. Appellant donc cette partie dheure » ; le peint ou fe
i 4 L
rencontrent les deux éguilles, A; j'obferve que dans le tems
que I'éguille des heures a parcouru fur le cadran I'elpace #, celle
des minutes eft venue de 12 en A , c'eft i-dire , qu'elle a par-
9 P
courn §— . Or, la vitel fle.de la premicre érant la donziéme
partie de celle de la feconde , I'efpace x doit éere la douziéme

patic de § - ,.oubienon a # =22 Grant la fradtion &
wranfpofant ; il vient r1x='y; & enfinx =L , Ceft-a-dire,

i1 érot TR S R hoam' 3
quil éroit alors 5" ~+—-, ou bien st,27" =

Si le point auquel répondent les éguilles , etoit fuppo(é entre,

6 & 7, on auroit x=-?6; sentre 78 8,x=Tsentre8& 9,
¥ = ”s_ ; de forte que le dénominateur de cete fra@ion eft tou-
jours 11, & le numérateur eft le nombre qui défigne heure
au-dela de laquelle les éguilles fe trouvent.

331. Proe. V. Un Marchand a deux fortes de vin, I'un
220 lepot, lautre & 12 {. Il veutles méler enfemble pour
en faire 100 pots a 14 {. le pot; on demande combien il doic
prendre de pots de chaque forte.

Sor. Si lon appelle  le nombre des pots de la meilleure
forte , 100— x exprimera le nombre des autres. Il faut donc
pour avoir en fous le prix de la meilleure forte , multiplier 20
par x , ce qui fait 20¢; pour avoir le prix de ['aurre , multi~
plier 100 g par 12, ce quifait 1200 —r2x: & pour avoir
le prix du mélange , multiplier 100 par 14 , dont le produit
eft 1400. Or, le prix des deux fortes devant valoir enfemble

le prix du melange, on a 1200— 12 ¥ 4 20% = 1400, Ré-

200

 duifant & tranfpofuit , 8» =s200; ou bien s =+ = 2§ ;

€
Siij
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c'eft-i-dire , que le nombre des pots de la meilleute forte doit
gérre 25 , & celuide lautre forte 100—25 ou 75,

C HARTFTRE-T B

Des Eguations du premier degré & plufieurs inconnues,

B32. S I un probléme ne fournit pas autant d’équations que
d’inconnues , il neft point poflible de trouver la valeur de cha-
cune. Par ex. fion n'avoit que cette ¢équation as ==c—1ly ;

avec les deux inconnues qu'elle renferme , on auroit en divi

e—b . Ve o
fant para, ¥ = -—‘z-—y, ou bien en divifant par by = «-31 son Len

voit que la valeur de xrenferme y , & que celle de y renfer-
me x. Ainfi ces fortes d’équations n’apprenent rien ni fur x nf
{ur y3 3 moins qu'on ne fuppofe une valeura I'une ou i lau

A 3 . Gk "
tre, Faifant par ex. 9 = 6, aurai y=— 5 & faifant x=g,
i c—24 & - i 3 e
jaural y = —— Ces fortes d'équations s'appellent dndéer-

minder, & les problémes qui les donnent , font aaffi appellés
problémes indérerminés 5 parce quils font {ufceptibles d'une infis
nit¢ de folutions , 4 moins que 'étar de la queftion ne leu
fixe des limites. Nous ne dirons rien ici de ces fortes d'-
quations, °

On appelle dérerminé tout probléme , qui fournit aurantd'é
quations , qu’il contient d'inconnues ; c’eft de ceux i que nous
allons parler, en commengant d'abord par ceux qui ne ren-
ferment que  deux inconnues. Or , dans ces problémes il
peut arriver trois cas : 1°. que chaque inconnue n'entre que
dans une ¢quation , comme dansay +b=c,ds42=F;%&
alors on wouve la valeur de chacune , par les méthodes ci-
‘deffus, 2°. Qu'une des inconnues entre dans utie feule équa-
tion , & l'autre dans deux , comme dans ax~= by = ¢ , dz 1ty
= f.3°, Que chaque inconnue entre dans deyx équations ,
gomme dans ax by ==c, dx ey =f

F
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~ Dans les deux derniers cas, on a deux méthodes pour ttou~
ver la valeur de chaque inconnue.

PREMIERE METHODE.

[* ] Prendre les valeurs égales d'uneméme inconnue.

333. 1% Dans chacune des deux équations données ( quei'appelle
Premitves équations ) , prenez 4 part la valewr dune méme inconnus,
2°, Egalés enfemble ces deux valeurs 3 & vous aurez une équation
avee une fenle inconnme , dont vous trouverez la walear par les mé-
thodes ci-deffus. 3°. Dans la plus fimple des éauarions précédentes , -
fubftitnés cette valewr a la place de Uinconnne , & vous auvez la va=
lear de Vaurre,

Exemrre

Premicres équations.. [ ax ~+ by

e
Valeuts égales de s... j

¥ =

Equation des valeurs c—by . [ty }
égales de » :: 4

Valeur de y { y = M_}

——'as’-—bd

Subflituant cette v:tIeur{ ce — bf

R * = —
dey, il vientpourx. ... ae — bd

(*) Prendre la valesr d'wne inconnue , nefl pas la méme chofe que trotiver [4
walesr de getre inconnse, Oa en prend la valeur , en faifant delle feule un mem.
bre d'tquation , de quelques quantités , foit connues , foic inconnues , que ['autre
membee {oit compofé ; maison n'en trouve Ja valeur quautant qu'érant feule dans

i85 membre d‘c'gua_tiog » Uaytes membre oft compof de quantités teutes conpuess
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SECONDE METHODE.

Subflituer la valeur d'une insonnue.

142

334+ 1°, Danr une des premz'i‘rf: équations prenez la valenr dune
gnconnue, &' Pécvivés & parts 2°. Dans Pawve équation fubflitués cne
waleur a la place de cetre méme inconnae 3 @ vous aurez wne équatio
avee une feule inconnue , dont vous trouverez la valeur. Dans Péqups
zion mife a pare, [ubfiituds certe valenr & la place de Pinconnue qu'elle
reprifente , & wous awrez la valeur de Uautre.

ExeMmrrLeE

: b, Valeur de
Premilres équa- 2E+¥=Cyprife de lad y==c =22

TIOnSN 5 et A 42— x=4d | premiére.....

Valeur de Valeur de » s
fubftituée -J;m—: gcmgu=g (lubftituée dans Sy —; — 8+
la feconde...... celle dey. 9

Valeur dex.. J' e 43 Valans y:-c-j_—z'-d
] o _dcy.... @

33§.S c oL 1E. Quand il n'y a que deux inconnues,& quel:
quefois méme quand il y en a trois,fi I'on veut en éliminer quek
qu'une, il eft ordinairement plus fimple de- la rendre pofitive &
de lui donner le méme coefficient par tout, puis de fouftraire
une ¢quation de l'autres Or ; pour donner dans deux équations
le méme coefficient & une inconnue, #l faus mnliplier chague
équarion , par le coefficicnt que cette inconnue a dans Uautre, Ainfl
dans ax 4+ by=c , dx 4 ey =f, je multiplie la premicre cqua-
ton par d , la feconde par a, & jai ads — bdy = dc , ads.~ay
=l boufvuyanr la feconde de la premiére, j'ai bdy =4

ac — f

— e .D.‘ =
de — af. Doncy = o

. Qu'on ne croie pas que cene

valeur de y n'eft pasla méme que celle de exemple ci-deffus
( 333 ), quoique les fignes foient tous différens 5 car on ne chan
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g nil'efpéce nila valeur d’un quotient, en changeant 2 la fois
tous les fignes du dividende & du divifeur. Quelquefois on éli-
mine une inconnue , en multipliant l'une par l'autre les deux
50 2 < : : b b3
équations ot elle fe trouve. Ainfi dans a2« = Ak Roniis

multipliant membre par membre , il vient a* ** =42 ; donc

336. Quand un probléme déterminé fournit trois ¢quations &
par conféquent trois inconnues , on peut eemmencer i en chaf~
fer une par P'une ou Tautre des méthodes que nouns venons
de donner; & enfuite on traite les deux autres , comme nous
venons de le faire dans les équations & deux inconnues. Ily a
des cas oi 'une deces méthodes abrege le caleul plus que
Tautre : I'habitude feule peut les faire diftinguer.

Si I'on employe la premiére 5 # faut 1°. Dans chacune des égua-
tions données , prendre la valeur de la méme inconnue. 2°. Egaler ces
valeurs deux-a=deux ; & Pon aura denx équations avec deus incon-
nues, que Pom araitera par les méthodes précédenres. Ayant ainfi
trouvé la valeur d'une de ces inconnues , on la fubftituera dans
celle des équations oil elle fe trouve avec une autre feulement,
pour avoir la valeur de cette autre.

Sil'on employe la feconde Méthode 5 1°. On prendra dans une
des premieres équarions la valeur d'une inconnue , pour la fubflisucy
dans chacune des autres 5 & Pen aura par la une inconnne & un
équarion de moins. 2°. Par ce gue nous avons dit fur les équarions a
dewx inconniwes , on trowvera la valeur d’'une inconnue , qu'en [ulfii-
tuera dans les autres équations , ponr avoir la wvaleur des awrres in=
Connnes,

<
sS4
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ExX=eEnmPrPLE

x......}l:( C‘-E"',T

; Premidres ) po i x==d L Caze A
equations. ..} 4y .z —c¢ % == — bz
sl
Secondes T i A=t
£quations,.... gy z=¢
2 d €—y ad =— ¢ =— y
o B bt ki Caze B L
Z==¢ = ay :
Trmfcme | et M e=— gy
équation. . ab
{ arby —y=abe+¢—ad Caze C}-
E: ¢ '
abe'f- ¢ = ad
T
Qg — ac —¢
DO“C---iliz:_ azh I-tP
_ abr4-bhe—d
G5 X “
,

Dans cet exemple l'inconnue x ne fe trouvant pas dans tou-
tes les équations, je prends fes deux valeurs ( Caze A ) dans
la premicre & dans la feconde des équations données, & je

. PR 5 4 . e
fais enfuite —= =d — bz. Comparant celle-ciavecla troifig-

me des équations données,qui ne renferme également quey &z,
yai les fecondes équations. Prenant dans celles-ci les valeus
de z( Caze B ), jen fais la woifiénte équation , qui fe réduis

R e

g
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en otant la fration & tranfpofant, a celle de la Caze C. Enfin ,
dans celle-ci j je trouve la valeur de y,en divifant tout pat
atb — 1 ( 322 ). Subftituant pour y dans z=¢ — ay ( Cafe B ),
jai Ja valeur de z. Subftitiant cette derlicre pour z dansa=:4
~ bz (Caze A ), j'ai la valeur de s

337.S¢ oL 1. Les équations du premier degré préfentent
deux remarques effentielles i faire.

12, 1 arrive aue'lq:icﬂ':is, que , fans s'én appetcevoir , on mee
quelque contradition dans les premiéres équations d'un pro=
bléme , ce qui fuffit pout en rendre la {olution itnpoflible. Alors
leccaleul méne 3 une équation abfurde , comme feroit celle=
ti,20==730. Soient parex. ces deux équations & ——y==30s
¥~ 10=y~ 100 : picnant les deux valeursde ¥ , on a ¥ =30
4y, x=ygo-y; & les égalariton a 3043y =904y, ou
bien btant y ; 30 == oo ¢ équartion ablurde , quiindique que l&
probléme qui a fourni les deux premiéres équations, eft impof=
fible 5 ou bien que fes conditions font coneraditoires, & qu'ainfi
la queftion n'eft pas propofable.

2°. Quelquefois encore on conflruic mal les premicres équas
tions d'un probléeme ; de telle {orte qu'elles ne font pas ablo=
lument indépendantes entr’elles. Cela arrive lorfque I'nnes'ens
fuit de quelques autres combinées enfemble , {oit enleés multi=
pliant ou les divifant par clles-mémes ou par guelque quantité
conntie 5 foit en leur ajoutant ou retranchant quelgue valeu#
connue. Alors la fuite du caleul fair trouver autant d'équations
Hdemeiques ( c’éft-a-dire , ridicules , puilqu'élles n'apprenent rien )
quil y a de ces défauts dans la conftrution. Ainfi dans §x -4
= 100 & 10y -~ §ox == 1000 , €n prenant les deux valeurs dé
§ , on trouve cette équation identique 1000 = robo ; parce qué
lafeconde équation n'eft autre chofe que la premicére , multi=
plice par ro.

338. Prosrime 1. AditaB,ily dfcptam qiie jérois
trois fois plus 4gé qué vous, & dans # ans jaurai précifément
le double de votre .Ne on demande I'dge aétuel de A & dc B

Sor. Soit x 'age de A,y celui de B. fept ans auparavane ; ['ige
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de A éroitdonc ¥ —7, & celui de B, y-—7; au licu que # ans
apres, le premier fera x =7 , & le fecond y—+-#. Or, par la pre-

micre condition , x — 7 =y — 7 X 3 ; & par la feconde ¥ +7
— ;--i—;’ X 2. Souftrayant la premiérc équation de la feconde,
jai 14 == 2y -+ 14 — 3y -+ 21. Tranfpofant les termes affectés
de y, & réduifant, yal y = 21. Subflituant enfuite cette valeur
poury , dans la premicre équation, j'ai x =7 == 63 — 21 ; donc
¥ =49 , & ces deux dges fatisfont aux conditions du probléme.

339. ProsrEame II. Trouver une fraftion, telle que fi

. ; = 1 -
on ajoute r au numérateut , elle vaille 7 & que fi on ajoute

- . 1
1 au dénominateur , elle ne wvaille que e

~ . . » - . i
S o r. Soit cette fration - : fuivantla premiére condition

1 . v o I - .
— — e o B - Ae —_
5~ = 7> & fuivant lafeconde == =. Otant les fractionson

a,3x~4 3=y & gr==y~ 1, 0u bien y = 4x— r : égalant ces
deux valeursde y, il vient 3¢ 4 3=—=4x— 15 donc ¥y =4.
Subflituant i la place de x dans y == 4x— 1, on trouve , y =1y,

* 5 z X 5
Donc 7= I—‘i_— > qui devient dansun cas % ou , & dans l'au-

s
‘16

340. Prosri2me 111, Un Marchand achete trois fortesde
marchandifes A , B & C: le prix de la premiére , avec la moi-
tié¢ du prix des deux autres , vaut §x livres: il en eft de méme

tre ou —.
4

du prix de la feconde, avec le tiers du prix des deux autres: &
du prix de la troifieme , avec le quart du prix des deux antres
On demande le prix de chaque marchandife , en particulier.
Sotr. Suppofons que le prix de A foit exprimé parx : celui de
B, par y: celuide C,parz; & gz L. par a. Puifque d'aprés la pre.
micre condition, le prix de A joint i la moitié du prix des deux
autres, vaut 51 L. ; on a cette équation,’s =+ ’-f—:—‘- = a. Puifquele
prix de B ; avec le tiers. du prix de A & de C, vaut également
st 1., 0n a encore,y ?—T—‘ = a; & enfin, puifque le prix de G,
avec le quart des prix de A & de B,vaut aufli 511, ona enfin cets

¥ it r . wt . - .y
tetroifitme équation, e+ ==4. Ainfi , toutes les conditions
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bt exprimées par les trois équations de la premiére Caze.
Otant les fradtions & mettantles x feuls d’un c6té , en les
rendant pofitifs , on a les trois valeurs de x (Caze 2 ) Ega-~
lant la premiére valeura lafeconde, 8 celle-ci i la troifieme ,
ona,en placant lesy du méme c6té , les équations de la Caze
3 Prenant ici les deux valeurs de y , on a une équation ( Ca-
%€ 4) qui ne contientque z; & otant les frattions on a , en

1 .
tranfpofanr,z::—:a. Subftituant cette valeur dans une des

: 11
¢quations de la Caze 3, on trouvequey = Ga 3 & enfin,
fubftituant les valeurs de y & de z dans une des équatiops
dela Caze 2,0nax= % a. De forte que a étant g1 livies ; =

s hy=33lc z=39l

Caze 1. Caze .
28—y —
x+y+z ey =-..._._y__i
2 2
¥z
y-+ 3 =a R=—=3a~—3y ==z
Xy
z = 4 — X4 — 47—y
Caze 3 Caze 4
§y=—4a—x 4o—z 3z—a
W=3z—4a 5 S
pagy
17
Iz
Valeursde..... J y== -4 %
J
- e -5—;:
17
3 J
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341. Nous allons placer ici quelques problémes , fur lefquels
les Commengans pourronts’exercer.

Prosrime IV, Trouver deux nombres tels »que la dou-
ziéme partie du premier étant ajoutée au quartdu feeond, la
fomme f{oit 6 ; & que le tiers du premier fouftraic du feeond,
la différence foit également 6.

Prosrime V.On demande trois nombres , qui , ajoutés
deux-i-deux,donnent pour fommes trois nombres connus 4,6,6

Proerime VI. Une quantité a étant donnée, on :de- “
mande de la partager en un nombre » de parties , de telle grane
deur , que la plus petite foit furpaffée d'une quantité donnée
par chacune des autres.

ProsrimE VIL. Quelqu'un eft convenu d’acheter tous
les poiffons d’une certaine elpéce, 2 raifon de 5 fols par pouce
de longueur : on luien préfente un , dont la téte a 12 pouces;
dont le corps eft les deux riers de la téte & de la queue, &
dont la queue eft les —:-ld_u cotps & de la téte. On demande
le prix de ce poiffon.

Prozrime VII En 1780 on demandoit & quelqu’un I'ige
quil awoit; il révondit : fi j’étois né 2 ans plus tard , je pour=
rois dire : ajoutez la moitié des annces qui fe font écoulées
depuis le commencement de ce fiécle, jufqu'd celle de ma
naiffance, au quare de celles qui s’écouleront depuis ma naif~
fance julqua la fin du fiécle, & vous aurez mon ige. On de:
mande quel étoit cet dge.

Proerime IX. Trois joueurs A ,B & C, avoient de<
vant eux un tas d'écus qu'ils avoient gagnés enfemble, &
quils devoient partager & ces conditions : que A en au-
roit la moitié , B le tiers, & C la fixiéme partie. Mais ayant
en difpute entreux, ils fe jeterent fur le tas & chacun en
enleva ce quil put. Quelque temps aprés ils fe calme-
reat & firent un nouveau tas d'écus, dans lequel A ayant
remis le tiers de ce qu'il avoit enlevé, B le quart, & Cla
cingui¢me partie, la fomme fur 174 écus. Alors ils par-
tagerent ce tas par portions égales, & fans employer dautre

e
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monnoie , chacun fe trouva avoir la part gqni devoit lui reve-
nir, d'aprés leur accord. On demande combien il y avoit d'é-
cusdans le premier tas , & combien chacun en avoit enlevé.

GHA'PE LT RE TY.

De quelques propriétés générales des équations compofeess

O N appelle en général équations compofées , toutes celles
qui font au-deflus du premier degré; parce qu'on peut les re-
préfenter , ou du moins qu'on les repréfente , comme le produit
de pluficurs fateurs, dont chacun contient 'inconnue. Voici
des exemples de ces fortes d’équations , dans lefquels ona d’a-
bord indiqué les faéteurs qu'il faut multiplier , 8 'on a enfuite
placé leurs produits au-deflous.

ExeMPLES,
Fafteurs.,...(x+a) (x+b)=0
Produit ......x* + (a~+b )x~+ab=o0

Falteurs...(x —a—+b v/ —1) (x —a—~by/ — 1 )=0
Produit....5* — 24x 4+ a*> =o0
—+ b2

Fa&em’?--(xﬂ—a) (x—6) (x+4c¢)=0o

HI Pmduit. e x3+(a_;.+;)xx._|_(_.._5f;+ac——}c')x — abe=0

? et
e, e e, et

Fatteurs .+ . ( ¥4a /—1) (x—a v/—1) (2#=—b) =0
V9 Produit.. .. . 33 — bx* 4= a2x — a*h=

Dans ces exemples , les quantités' qui multiplient les puil-
fances de & , font appellges les coefficients des différens termes

v
>
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de I'équation. Ainfi dans l'exemple 111. ,a == b ¢ eft Je coefs
ficient de x* ou du fecond terme : — ab 4 ac — be eft le coef-
ficient du troifieme. Quelquefois on écrit les parties de ces
coefficients Ies unes fous les autres (voy. n°. 319); & quand
il y a un terme qui manque , on met l'aftérique * 4 fa place de
cette manicrex, 3 ¥ - px - g= o. Mais de quelque fagon qu'on
arrange une équation on conclura;

342. 1°. gw'elle a autant de vacines ou de valeurs de Uinconnue,quil
¥ a d'unirés dans Eexpofant du degré, anquel elle appartient. On biens
que celles du fecond degré ont denx racines; celles du worr
ficme, trois ; celles du quatriéme , quatre ; 8&c. Car on doit ad-
mettre autant de valeurs de l'inconnue , qu'il y a de nombres |
qui, fubftitués a fa place peuvent remplir la condition énoncée
par I'équation , laquelle confifte en ce que fon premier membre
deviene zéro , lorfque tous les termes font d'un feul cote. Or,
dans le premier exemple fi l'on met 3 la place de ¥ ou —a |,
ou — b, le premier membre de I'équation devient zéro. Car
en mettant — &, on {uppole que x == a, ou que ¥ +a=0;
& en mettant — & , on {uppofe que x = —b& , ou que ¥ ==& =0,
Donc dans I'un & dans Fautre cas, un des facteurseft o5 & par
conféquent le produit qui en réfultera fera, 0. On voit affés quiil

en eft de méme pour lescas , o quelque faéteur de I'équation
elt imaginaire. Car fi dans le troifieme exemple je fais , ¥ =—q

v —r,le falteur x +a+/—1 clto; & par conféquent toutle
premier membre devientjo. Ainfi , quoiqu’on ne puiffe pas dire

que dans ce cas (& 1l eneft de méme des autres ) x vaille

ala fois —a/—1,~+a+/—1, & +5b; 'on a cependant 3

choifir parmi ces valeurs , & xvaudra une d'elles indifférem-

ment.

343.2°. Quand on met tous les teymes d une équation d'un [eul colé,
fes vacines 'y préfensens avec un figne contraire a celui quelles om
en effer. Ainfi-dans le premier exemple , a & & {e préfentent avec

Ie figne + , tandis que les valeurs de x font ou — 2 ou = £.

344. ProBrEME L. Orer toutes les fractions d'ane équation , [ans
donner un coefficient au premier terme.
S o L. Subflitués & Vinconnue de équation donnée , une aupre ine
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annue divifee par le produis de rous les dénominateurs , & muleia
plics enfuire U'équarion par le dénominatenr du premier terme.

: ¥z x P : i 27 ¥y
Ainfi dans 3% o= — =~ - = =0, je fais d'abord ¥ = -
a 6 ¢ abe

o e f i ¥ g3
& (ubftituant pour ¥ jai, I RN w1, =0

multipliant enfuite par le dénominateur du premier terme , ja
cette équarion délivrée de frations, y3 == bey? + aticty 4= ad—
Bip=o, ;

345. ProBLEME V1. On demande a quelles condizions on peue chan-
ger, une équation en une aurre gut la vepréfente exactemens , & ou il
manque wn terme quelcongue , excepté le premier,

So r. Soit I'équation du, troifieme degré, x3 + ps* - g%
+r=o:fuppofons que linconnne « foit repréfentée par une
autre inconnue ¥, a laquelle on a ajouté une quantité indé-
terminée n 3 de facon que ¥ =y n,ce qui donnera:

#3 ==yt 3ty - gntyintns
prE=..... Py* - 2pny - pu*
R SRR SR gy =+ qn

FooSSaiale e oo n I

La nouvelle équation qui vient de li, & qu'on appelle la
Transformée , {era donc:

Yk (38-p)y* + (3 2mp+g) y+ (nl +mp +
n r.)=0o.

Or, pour faire difparoitre le fecond terme dans celle~ci, il
i’y aqu'a fuppofer fon coefficient 3n -+ p==0; ce qui donnera

)
pout la valeur de I'indéterminée ,n = 2. Pour faire difpa-
3

witre le troifiéme terme , on fuppolera gn* 4 2pn +g==o0; &
e réfolvant cette équation du fecond degré , on trouvera la
valeur de I'indéterminée » , qui produiroit ce changement. Pour
fite difparoitre le dernier terme , on {uppoferoit n3 4 puz
+otrs0; & la folution de cetce ¢quation du troificme
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degré donneroit la valeur den: ce qui prouve que pout faire
difparoitre le dernier terme dune équation, la difficulte eft
du méme degré , que pour réloudre I'équation propofée. Aufh
ne cherche-t-6n qu'a faire difparoitre le fecond ; ce qui fe fait
toujours , en fubflitnant a linconnue dela propefée , une anire in-
connue ; de lagquelle on a [onfbrait le coefficient de ce fecond rerme ,
divifé par Pexpofans de I'éguation, 3

346. T h £ o R & m & L. 8i le premier terme d'ane éguation wa daw
#re coefficient gue Vunizé | celui du fecond off égal a la fornme des ras
cines , pri s aves un figne contrasre :celui du wroificme , ala fomme
des produils des racines , prifes deux-a-desx : celui du quatrieme,
a lafomme des produits des racines , prifes trois-a-trois , ¢re. Enfin,
le dernier terme eft égal au produir de joures les vacines , toujourt
prifes avec un figne contraives ;

D g m. Suppofons d'abord que toutes les racines foient
égales, que chacune foit 4, & qu'il y en ait un nombre 4. On
formera donc alors Péquation compofee , du produit d'unnom-
bre n de falteurs , dont chacun fera ¥ —a ; ce qui donnera

(x—a)", oubien ( 13§ ), &" — nayn—1 e oA

PR it

.= ,ll—2

= at. 23, wa?=o0. Or, ici le coefficient du

fecond terme, ou bien le facteur na qui multplie #=7 eft
la fomme de toutes les racines 5 pui{que chaconeefta, 8 que

leur nombre eft n. Le coefhicient du troificme terme , favoir,
T, =1

a*, eft la fomme de tous les produits qu'on peut faire,

en prenant les racines deux-i-deux 5 car chacun de ces pio-

b dititaibnn . Am-Y i

duits feroit a2, & leur nombre feroit ——( 311 ). 1l en feroit
%

de méme pour les aurres rermes , jufquan dernier , qui étant
== a” feroit évidemment le produit dé toutes les racines, Aunf
le théoréme eft démontré dans le cas ol toutes les vacines
feroient égales. Mais en les fuppofant inégales , on ne pent
changer ni le nombre des termes qui formeént les divers eoef-

ficients de &, ni le nombre des lettres qui entrent dans ces tar
mes
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mes 5 puifque I'on multiplie toujours un égal nombre de fac-
teurs , les uns par les autres , pour former Péquation. Donc le
Théoréine eft yrai dans tous les cas, :

347. C o R 0 L L.5i une équation a pour vacine un nombre entier p
il faur donc que ce nombre (¢ romve parmi les divifears du dernier
urme. Mais comme ces divifeurs font quelquefois en fort grand
nombre , il peut y avoir des cas od il {eroit trop long de les
elfayer tous , c’eft-d-dire , de les fubftituer les uns apsés les au-
tres & &3 pour favoir quels font ceux ; qui réduifent le premier
membre 3 0, en fuppofant tousles termes de ce coté. Ceft
pourquoi, nous donnerons plus bas une méthede qui abrége ce
titonnement. Mais avant d’en venir 13 , on doit oblerver que fi
Finconnue entre dans tous les termes de I'équation , une des
racinies eft o5 puilqu'en fubffituant une telle valeur pour x, on
réduit tout 4 zéro. Ainfi dans &3 — ax2 -} bx =0, en divi(ant
pard-oona,¥* —ax—+b=o.

a7, Tadonrkmell §iune dquation ne consiene ni fratlions
ni radicanx , ¢ que [on premicy teyime ait Punite pour coefficiens. 5
aucune de fes racines commenfurables ne peus étre uve fraction.

D e m. Soit I'équation d’un degré quelconque ¥# — axm-®
sbam=3 e, ., .=t == 01 quune de fes racines foit, s'il

fepent , la fraltion :i » quon fuppofe réduite i fa plus fimple

expreflion. En {ubfiituant cette racine pour ' , 1'équation fe

aci—1 bem—2

i,
a celles e ol o -
changera en celle~ci, = 77 m e e 8c... ==t

= o0, Multipliant tous {esi resmes par d=—1, & laiffant le pre~
i cm :

mier feul dansun membre, ena = ac Tl e hem=20 - 8rc,,
—tdm=1 ; dans laquelle le fecond membre érant un entier, le
premier doit I'étre aufli. Or, cela ne peutarriver qu'en faifant
d=1, ce qui'détruit la fuppofition que % foit une fraction ; ou
bien, en failant que ¢ foirdivifible pard; d'oil il s'enfivroit
que ¢ & d auroient un divifeur commun (84), & que la fradtion
¢ A e % X i

z0e feroit pas réduite 3 {gs plus petits tepmes (ce quieft éga=

vV
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lement contre la fuppofition ). 1l répugne donc que dans ce
cas , aucune racine commenfurable {oit fractionnaire.

349. Remanque. Cleft avec raifon, qu'on a berné cette pro-
priétc aux équations , qui ont toutes leurs racines commen-
{urables ; car on en trouve une infinité , qui, avec toutes
les conditions qu'exige le théoréme précédent , ont desra-
cines fraétionnaires , mais incommeniurables, Telles font celles
Ci; 2 — x~—3=0,%* — ¥ — 1 =0; dont la premiérea pour
sl i 3 e A ;5 & la feconde , M,ﬂi

2 2 2 z

racines

“350. C or ot L. Onpeut done réduire une équation & n'avoir que
des nombres entiers , pour racines commenfurables. 1l {uffit pour cela
d’en bter les fraltions , fans donner un coefficient au premier
terme ; & alors ces racines fe trouveront parmi les divifenrs
du dernier. Si donc aucun de ces divifeurs ne pens étre pris pour une
vacine , on conclura que U'équation propofée wen a aucune , qui fois
commenfurable ; & qu'ainfi elles font toutes ou incommenfu-
rables ou imaginaires. Alors il faudra pour les exprimer (au
moins dans les quatre premiers degrés) avoir recours a des
regles , que nous donnerons plus bas.

Mais avant d'aller plus loin, il faut {avoir diftinguer parmi
les divifeurs du dernier terme , quels font ceux qui peuvent
étre pris pour racines de I'équation, On a fur cela deux mé-
thodes , I'une eft celle que Newron a donnée le premier dans
fon Arithmetique univerfelle, & quon peut voir dans la troi-
fiéme partic de I'Algébre de M. Clairaut : autre a été décou-
verte depuis , & ceft celle-12 que nous allons expofer ici.

251. Prosrme 11L Tronver les conditions auxquelles on re=
connoitra , quwun des divifewrs du dernier terme eft une racine de
Péquation 5 aprés qu'on en a 6ié les fractions , [ans donner un coef=
ficient an premier terme.

S o 1. Soit '¢quation du quatriéme degré , ¥* = px’ - gi*
=} r# -+ s = o:{uppolons-la repréfentée parat 4—(a 4 b == c i)
&3 v (ab 4 ac == a0 = be o= bd == ¢d ) &% = ( abe = abd = acd
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H-bed ) & 4= abed = 0 , dans laquelle les quawe racines foac
¢videmment (346 ) a, 6, ¢, d. Soit » une des racines de la
premiére équation ; de forte que l'on awram=a, oud , ou
¢, oud : fuppofonsn = a.

1°. Puifque 'une des équations ci-deflus repréfente l'autre , il
faut que les coefficients des mémes puiffances de x foient égaux
dans chacune ; ou bien il faut que s ==abed. Or, ici le fecond
membre eft divifible para; doncl'autre doit I'étre aufli para,
ou par fon égale »;ce qui donnera i = —i?f = bed ( ceft ce
que jappelle le premier quorient ). Ainfion a pour premicre
condition , gue le dernier terme dela propofée foit divifible par n.
¢ 2 Puilque d’aprés la fuppofition , r = abe +- abd = acd ~ beds
en fouftrayant la derniére équation de celleci, on a r —=

=abe 4 abd 4 acd. Or , ici le fecond membre eft divifible par
a3donc l'autre , qui eft évidemment la différence du premier
quotient (’; ) fouftrait du coefficient de x, favoir de v, fera

e ; - v
aufli divifible par 4, ou par fon égale n; & l'on aura - ~
< - 7

=be = bd 4-cd ( c'eft 13 le fecond c_;u.o:a"cm )5 on a denc

Bl

pour feconde condition , que le premier quotiere éeant fouftrais

du coefficient de x , la différence foit divifible par n.

3", Puilque g == ab ~+ ac < ad +=be + bd - ¢d , en fouftrayant
SR, : . ¥ o

la derni¢re équation de celle-ci , on ag— e =ab

¥

H=
+ a6+ ad. Or, ici le fecond membre eft divifible par a5 donc
Tautre ( qui vaut la différence du fecond quotient {ouftrait de

g, coefticient de #% ) fera divifible par a , ou par fon égale n ;

b 4] ¥ 5 ’

& faifant cette divifion on a Z — — -~ =bA-cHd(ceft b
H H h

le sroifigme quosiens ); ainfi il vient pour troifiéme condition
gue le fecond guotient érant fouftraie du coefficient de x*, la diffé-
rence foit divifible par n.

4" Puifque p=a 46 -+ c - d, fouftrayant la derniere equa~
: . X ¥ L Rt
fonde celle-ci, onap—2 4L T, o » ce dernie
Ll

0 ne nl
Yy
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membre divifé par 2, donne 1 pour quotient ; il fant dotic que
Yautre membre, qui n'eft autre chofe , que la différence du troi-
ficme quotient fouftraic du coefficient de #%ou dua fecond terme,
étant divifé par #, donne 1 pour quotient, Quatriéme & dernicre
condition : gue le troifieme quotient érant fouftrait du coefficiens dy
Jecond rerme & divifepar n , leguotient foir 1,

ExemriLzs.

On demande quelles {ont les racines commen{urables de
Yéquation #* - 393 - 7 4 21 = o, Pour cela je prends tous
les divifeurs du dernier terme , favoir, 1, 3 , 7, tanten-+ quen

. 21
~ , & je les eflaye en commengant par 1. Or, - = 21.Ce

premier quotient fouftrait du coefficient fuivant , quiefty, &
Hem2 1
§

divif¢ par 1, donne = — 14. Ce fecond quotient foul-

= 17. Ainfi r n'eft

: s 3+14
trait de 3 , & divifé par 1, donne -
pas bon , puifque la derni¢re condition manque ( Voy. le 4%
dun’, précédent ).

Il eft affez clair fans examen, que — t ne fauroit réuffir. Exa-

: 21 p—ry 3—o0
minons 3, — ==7,—=—0,

3 3

doit réuflir, puifqu'il remplit toutes les conditions ; il faut done
que I'équation foit divifible par#~-3; &en cffet on trouve
pour quotient &34,

Soit encore I'équation &% ~ 1242 - 41 ¥ +- 30 =0 , dont on
cherche les racines, parmi les divifeurs du dernier terme, Or, ces
divifeurs font 15,10,6, 5, 3,2, 1, quil faut effayer en de-

—r1.Ainfi 3 eft un divifeur qui

: 5 o 1—2
tail; & commengant par 13, je dis : P ne donne
Iy Iy,
point un quotient exadt ; ainfi 1¢ manque 3 la feconde con-
e o ; f ) I—3
dition. Paflant enfuite 3 10, je vois que & == que H73 v
10 10

point de quotient exatt ; & qu'ainfi’ 10 doit ¢tre rejetté, Effa-

: e RE=—gT 12—6
ydnt 6 , je trouve -’6--- =6 —

=1 ;& par con-
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féquent 6 doit étre une racine, puifqu’il remplit toutes les con-
ditions. 11 en eft de méme de g, puifque 3° = g By 7,

' 5 5

7 - & A B
—==1 ; au lieu que 3 manque a la feconde condition; car

12

41—r1o , =8 .
- n'eft plus divifible ; pareillement 2 manque

: ik - 30 41—I§ 12—13 T
ala dernicre 5 puifque s =Tt poov i =11 i

2°

. o T I12—11
Venant enfin 4 1, on trouve que 39 . 30, 4 5,=”,
1 I I

=1;& quainfi 1 eft une troifieme raciae , ou bien que I'é-
quation eft compofée de trois facteurs (¥ +4-6 ) (w 4 5) (24-1) 3
comme il eft aif¢ de s’en convaincre , en multipliant ces fac-
teurs , les uns par les autres. :

352. Remar qu e Silon fait attention i la folution du Pro-

léme précédent, on verra que quand les divifeurs qu'on el-
faye doivent réuflir, les quotients f{ycceflifs font les coeffi-
cients que doit avoeir I'équation , érant divifée par un defes
fatteurs , ou abaiffée d’un degré ;' & qu’ils font connoitre par
conféquent, combien il doit y avoir de termes, dans I'équation
ainfi abaiffiée. Dans le premier exemple , les quotients 1 ,
0,7,nous font comprendre qu'il ne doit refter que deux ter~
mes dans I'équation , fion la divife par x + 3 ; & que ces deux
termes fe préfenteront ainfi, 1# 4% =o. Dans le fecond exem.
ple, fi on s’¢toit. arrcté au divifenr 6 , qui a réufli; ou bien fi
Ton eiie divif¢ I'équation propofée par ¥+ 6 , je vois par les
tiois quotients 1,6, 5, que I'équation ainfi abaiffée d'un de-
gré, autoit été, ¥2 - 6% ~ g = o, Cette méthode fait donc sronver,
Jans calcul y Uéquation , gui doit éire dun degré au-deffous de la
propafee.

333.T u¥ o r & E 1T L 8 une équation ne préfente poine de radi-
cal, je dis 3 1°. que fes vacines imaginaires fevont en nombre pair 1 2°.
gu'en les prenant deax-a-deux , f Pune ala forme m—-n \/—=1 ,
Vansre doie avoir la forme m~—n \[—1.

Dzu. 1°. Quelles que foient ces racines, clles peuvent
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( 200 & 201 ) étre ramenées i la forme 4~ M n /== 1. 01, i
de pareilles racines n'étoient pas en nombre pair, il faudroit
| multiplier, dans le dernier terme , un nombre impair de fac-
I teurs de la forme —=n v/ —1, les uns par les autres; donc
il | v — 1 sy trouveroit élevée & quelque puiffance impaire ; &
il par conféquent (193 ) la forme imaginaire ne difparoitroit
: pas, ce qui eflt contre la {fuppofition. Donc 1°. &ec.
i | 2°. Sien les prenant deux - a - deux, 'une a la forme m+4-
na/ —1 , Vautre aura celle-ci m —ny/ — 1. Car fi les termes
imaginaires n'étoient pas femblables & affectés de fignes con-
traires , ils ne fe détruiroient pas, en les ajoutant enfemble dans
le coefficient du fecond terme, & 13 I'équation préfenteroit
des radicaux : pareillement , fi la partie réelle m n'¢roit pasla
méme dans chacune , ou qu'elle eiit différents fignes , le der-
mier terme de I'équation préfenteroit quelque radical; puil-
que 1y —1 &—~—n+/—1 0y ctant pas multiplics par
Ja méme quantité réelle , les produits ne pourroient pointfe
détruire. Ainfi I'équation ne paroitroit point délivrée de ra-
dicaux , ce quieft encore contre la fuppofition. Ponc, &e.
354. CoraLL. 87 une équarion de degré impair ne prefente point de
radicaux , elle doiz donc contenir quelque racine réelle ; puilquian.
trement , les imaginaires y {eroient en nombre impair.

CHAPITRE V,

Des Eg:::zrfons pures de tous les degrés & de celles du
Jecond en particulier.

355- N OUS appellons Eguarions pures, celles qui ne contien-
nent qu'une méme puiffance de I'inconnue , comme par exem-
ple, x3 — a3 =o0. On les appelle auffi Equations a deux sermes.,
parce que en effet elles peuvent toujours étre réduites i n'en
avoir que deux, dont I'un contiendra I'inconnue , & laurre
fera compof? de quantités toutes connues. Ainfi, a¥2 <= by —¢
=odevicnt, en divifant par 4 =~ b , ¥ me — =0 ; G¥"p-51™
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- (#7 —d = o0, en divifant par tout ce qui multiplie 47, de-

vient &m—

T o

La régle générale pour réfoudre ces fortes d’équations , de
quelque degré quielles foient, c'eflt de laiffer Pinconnue fenle
dans un membre ( en obfervant cependans de la vendre pofisive , i fon
expofant ¢ff pair ) & d'extraive de part & daurre , lavacine analo-

gue a cetie puiffance de Uinconnue, Ainfi ax* — b =0, en divifant
b

pita, & tranfpofant, devient x: = - 3 & extrayant la racine

; 5 .
quarrée des deux cOtés , ¥ == V;—: de méme &3 = o3

—0,donfe X3 === 3 | K M= ¢ XM g™ —b = 0 , ENfY

divifant par le faCteur 1 <~a ( 112 ) & tranfpolant, devient x™
] l .1 m .4
=, extrayant la racine m des deux membres, ¥= =

356. REMARQUES 1MPoRTANTES. I faut obferver ick
que dans toutes les équarions pures d'an degré pair , fi % a une va=
lear véelle yelle en a une autre , qui ne différe de la premiére que par
le figne , & qwelle wen peur avoir d'avantage. Ainfi dans x%— 16

=oouxt=16,0n a ¥x=x :/165 ce qui donne pour va-
leurs réelles de ¥, ou 2, ou — 2 ; puifqu'on a également 16,
foit avec (42 )* ; foit avec ( — 2 )*. Mais comme aucun nom-
bre réel autre que + 2 ou — 2z, élevé a fa quatricme puiffance ,
ne peur donner 16; on en conclura que ce font 13 les feules
racines réelles de x* = 16 ; & qu'ainfi les deux autres qu'elle
doit contenir ( 342 ) , font imaginaires.

Pour découvrir ces imaginaires , on divifera équation pro-
polée s* — 16 =0 , par chacun de fes deux fattcursx + 2,
#=—2 ; ou bien par leur produit ¥ = 4; & le quotient {era une
équation du fecond degré, qui contiendra les deux racines
imaginaires , que nous cherchons. Voici le détail de ce calguls

« ¥t y6) ¥ — g
— 2t - 4x2
s ¥ &

qx* — 16
- A% = 16

ey
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Si I'on cherche enfuire les racines de I'équation x2 -4 =0,
on trouverax =— - y/—4 , 6u bien( 191 ) ¥ == ~ 2 V/—I oll
—21/—1. Ainfi les quatre racines de la propoféc font +4-2»
—2 , 423/ —1,—2/=—138& l'on peut encore s'en convains
cre,en les fubftituant fucceflivement 4 la place de » dans #4—16
= o0; caron trouvera quelles donnent chacune 16 — 16 =0;
ceft-a-dire , qu'elles rempliffent la condition énoncée par[é-
quation , laquelle confifte en ce que fon premier membre de-
vienne zéro. Cela confirme aufli ce que nous avons dit ailleus
( 143) fur le nombre des racines d'une puiffance ; car on voit
quil y a quatre quantités différentes, favoir, 42 ,—2,-2
N—1, —2+/—1, qui {ont les racines quatricmes de — 16,
En général , toute équation de cette forme ¥* —a=o, doit

L : , : e 4
avoir deux racines réelles, qui font 4/~ aou+/ 4, &

— 4/ a0 — :t/ a3 & deux imaginaires , qui font-y/
—a&—+ —+/ ajan lien que celle qui prend cette for-
me x* 4~ a=0, a toutes {esracines imaginaires; lefquelles fone
renfermées dans cette expreflion # = ==/ 4 v/ — a;puifque ¢
=-—a, donne x* = v/ —a, Donc ¥ = v/~y/—a (nois
parlerons plus bas du nombre , & de la forme des racines ima-
ginaires , dans les équations pures d’autres degrés ).

357. Silune équation du fecond degré eft complerre, c'eft -i-dire;
fi elle contient la premicre & la feconde puiffance de lin-
connue ,avec un terme tout connu, on a alors deux manié-
res de la réfoudre. La premicre confilte a faire difpaveitre [m
fecond terme ( 345 ) 4 @ & traiter la wransformée qui en wviendra,
fidvans la méthode que nous venons de donner , pour les équations
pures de tous les degrés,

Soit , par ex. I'équation x* 4~ px < g = o. Je commence par

faire difparoitre fon fecond terme , en fubftituant J"_.:‘ il

place de x, ou bien en fuppofant quex =y --‘% 3 & 'aunai,
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]
i -—Py—f-__
4
F3
i Py--%
g = q

Ainft la transformée devienty? —% p*+g=o0 ; laiffasit
done l'inconnue fenle dans un membre & toutes les connued
dans l'autre , jaiy* = 3 p? — grextrayant la racine quarrée d'u-
ne & d'antre pas'tjy::i‘g/l pr—q ; fubfticuant cette valeur &

% =,

laplace dey dunsx:;;_.‘;_,j‘aienﬁn,w:-——%pig/-ipx_%

celt-a-dire , que pour une valeur de # je prendrai— ;' ¥

'V;P'*—q& pourluutr\.,——;p--V*p q.

Mais au lieu de cette méthode , dont nous n’avors parlé
que pour faire une application des principes précédents , on
fuit ordinairement la régle fuivante , pour réfoudre ces fortes
d'¢quations,

358 REci v 1° Rendez le premicr terme ( * ) pofirif 5 £'il éroie
nigatify & nie lui laiffez d'ansre cocfficient que Uanité (344 ).2°
Ne laifliz dans le premier membre que les termes affeétés de x , &
fuites de ce membre un quarvé complety en lui ajoutant le guarré
de la mosrié de [a quantité connue, qui muleiplie la premiere puiflance
de Finconnue (152 )o 3° Pour conferver Pégalité , ajoutex adtant &
Vautre membre , €& apris avoir extrait la racine quarvée des deus
vout adrez y en dranfpofant , les valewrs de %4

EfxemMprLES

159 .0n demande les racines de cetre équation x2—4-p¥—-g==o.

( *) Onne doit pas cublier que le premier terme d’'une équation eft celui gul
tontient Ja plus bawee puitlance de Vinconnye (315 ).
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Pour les trouver , je place d'abord d'un méme coté les tetmes
affeétés de x, ce qui donne ¥* 4 px = — ¢ ; & comme le pre-
mier membre wefl pas un quarré complet , je le complette (152}
en lui ajoutant le quarré de =p qui eft “p* , que j'ajoute aufi

AL q o it 2Reoane el )
a l'autre membre, pourconferver Péquatien ; ce qui donne,s

+px—+— ‘1-——-{;1 — g : extrayant la racine quarrée, que je

fais (152 ) éwe d'un coté x Ep > & l'indiqnant de lautre,

Tai x> p=- V‘— p* — ¢ : enfin en tranfpofant,s=

_? 3 V * — g, ce qui indique qu'une valeur de xeft
"'";‘ s pl = g,&' que lautre eft — —r.__V—p —~

Soit l'équatlon ¥2 == ¢x — 14 = 0. Pour la réfoudre, je me
fers de l'exemple précédent ,comme d'une formule dans la-

quelle je fuftitue § pour p & — 14 pour g,ce qui donne x =—§

o= = +:4=—i-mg/ =—70u-+2

Soit encore 'égquation x* 4= 4x 4 § = o,laquelle étant con
parée A la formule ci-deflus , donne p =4 & g =35 donc en
fubflituant dans la folution on as=—2 < v/ — 1, ce qui
préfente deux valeurs imaginaires de ». |

360. Parla methode que neus venons de donner pour le fecond
degré , & par ce que nous avons dit plus haut (355) lur
les, équations purcs 5 on peut réfoudre une claffe forecten-
due d'équations d'un degré quelconque; f{avoir, toures celles
qui ont feulement deax zermes affectés de Vinconnue o & dans I
quels Pexpofant de x ¢ft. le double dans Pun de ce qu'sl eff dans
Poutre, En eftet toutes les équations de cette claffe peuvent
étre repréfentées par celle-ci,x2™ - p4™ |- g = o( en fuppolant
que p & grepréfentent des quantités connues).Or, i on confidé-
re d'abord dans celle - ¢i ™ comme Uinconnue , on n’a qu'une
équation du fecond degré , dans laquelle on trouve , par la me-

. ; . g 5 i e
thode de ce degré , «™ ==+~ p -~ V;;: g5 & extr-
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yant enfuite la racine m des deux cotés, ana i........

= +_.:

2 =g,

Soit I'équation x¢ <= 4%3 — 96 =10, qui eft évidemment de
la clafle de celles dont nous parlons. Pour en aveir les racines ,
je fubttitue dans la formule ci-deffus 3 pour m, 4pour +p &
— 96 pour — g , ce qui donne ( en prenant dans la valeur de ¥
le figne fuperieur pour p & linférieur pour ¢ , ainfi que la

i 3 FEsaaiiny
fuppofiion lexige ) x = V_ 24 vV 4 + 96 =

: . s iy P e
= — 2 4/ 100 = — 24 10= -+8, on

V —125 of , en cherchant les trois racines différentes que
doivent avoir chacune de celles-ci 3 ou trouveroit les fix raci-

nes de l'équation propofée , parmi lefquelles il y en a deux
réelles & quarre imaginaires , ainfi quil eft aife de s’en con-
vainep@par le fcholie {uivant.

3§teScrorie 1. En parlant plus haut des équations pures
fous n'avons pu afligner la forme de leurs racines que dans
lefecond & le quatrieme degre, 8z dans d’autresd

¢s pairs qui
peuvent sy rapporter. 11 nous refte 3 faire cette recherche dans
les degrés impairs. Pour cela foit I'équation 23 +¢?=o,
quidonne , en tranfpofant; x> = — ¢3 5 & extrayanr la racine
cubique de chaque membre , ¥ == —¢; de tn%(}ﬂ quune ra-
cine de la propolée eft — . Pour découvrir les autres racines
(catje ne puis pas douter ( 342 ) quelle n’en ait ticis ) 5 je di-
\1[?: la propolée par ¥+ ¢, qui doit étre un de fes fateurs.
Voici le détail de ce calcul , par lequel on trouve pour quotient
# — X - ¢ =— 0. Con- x‘-i—ﬁ G

fidérant donc ce quotient %3 X2 Vg2 — e oF

comme une écudtiou du IRy a3
Goand dioss A 2
lecond degre , je cherche - o> -2

la valewr de , ou bien T T3
en la laiffane d'uncocé & — ez — (3
complettant le quarré , ou . o 0
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bien en employant la formule ci-deflus ( 359 ), & jais=

c f+ V —ct; 8en redusfant s t—icz x——f
-;tV— icz:ﬁmpliﬁant le radical (182),x=— ¢ -+ —cy/-3

_(ﬂ_—g)r De forte que les trois racines de I'équation

¢. Pour

propolée font =—c, (I 2 \/ =0 3) ([ 7 V’ e 3)
m’en aflurer de nouveau, ]e les {ubftitue ﬁtccc{ﬁvcment ax:
&je trouve que chacune élevée au cube donne — ¢, & quiainft
elle remplit la condition qu'indique la propofée , favoir, que
%3 o= c3== 0. Et de 14 en déduis encore la confirmation dece
que nous avons dit ailleurs ( 143 ) qu'un cube a trois différen-
1es racines cubiques, puilquon voit ici que — ¢ a pour raci-

+\/—3) (I““\/—S)

nes—.-c,(

362.S c 1oL 1ell. Avant de quitterles équation
degré, il eft bon d'obferver quelles font les
quelles on reconnoitra fans réfoudre I'équation , fi
{ont réelles ou imaginaires,, commenfurables ou incom
rables, Pour cela foit I'équation x2 4- px <= g == o , quiipent
repréfenter une équation quelconque de ce degré, en {uppo-
fant les quantités connues repréfentées par == p , 4=¢, & l'on

e
trouve aifément (358 ) pour ces deux racines ¥ ==F —p

H+

-

(3]

V P -i—g Or , cette valeur de ¥ ne peut étre imaginai-

re, qu autant que g v eft nc&,anf& plus grand que ~a‘ Dene

en fuppofant tousles termes de la propofée d'un cété, & ode
Vautre, les racines imaginaires ne peuvent avoir lieu qu'a ces
conditions : 1°, Que fon dernier terme [oir pofisif :+ 2°, Qulil fois
plus grand que le quareé de la moici¢ du coefficient du fecond, Ainfl
dans ¥* — 6x +- 12 =0, je vois que les deuxracines fontima-
ginaires ; 1°, parce que le dernier tetme 12 elt poficif'; 2°. parce
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quil eft plus grand que 9, quielt le quairé de la moitié du

fecond coefficient ; en effet les racines font 3 =4 v/ — 3 , 3=~
Y =3
Lorlque I'une ou l'autre de ces deux conditions manque,

les racines font toujours réelles; & fi de plus /e dernier terme
de lapropofee fouflrair du quarvé dela moiti¢ du fecond coefficiens ,
(o bien —i— p2 == q ) forme un quarré parfaic , ces deus vacines fone
commenfurables 3 € dans le cas contraire , elles ne le font pas, Ainfi
-dans x* — 6 ¥ — 16 =0, je vois d'abord que les deux racines
fone réelles , parce que la premicre condition leur manque pour
ftre imaginaires ; enfuite je vois quelles font commenfurables ,
puifque ~ 16 foufirait de - 9 , donne le quarré 25. Aufli ttou-
ve-t-on pour racines +- 8 , — 2. Dans %* —6r—12==0, on
trouve deux racines réelles , mais incommenfurables ; parce que
— 12 fouftraicde + ¢ , ou bien 21, n'eft poinr un quarré par-
fait ; :.u{’} Tune eft 3 ++/21 ,& lautre 3 — y/21.
oprime I. On demande un nombre qui foit tel, qu'é-
dix fois a fon quarré , il donne 73.
ellons ce nombre #,8z 1a condition {era exprimée par
=vny; & fi fans récourir 2 la méthode générale (358)
on veut fenlement employer la formule ci-deffus (359),0n tranf-
pofera 75 de cetté manicre , ¥* <= 10 ¥ — ¢ =0 , & l'on fubf=
titiera 4+~ 103 + p & — 7§23 — ¢, ce qui donnera ¥ = —= § =

V 25+ 75 =— ¢ 4 10; deforte que x =45, ou — 1§
& en effet chacun de ces deux nombres remplit les conditions
du probléme,

364. ProprimMe I F. Denx Capitaines avoient chacun 48 louis
i partager a cenx de leurs foldats qui s'¢roient diftingnés dans
une action; on fait feulement que l'un en trouva deux de plus
que Pantre dans fa Compagnie ; & qu'aprés le partage, chacun
des fiens edit quatre louis de moins , que ceux de I'autre Capi-
taine. On demanded combien de Sold ts cet argent furdil-
tribué , & quelle futla portion de chacun.

Sor. 1l eft clairque {i 'on connoit le nombre des Soldats ,
on aura par la divifion la part de chacun. Or, appellant ce
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nombre »d'un c6té, il fera x — 2 de l'autre 5 & puilque la
part de ces derniers a été de quatre louis plus forte que celle

8 8 .
des autres , ona =+ 4 = 7. Otant les fractions & placant

tous les termes d'un cété , on a4x* — 8x — g6 =0 ; & divi-
fant par 4, x* —2x — 24 =o0: fubftitvant dans la formule —z

pour — p, = 24 pout — g, on a ¥ = 1 = v/ 1 - 24 = 6. Donc
un Capitaine diftribua cet argent a fix Soldats & lautre 2 qua-
tre : chacun des premiers edr 8 lonis & chacun des autres 12
365. Proorime LIL Ondemande de partager le nombre 20
en deux parties , dont. le preduit de 'une par autre , foit plas
grand que 100,
Sor. Soit » une de ces parties & l'autre fera 20— = :par

a fuppofition , le produit de ¥ X 20 — x doit étre plus grand

que 100 ; {uppolons le 101 & l'on aura x X 20 —x =101, O
bien en mettant tous les termes d'un ¢6té,¥* — 20¢ - 101 =0,
équation qui annonce ( 362 ) que fesracines font imaginaires ;
8 en effer en fubftituant pour p & pour g, on A% =+
v 100 — 101 = 10 = v/—1; d'oit Von conclut que le pro-
bleme en queftion cft impoflible avec les conditions qui l'ac-
compagnent ; 8 de li on peutdéduire encore cette wvérité:que
le plus grand de rous les produits que pewvent domner les deux par-
ties d’un nombre réel y muliiplides Vune par Pantre 5 ef cebui des dens
moiries, '
366. R E M'A R @ U E. Lorfque les conditions d'un probléme ne
peuvent éwe remplies que par des nombres d’une certaine el
péce , & que fa folution fait tronver {eulement des nombres
d'une efpéce différente ; alors on peut dire que la queition eft
contraditoire dans fon énoncé, ou bien qu'elle eft impoffi-

ble, avec les feules données qui I'accompagnent. Par ex. fi
Yon demande un nombre » entier ou frationnaire , dont le dou-
ble ajouté a fon quarré donne 4 ;la quefltion fera exprimée pat
2z 2x=4,& l'on tronvera ¥ = — 1 = v/ § ; ce qui fera con-
clure quela queftion eft impofiible avec cette donnée cu con-
gition, que le nombre cherché foit entier ou frationnaire; mais
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que cette impoflibilité difparoirroit, fi je changeois on fi j é-
tendois les conditions , en demandant en général , un nombre
quelconque rationnel ou irrationnel , dont le donble ajouté a
{on quarré donnat 4 ; car alors les mémes racines —1 <=/ §»
qui prouvoient I'abfurdir¢ de la premicre queltion , donneroicnt
la folution de la feconde : de pareilles réfiexions peuvent fe
faire fur'la folution du Probléme I 1L En général , de ce quion
trouvera dans une équation des racines qui font impoflibles
dans certains cas , on {& gardera d’en conclure quielles le fes
roient dans tous les autres s car il peutsy avoir telle queftion;
qui ne fauroit étre réfolue que par celles-la 5 & cetee fingularité
vient de ce qu'on eft quelquefois forcé & exprimer par la mé-
me équation des problémes trés-différens par leurs limitations
particulicres 5 & alorsil peut arriver que ces limitations ren-
dent impoflibles dans un cas , les mémes racines qui font les
feales poflibles dans un autre ; dans lequel , ou bien ces limita-
tions ferotent différentes , ou bien encore elles n'exifteroient pas.

CHAPITRE VL

Des Egquations du troifiéme degré.

367.L A méthode qui paroit la plus fimple , pour réfoudre
ces fortes d'équations , c'eft d'en former d’abord une de ce de-
gré qui ait unc racine connue ; de'fe fervir de cette taci-
nie, pour découvrir les deux autres ; & enfuite de ramener
toutes les équations de ce degré a la forme de celle que nous
awons réfolue ainfi ; afin de pouvoir y appliquer la méme
methode.
3 3

Soit donc ¥ = / a =+ +/ &, dans laquelle a & & font des
quantités connues : fuppofons quon éleve les deux membres
de cette équation au cube , (on doit favoir ( 149 ) former le
cibe d'un binome , fans pafler par la multiplication , & cette
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formation revient a prendre le cube de chaque terme , €& lear iz
ple produir multipli¢ par lear fomme ). On a donc ici #? =a -4

3 3 3 ’ ;

3 v/ ab (v a-++/ b ) onbien meitant ¥ an lien de fon
3 3 3

égale v/ a4 v/ b, ¥} =3 v/ ab X %~ a 4-b; dans laquelle une

; =ity , 3 3
racine ou valeur de « eft néceflairement v/ a4 v/ &.

Pour découvrir les deux autres racines, le moyen le plus
fimple eft de tranfpofer tous les termes de I'équation du coté

T 3 3 :
de x3 , & de la divifer par® —+/ a ~— y/ b, qui eft un de fes
facteurs. Par 1a 'équation fera réduite au fecond degré , & fes
deux autres racines fe trouveront par la méthode de ce degré,
Mais afin de rendre la divifion plus facile, nous {fuppolerons

3 3 ! : ; -
que v/ a=c, & que y/ 4 =d, ce qui change I'¢quation don-
nee en 3 — 3cd x —¢3 — 43 —o, & lon falteur enx — ¢ —4;
& alors le quotient fe trouvera par le calcul {uivant.

33—3cdx—c3——d3 - )
—3 e X - dn2 §xr—(c—=d) x=Fc?

—

2

Premierrefte... (¢ ~-d ) x* — 3cdn — 3 — g3
(—e—d) s = (c* d-2cd 4 d2 )%

Becond refte..... (¢* —cd ~4d* )y — 3 — d3
(—c? 4cd —d2 )x =p= 3 = c2d ~4= cd*
- 2 —— cd? 44

Troifiéme refte . . . .. .0

11 ne s'agit donc a préfent que de confidérer ce quotient,
comme une équation du fecond degré , laquelle fera »* +
(c~4d)x - ¢* — ¢d 4 d* = o, & d'en prendre lesracines d'a-
prés la formule donnée ci-deflus (359 ), ce qui fera trouver

— — d : S — d 7
Yo e o V_(——;-—n 2 e 2 b cd = 4%, Pour finr
. =+
plifier cette expreflion , on ¢levera au quané la frachon
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— ] , :
> qui eft fous le radical , & alors toutes les quantités

qui font fous le figne , fe réduiront i — i ot ot 3op 3 dz, ou
% 4

Ny ! P M s R b ; v
bien a — 3 (_ e Sl R e ).Amﬁ ce tadical deviendra
2 4

V_5(4 —.z~ cd _gu 1P ) & comme Iou-’. cette fm-

mnTtJ pli¢ par — 3, en fculant

S Lo
pafler hors du figne (183) il devient 4 (—;"*} V—3; & paf

me il contient le quarré de

conféquent les deux raeines que nous cherchons font. .,
, e d C—ﬁ,
i 1 i( 2 )\/“3 3 g
368. De-1a nous pouvons conclure,que dans toute équ"tinil du
Itroiﬁém_c degré,qui {cw difpolée de u.]u manicre; 1°.Qu’elle nait
Pa: de fecond terme : 2°. Que le terme connu Joit la fomme dé deusx
eubes (¢35 d? ) : 3% Que le mfﬁurmr de x foirle triple produit a'e
Yelsts vacines cubighes ( 3¢d ¥, on asira fes 1rois racines ekprimees Pf“"

¥=cd
_—r;(f-!—(c——d'a \/-*—_{
e 2
;o memad—ife—ed ) NeE
B 2

Exzumrres

369. Soit cette équation x3 = 6x = 9, quii rénferme toutes les
conditions que nous demaridons ; puifqu’elle n’a pas de fecond
terme , que de plus e terme connu 9 cft la {omme de deux
cubes 8 + 15 & que le coefficient de &5 {avoir 6, efl 1 tri-
ple produic de lenrs facines cuviques,z & 11 Faifantici e==y/'8,

3 3 14 .
b g3 4 < .
d =/ 1; jaurai d'apres les formules ci-deffus,

'y
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=3
it o et
z
UL o173 Sy Adneeh
£ -
Soit celle-ci %3 = — 6x— 7 , dans laquelle—7 =1~—8,

qui font les cubesde 4+ 1 & de — 2 ; & — 6 eft anfli le triple
produit de leurs racines cubiques. Ainfi nous devons trouver
ces trois racines d’aprés les formules, en failantc =—2,d =1,
& elles {eront,

X— =1
“=_—________I—'—‘3\/—'_3_
Z
i i

2

Si I'on examine encore cette autre équation x3 = 36¥ 491,
on la trouvera dans les mémes conditions que les précédentes,
& les mémes formules feront trouver pour fes racines . «v ... s

x=1r

AT Y 3,
Z

x=~_~_—_._—-._7“\/__§_
%

Dans tous ces différents cas , on peut fe convaincre quel’é-
quation réfolue ales propriétés qui doivent néceffairement lui
convenir , daprés I'Article 346,

Les exemples que nous venons de rapporter , n’ont préfenté
aucune difficulté 5 mais on doit sattendre qu'il n’en feroit pas
ainfi d'un grand nombre d’autres équations ; parce qu'il ne peut
pomt étre toujours aufli aifé de les ramener aux conditions, que
la folution précédente exige. Nous pouvonsa la vérité, pat
ce que nous avons vu ailleurs { 345 ) , remplir la premicre dans
dans tous les cas, & le probléme fuivant va nous apprendse
2 fatisfaire aux deux aytres,
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370.P R 0 B L & M B. Denx nombres p & q ceant donnés , on en de=
mande dewx autres , tels que lewr [omme [oit égale a q ; € que le
wiple produir de leurs racines cabiques foit égal a p.

S o . Défignant ces nombres inconnus 'un par y , lautre par
z;la premiére condition eft que y~f~2=gq: la feconde que

3
33/5z2=p. Donc en divifant cetre derniére équation par 3, 8
I'elevant au cube, on a yz = épS 5 qui ¢érant multipliée par
4 devient 4 yz = - p3.

Si donc on éleve I'équation y - z = g au quarré , lequel fera
J =292 - 2> —=gq*, & que de 1i on fouftraie celle que nous

venons de trouver, on aura y* = 23z - 2 = g% — — p3 3
& en extrayant les racines,y — z = 4= v g* — -zi?pi. A]outant
cette dernicre équation A la primitive y 4 z = ¢, & dégageant
y,0na pourfa valeur , y="1g- X Vg2 — —1 p35 ou bien en

faifant entrer la fraétion ; fous le figne ﬂdlcal ( 178 ),

J'_ +V"‘i‘ il p,

Pour avoir la va.lcur de z,il ny aqua Iuo{htucr celle de ¥
dans la primitive y + z _ﬂg,laqhmlle donnez==g—y, & l'ona,

. S T
e 4 27

Il neft pas douteux que cesvaleurs de y & de z ne remplif-
{ent les conditions du Probléme. Car fion prend leur fomme ,
les quantités radicales s'évanouiront , par rapport a Poppofition

" 3 i
des fignes; & il ne reftera dans chaque valeur que - gsdonc
on aura y~-z==gq, ce qui elt la premicre condition. Quant
i la feconde , elle eft ¢galement remplie ; car en obfervant que
les valeurs de y & dez préfr:ntent,l’une la fomme,lantre la diffé.

rence de denx quantités ,; favoir de ~q&de \/, gr — .“1,3

pour avoir le produit de I'une par l autre , il fuﬂ't de prendrc

la différence de leurs quatrés , qui fera - =i— q L P ;o
X 11
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bien :—7 p3. Donc le produit des racines cubiques de ceés valeurs
{era \;é $}ou : 7 5 & le triple produit de ces racines ferap,
;‘":inﬁ 'fqu"e Pexige la feconde condition. :
“371. Corarr. Oh coticlura de 14 que’ roure équation du teoifieme
degre peur éive vamenée a la jorme de celles dons nous avons P'arI.p'
Plas Gant (368 )5 & guw'ainfi les émes fermules en pourront indi-
guer les irois racines. Car quelle que foit cette équation , on peur
faire evapouir fon fecond rerme , & alors on peut la repréfen-
ter par 23 ==px - g , dmm laquelle p & ¢ indi iqueront des nom-
Bres connus quelcos 1gues. Or, ( 370 ) fdns rien changer 4 ces
nombtes ,a laplace de ¢, on pomo:t mettre la fomme des va-
Jeurs de y & de 2 , prifes du Probléme précédent: a la place
dep, le wriple produit desracines cubiques de ces mémes
valeurs ; & alors 'équation «3 = px + 7, [eroit tout 3 fait de Ja
torie de celles que nous avons déja réfolues (367, ). Suppofant
donc, ces nombres fubftirués & la place dep & de g, ondir
qne dans x? = px 4+-¢, ona pourune racine,

(B) x~—E/::+V_4_&_ P,+,,_,
‘?_Vf;ql*-;—?_’:

Qu bien en fuppofant , comme ci-dcﬁhs , que le premier radi-
4 g : i

§ 73
cal cube , favoir,

ol ' g V—} g% — -—pi eftici re-
.
2 Vﬁ g%,

IR

prdcnre par ¢ 5 & que le f\,cond

le{‘ par d3ona pourune équation quelcongue du trmfcme
d‘ﬂE’LL » les mémes expreflions des racines que nous avons dc}a.
;11:5 favoir: - - ;
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Lo i d=—cd

Vo3 ==,
I ¥ = Y, e
45 (c—i—d}_(r’—-—;’ij
HEu e =i ——~ =3

372. 1l ne s'agit donc a préfent que de chercher quelles font les
diffentes formes que peuvent prendre ices racines. Pour les
découvrir , il faut fur-tout faire atrention aux changemens
que les diverfes valeurs des données p 8 ¢ produiront dans

I I ; !

V— qr— 2—7,?3 , qui entre toujours dans les valeurs de ¢ &

" 4 3 ¥ . s

ded. Or, il ne peut arriver & ce radical d’autres changemens

que d'éere ou zéro, ou une quantité réelle , ou une imaginaire.
 § . . ; 4 . 4

3731l fera zérolorfque - p3 fera négarif & égal 1 - 9%,quidoit

towjours étre pofitif (120). Et une équation étant propolie, on

; TR s B -
voit par les valeurs de p 8 de ¢ fi S PP =11 tandis que le
P ror ’ . I . -
figne qui précéde p,détermine ﬁ:; p3 fera pofitif ou négatif dans

. o
V::; G — ;} p? 5 car fi I'équation propofée eft de_certe for-

me, 3 = — px g, %7;'@ fera toujours pofitif dans le radical
cideflus;& fi elle eft de celle-ci,» d=pr g,il y fera négatif. Donc
dans ce cas les deux radicaux cubiques de I'équation B,{e rédni-

ront chacun \Bf %—g,ou bien dans nos formules z_—_h:/—}q;
ce qui fuffit pour en faire évanpuir la partie imaginaire. Ainfi
les trois racines font alors réelles , deux d’entr'elles font cha-
cunela moitié de la troifiéme & d'un figne contraite ; ou bien

on a;
' =t~ d

_(e+d)
2

ol ol S

——

-
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374. Si le radical quarréV_‘_ (o LP, eft une quantité
4 7
réelle , la premiire des racines ( 371 ) fera réelle ; puifque les
radicaux cubiques de I'équation B , repréfentés par ¢ & pard,
n’auront rien d'imaginaire. Mais alors les deux antres racines
feront imaginaires , puifque chacune contiendra le facteur ima-
ginaire v/ — 3, lequel n'étant multiplié¢ ni par des quantités
égales & oppofées, ni par d’autresimaginaires, il refterg ne-
ceflairement des termes imaginaires dans le produit. Or, fi

Ton demande quand eft-ce que VL 9t — i_ Ps efVidne

quantité réelle , il eft aif¢ de voir que ce fera toutes les fois
que p entrera fous le radical avec le figne -+, ce qui amivera
dans toutes les ¢quations de cette forme x3 =—=—px—g;on
méme lorfque p y entrant avec le fighe—( ce qui ne peut arriver
que dans les équations de cette forme-ci , %3 =px=-q) on

aura p <— q*.

375. Examinonsa préfentle casouV § g’* 5 _Ps {era imagi.
A

naire, & obfervons d'abord que ce cas ne pcut avoir lieu qu'an-
tant que ;—_; p3 fe trouvera négatif fous le radical , & plus grand
que :— g*. La premicre condition exige donc que la propofée
foit de cette forme % —g# ~-¢ ; & la feconde que l'on ait

3 3
b
3> i* g%, ou bienp > SV';:' g*. Dans ce cas

qui comme on le voit par la latitude de fes conditions , peut
s'¢tendre a Uinfini, chacun des radicaux cubiques de I'équa-
tion B eft imaginaire, pri§ {éparément (201 ) : cependant ici ,
comme dans d'autres cas( 198 ), leur fomme devient reelle
dang la premiére raciner( 371 ), ainfi que leur différence mul-
tipliée par /—3 dans les deux autres. Perfonne , 4 la vérité ,
n’a pu jufqu’ici en trouver l'expreflion générale , & ceft cette
difficulté quia fait donngr i ec casle ‘nom de cas svréduttible,
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376. Pour prouver qu’iciles trois racines de I'équation font réel-
3 t L y 1 . i "
les,fuppofons que I'excés de— - p3 fur —g* foit défigné par

3
_n,&:l'onaura(iﬂ)‘:‘V—i— g+ VvV —n,d=
3

I . .
V? g — v/ — n. Donc en changeant les radicaux en puif-

fances fraltionnaires, a la place de la premicre racine qui don-

nex=c¢--d,onaura:
-+ * 4

# = (—I-g+\/—n) 3 - (_r_ g \/'—“) 3
2 z

Or , nous avons vu(198) qud quelque méme puiffance
quon ¢leve deux quantités de cette forme , leur fomme devient
séelle ; parce que les termes imaginaires de une font égaux
i ceux de l'autre , & précédés de fignes contraires. Mais comme
ce calcul nous eft néceffaire pour les autres racines , nous Fal-
Jons répéter ici en défignant >gpara, \/ —u parby —1,
& l'expofamg- par p, ce qui doit rendre le calcul applicable %

toutes les puiffances de {emblables quantités. Ainfi nous au-
ons (a4by/ —1 P =.....

(A)...aP-I-P aP=1hy\/-1 ___?%Iap—zls:__ M F=3b3y/- Ty
L i T E PR 0 ek B o P L V08 S
2034 : 2348 ;
gnfuite (a==by/ —1 P =1.....
(B).... .4 = p®=% b yf-1 ....P_'E.'_‘ap—z b .,.&P_%-:_'i
PP -1.p-2.p- 394
Zv 3 S

.g?‘]f;’:%._t +.2.‘..P_._I_'3.-z_"?:j—,qf'_"4b4—
+ 4

2.

Or, filon ajoute la fuite A 3 la fuite B , ainfi que l'exige I'ex-
preflion de la premiére racine , quieft ¥==c 4-d , les termes
de tang pair yqui font les feuls qui sontiennent legacteur ima-~
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ginaire v/ — 1, fe détruirone, &la valeurde la premu,re raci=
ne reftera réelle , mais inaffignable en termes finis,

Pour prouver qu’il en eft ainfi des deux autres, il faut faire
artention , 1°. qu’outre la moitié¢ de la premicre racine ,lafe-

A1

cotide contient (’:—d)\/ -3, ceft-a-dire, XV —3i
X =13 2"
Qu'en multipliant y/ — 3 par \/ —1,0na—v/3; pulfquc
V—3=v 3 X V—13&quainfi /—3 X v/ —1=4/3
XV=1XV—1=v3 X—1=—y 3.

De lion conclura qu'en multipliant les fuites A&B par
w =43, d'abord on fera difparoitre la forme imaginaire dansles
termes de rang pair,oit fe trouve v/ —r1; & que de plus; on chan:
gera leurs fignes , comme fi on en efit multiplié la partie réelle
par— v/ 3+ au contraire ; dans les termés de rang impair I& fac-
teur v/ < 3 fera naltre la forme imaginaire, & ne changerd
point les fignes. De {orte qu'apres avoir maltiplié ces fuites pat
W —3,la marche des fignes fera :

Polt &'y, o o i Sl UL

Pour B.. .. 4 — &g L0 ; )
Etfi alors on fouftrait la fuite B de la fuite A ( ainfi que Findi-
aque ¢ — d ) les termes de  rang impair; qui. fone les feuls inas
ginaires, fc détruiront par loppofition des fi f'gnes 5 & les termes
de rang pair dans la fuite A , feront doublés ; ce qul donnera,

& la troifiéme (—--—) v/ = 3,01 bi en

(C) 2(=pe=sys +“‘;“a» 3§ gt
Wl I !
3345 b aati e

Siau contrairé on fouftraic la fuite A de'la fuite B4 (com-
me lindique d - ¢ dans la_troifiéme racine ) les termes de rang
impair , qui font les feuls imaginaires {¢ dé¢truirent 5. & ce de
rang pair feront doublés dans la fuite B, ce qui. donneta »

(0
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2.3

A B R R
ok 2 S 2 —
PREPTEr V3 )
Rapprochant donc les différentes parties de ces racines , & {e
fouvenant que les majufcules A , B, C, D indiquentles fuiteg

(D) 2(prbv 3— ity 2

a la téte delquelles on les a placées, il viendra en quantités
réelles , ces expreflions des racines dans le cas irréducétible,

x==A+B
. —AN—BC
&% 2

—A—B 4D

“
P

R T R L R R

De la réfolution des équations du quatriéme degré.

L A méthode que nous nous propofons d'expliquer ici, a
été découverte par M. Euler ; 8 nous allons la préfencer relle
quil I'a donnée dans le premier rome de {es Elémens d'Algé-
bre. Elle confifte , une équation du quatri¢me degré érant
donnée , & en trouver une du troffiéme , dont fes racines fér=
vent o découvrir celles de la premicre. Mais auparavant il faut
voir comment eft - ce qu'avec les racines d'une équation du
twoifieme degré , on peut parvenir a une autre qui fera du qua-
triéme,

377, Soit donc I'équation du troificme degre 2? — f22 4 g3
— k=0, que jappellerai ésuation auxiliaire , 8 dont les trois
racines foient les quantités connuesp , ¢ ,  t {uppofons que I'on
aitx=1/ p 4+ v/ 9+ v r ,& quon éleve les .deux membres
de cette équation au quarré , ce qui donnera, **==p-¢

%
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der2V pg4+2v pr+2v/gre Or, (346) p-+q-r=f;
donc en tranfpofant on a, &% — f=2 \/pg-2 Vpr +2 Vgr

1“1\,\"0“3 efncore cette dernltl’ﬁ {.CIH.EILIOI] au quarre & nous
aurons , &% — 2 fx* -+ f* = 4pq + 4pr 498 + 8 Vorgr +
3..,5.-,,:1 r - 8y pgrt. parz. Or, (346) 4hg ~= 4pr -+ 49r =4g : & de
plus 8y/ 7% gr+ 8V pa*r +8v/ pgr> = 8vpgr (VP + Vg
-/ r).Donc &t — 2 far 4 fr —4r =8/ pgr( V P+ ¢
-+ +/r ). D'ailleurs ( 346 ) pgr =h , & partant 8 v/ E‘:Ey/ﬂz:
par la fuppofition v/p -+ v/q + /r =x. Donc {ubftituant ces
valeurs , & tranfpofant , on a I'équation du quatricme degré,

(A)...x*—2far — B8/ h X fr—yg=—o0,

dans laquelle une racine doit néceffairefent étre ¥ =1/
e VAL e VA

378, Maintenant pour réfoudre une équation quelconque dn
quatriéme degré , comparons-la d’abord & 'équation A 5 ce qui
exige que lefecond terme lui manque , & que le premier n'ait
que I'unité pour coeflicient , choles poflibles dans tous les cas
(344 & 345) : & de cette comparaifon nous tirerons les valeurs
que doivent avoir les coefficients de l'auxiliaire , de laquelle
ondeduira enfuite les racines de la propofee. Soit donc 3

(B) o R X2 — bl =0

quon peut prendre pour une formule générale , qui repréfente
toutes les équations du quatrieme degré. Pour déterminer les
coeflicients fyg, b, de fon auxiliaire , obfetvons que les pre-
miers membres des équations A & B ne peuvent fe réduire &
o, ‘fans que les coefficients des mémes puiffances de # ne foient
égaux d"ms P'une & dans l'aatre ; ce qui donne 1°, — a=~—2f,

ou f~— .2°.— 8/ h=— b , ou bien en élevant au quarré,
Gah=bb, & k:EIZ;_M' 30, —c=f*—4g ,oubiengg=[*
~+¢3; & comme fuivant ce que pous avons vu f= i a, ona

g= ﬁsaz -+ i ¢. De telle forte que auxiliaire fera,
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i 1 1 1 :
(C)...23 —~az* +(—a1~f——c)z———bb= o)

2 16 4 64 -
laquelle étant réfolue par les méthodes du troifiéme degré, don-
nera pour racines trois quantités connues , que je fuppofe érre
75 q,r ;8 de la on conclura que dans I'équation générale du
quatricme degré, ona auflizx =/ p+ v g+ r.

379. La feule difficulte qui {e préfente ici, ceft que rien
nobligeant i faire précéder chacun de ces
figne, il femble qu'on puiffe les faire indifférement pofitifs ou
négatifs ; & que pouvant alors y trouver huit différentes com=—

icaux d'un méme

binaifons des fignes , on ;i'ait par 12 huit va 1cms de », au licu de
quatre , quon en doit avoir. Mais il eft aifé de saffurer que de
ces huic combinaifons , il n’y en a que quatre qui puiflent avoir
lieu dans chaque cas particulier. Car puifque — 8y/h=—105,
onaen cl*anr‘v'caut les fignes de I'nn & de lautre 8 4/ h==b,

b==5.Or = r. 1l faut doncque le |
> 1
produit c.c ces tmn: radicaux qui déterminent la valeur de %,

foit po.mflm[que & devient pofitif, en changeant de figne; on

bien lorfque le tmﬂ-.c,:e.lt de » elt négatif dans la propofde ,

apres avoir place: rouslestermes d'un méme c6té : le contraire
arriveroit , fi ce coefficient étoit pofitif. Or, le produit de ces
trois tadicaux ne peut étre pofitif, qu'autant qu’il n’y a eri"rr de
figries négarifs qui les précédent,ou quiils y font en nombre pair.

cient de x {era il"“’[itii dans la propofce,

apres avoir mis tous fes termes du coté de x*

Ainfi lorlque le coefl
. 00 aura ,

(*) On doit oblerver quiici 2= ¢ elt fouftraic de L aajp ¢ quand en 2

4 il

1 Mot
—¢dans la propofés , il vient — 44 < —c 5 & que quand ona + ¢, il viens
16 4
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J Vo A+ Vg Vr
f S — &
NPT v
=00 ¢« 1
{ —\p — VG Vr
—p+ Vg — Vr
8 lofaue ce coeficient-de # fera pofitif dans la propolte,
on aprd , i
—\/p — Vg — Vr
N=—ou... MV’P+‘/‘I+\X“'
Vp A Vg — -
VP — Vg + Vr

380, Soit l'équation &% — 42x% + 64% == 105 ==0 , dont on
demande_les racincs, Pour les trouver je la compare: a I'équa-
tion générale B ; & jai, en failant coincider les termes homo-
gloes, — a==— 42, — b== 64 ,— ¢ == 10§ ; € qui dorinc pour

1

s -t e I I
les coeficients de Vauxiliaire C, — s =—21: —2a4-¢
K 2 : o S
I I I 5 b
=110 - — 26 —= 84 i — = bh = == G4 3 donc lauxiliaire
4 e G4

fera ici, :
23 — 212 4 84z —— 64 ==0.

Or, cetre équation étant réfolue par la méthode des divi-
feurs du dernier terime (251 ) , on trouve que {es trois racines
font 17, 4, 16 : & comme ici l2 coefficient: de ® eft pefitif dans
la propofée , nous prendrons les fiznes — qui doivent précé-
der V1, v/ 4,V 16, ¢n nombre impair, ce qui donnera pout
Facines ,

g——l—z-—q. L— 5

! ; S

X==0u ., . it

l : B ol T B -_—1
R A e el e

Et en effet fi 'on multiplie les uns parles autres , ces quatre
falteurseci (x4-7) (#—y5) (2 ~+1)(*—3 ), on trouvera
que leur produit eft égal a la propofée &% = g2x* 4 642
== 10§ =0, ;
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381. Soit encore I'équation x* — ro¥* —4x+-8=o0, qui
¢tant comparee a la formule générale B donne —a=-—10 ,
—b==— 4, — c=- 8. Donc en fubflituant dams Fapxiliaire

C, nousaurons——-—a__-—; —-az-{——c__ = —-»:.——4—-
17, 14 16 .

= St = bb = — = = — =, Ainfi Pauxiliaire fera 23 == g2
4 64 64 4

e 1—;- 2 — ; = o, dans ndquchc, pour faire difpareitre les frac-
tions 4 il fuffit de mettre — 3 la place de =, ce qui donnera
2

N . 1 o
- —— == — =03 & en multipliant tout par8 , u?

8 4 8 4 3

— 106* ~4- 178 —2 = 0. Or , fi 'on effaye les divifeurs du der-

nier terme qui font =2, 4 1, on trouvera par la- méthode

que nous avons donnée plus haut ( 251 ) que — 2 réuflit 5 car

—2 17—1 g Si0s ~+38

=1; & que ceftle feul di-

— —2 —2
vifeur qui réuflife. Ainfi uneracine de I'équationens eft 2,
& pour trouver les autres qui doivent érre incommenfurables
(350), on la divifera par # — 2, ce qui donnera pour quotient
=8 —1=0; & celle-ci étant réfolue par la formule du
fecond degré , fera trouver, u=q -+ ¥/ 15. ;

A préfent pour avoir les trois racines de l'auxiliaire, Cleft-
jedire, les valeurs de p, g, r, onfe fouviendra qu'on a fup-

; it ¥ . e
pofé z = — , ce qui oblige 3 prendre la moici¢ des valenrs de
i i .

28 58 rg) r=t Ny 5 & fi pour avoir
2 2

wiainfip=1,9=

in nombre quarré au dénominateur de ces fractions , on mul-

i3 8+24/1
tiplic haut & bas dans chacune par 2, on aura g ::—‘/_.5,

=3-—2\/15' 0r8-+—z\/r;

4 AR

8%-—2{—15 eft celui de _\_/_5'_13_
p

4+
eft le quarr¢ de \/5 V3 >ainfique

58 l'on pourra s'en convain-

ce en ¢levant ces quantités 3 leur quarré . Par conféquent
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NVp=1, V=
le coefficient de » eft ncgamt dans la propo(‘ée > 1l faut ( 379)
que dans lesvaleurs de, il n’y ait point de fignes — devant
NP> Vg,V oubien quils y foient en nombre pair. Ainf
on aura pour ces valeurs.

. Mais puilque ici

I -....:r:-..\/p—i—\/gﬁ—\/r::-;-\/j_e-\/g:_\/f—"‘/; =14/
Lo my—yg—yr = 1 TV g
Tl e/ i e NI SV SV IE N
%
—V 3
w..x..—__¢p+«g~vrz_1+Vf+¢az-\/s -+

4+ V3
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TROISIEME PARTIE

De la Géométrie.

s

SECTION PREMIERE,

Des propriéeés des Lignes droites & du Cercle.

CHAPITRE PREMIER.

Difinitions & notions préliminaires.

LA
1, Dérmsi- ﬁ*b‘

Tions. L. %] 1 A Géomérrie eff ung feience gui traite des pro-

!ﬁ priétés de Pésendue , confidérde comme quantié

consinue,Or, dcms I'étendue en général on diftingue trois dimen-
fions, Longucar, Largeur ¢ Profondeur; & quand on les congoit
toutes trois réunies , 'étendue prend le nom de Solide.

2. 11. On Pappelle Surface quand onu’y confidére que deux dimens

fians,& alors 'une d'elles eft dite la largeur& I'autre la longusur .
Aa
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3. 1IL. On I'appelle Ligae , quand on fait abftraétion de deux
dimenfions, & dans ce cas celle qui refte eft appellée longuewn,
Ainfi la ligne eft une étendue confidérée fans largeur ni profondeur,

4. 1V. Enfin i dans une ligne on ne confidére que fon extré-
mité , on 0’y fauroit concevoir des dimenfions , 8 c'eft-li ce
quon nomme un Point. Ainfi le poinz ¢ff ce gui n'a pas de dimen
Jions y ni par conféguent de pariies.

5. Cororr. On conclura de ces définitions 1°. que lin-
sevfeclion de dewe lignes eft un poine 5 car i Cétoit une ligne,
dans ce que A B laifferoit fur C D en la coupant , on pourroit
prendre la largeurde C D, & réciproquement, Donc les deux
lignes A B 8 C D auroient une largeur , ce qui eft contre leur
définition ( 3 ).

2°. Que le point eft la limise de la ligne. Carrien n'empéche de
concevoir qu'une ligne eft terminée 1i ol une auntre la coupe.
Or, cette {ection eft un point:donc fa limite le fera auffi.

6. V. Une ligne ¢ff droite lorfgwelle eft la plus courte | qwon peue
virer entre les deux poines, qui fone fes limires. Cleft pourquoi elle
mefute Veloignement de ces points.

7. Corovt. 1° Enmre deux points dounés on ne penr donc ti-
ver quwune feale ligne droite. Car le chemin qui méne d'un point
a un point ne fauroit étre le plus court de tous, sil yen a un
autre d'¢gale longueur,

8. 2°. Deux ligues droites ne penven: avoir den points com=
muns , fans (¢ confondre. Car fi les lignes ABC, ADC qui ont
deux points communs , {ans fe contondre , étoient droites , on

pourtoit tirer deux droites différentes de A3 B, ce qui eft
imgofiible (7 ).

9. VI. Un plan w'efl autre chofe qu’une furface place fur laguelle
une ligne droice pear Pappliguer en rout fens 38 c'elt toujours la
moifis érendue de toutes les' furfaces , qu'on pent imaginer
entre les lignes, qui lut {ervent de limites.

10. VII, On appelle figare une érendue quelconque renfer-
mée entse des limites ; 8 fi toutes les parties de cette érens
due font {ur le méme plan, la figure eft appellée plane,
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11. VI Le cercle eft wie figure plave , dans laguelle voutes les T

droites tivées d'un point en dedans , jufqu’a la ligne qui la 1evmine ,
font égales. Ce peint C cft appellé le Centre 5 la ligne ABJJE,
qui termine la ficure , eft la Circonférence ; les droites égales
CA,CB, CF , tirées du centre 3 la circonférence , font
les Rayons : une droite , comme BE , qui paffant par le centre
fetermine de part 8 d'autre 2 la circonférence, eft un Diz
ffi elle ne paffe pas parle centre , comme FG ; elle eft une
Corde : une partie quelconque de la circonférence , comme
AB, BG, elt un dre ; 8 une portion de cercle , par ex. ABC,
renfermee entre un arc & deux rayons eflt un Seffeur ; tandis
que celle qui eft renfermée eagy . gre & fa corde , par ex.
GED, eft un Segment.

12. Cororr. On conclura de ce que nous venonsde di-

fe, 1° Que fi ume droite AC fair une vévelusion entiére fur le poins

e 5

C, en reflan toujours dans leméme plan; elle décrira un-cercles
puifque dans la ligne qui terminera cette figure, les diffances
de tous les points au point C {eront égales , é€tant toutes me-
furées par laligne AC.

13. 2°. Que dans un méme cercle tous les diambrres font égans
pui{que chacun vaut deux rayons, & que ceux-ci font tous
égaux (11 ).

14.3% Que chague diamétre BE partage le cercle ‘en deax pars
ties zales, Car 'fi la partie BDEC étoit plus petite que BAEC,
en la plagant fur celle-ci, elle ne fe confondroit pas avec elle s
& on pourroit la repréfenter par BHE C, dans laquelle le
tayon H C feroit plus court ‘que A C. Dénc tous les rayons du

cercle ne feroient pas égaux; ce quieft abfurde  rr ).

15. 4% Que la corfrf;;;re du cerele (* ) eff aniforme; car fi on le
coupe par un diamétre quelconque , & qu'on ‘congoive une
moiti¢ pofée furlautie, les ares qui terminent ces moitiés {e
confondrone tonjours ; ce qui ne peut arriver fans que la cour-
bure ne foit la méme par-tout.

16. Ceft par rapport a cétte uniformité de courbure , qu'il

(*) On prend fouvent'la cieconfirance pous le eercle,

Aaij
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a été pofiible de partager la circonférence du cercle en un cer-
tain nombre d'arcs égaux , lequel a été fixé 2 360, pour les

. 1
cercles de toute grandeur. Chacun de ces arcs qui eft s dela
300

circonférence , eft appellé un degré & {e défipne par ce carac-
tére (0 ): le degré a été partagé en foixante parties égales ,
quon appelle minutes , & dont le figne eft celui-ci('): la
minute en foixante fecondes défignées par (" ):la feconde en
foixante tierces , quon repréfente par (" ) 8c. De fagon
que pour exptimer foixante degrés, vingt minutes, douze fe~
condes , huit tierces , on écrit 60° 20’ 12" 8",

17. Cororr. Puilque les degrés, ainfi que les minutes font
des parties aliquotes de la circgpférence , il eft vifible que leur
grandeur varie, fuivant la grandeur de la circonférence dans
laquelle on les prend,

GoH AP BT RE I

Des propriétés qui réfultent de la comparaifon de deux
lignes droites.

13. TOU T E S les propti¢eés qu'une ligne droite peur
avoir relativement & une autre , réfultent de quelque rapport
particulier , fous lequel on compare ces deux lignes. Or , com-
me on ne fauroit les comparer,, que quant a leur grandeur ou
quant & leur firuation, il enfuit qu'clles ne peuvent avoir d'au-
tres proprictés que celles qui dérivent ou de leurs rappores de
grandear y ou de leurs rapporss de firuation. Nous parlerons pey
des propri¢tés de la premicie elpece, parce quelles font plu-
t6t Lobjet du caleul que celui de la Géoméirie. Quant 2 celles
qui font fondées fur les rapports de fituation de deux droites
AB , CD, il fautd'abord pour en rendre la recherche plus faci-
ls, fuppofer que ces droites font {ur le méme plan , & puis con-
cevoir qu'une d'elles , par ex. A B. faffe une révolution entie-
re furun de fes points E J afin qu'elle prenne toutes les fitua-




L4
DE MATHEMATIQUES. 187

tions poffibles relativement 3 C D, Alors il peut arriver ouFIG,
que ce point {E appartienne aux deux lignes i la fois, ou g4,
quil n'appartienne qu'a une feule. Dans le premier cas, §-
le point de rencontre des deux lignes A B, CD , ferafixe

& immobile en E, & toutes leurs fitnations fe réduiront

ou a fe couper ou a fe confondre en une feule droite; ce

qui arrivera Jorfque A B aura plus d'un pointicommun avec
CD. Dans le fecond cas, ce point de rencontre fera conti-
nucllement mobile ; & par rapport & AB il s’approchera &
s¢loignera alternativement du point E, tantét dans la partie

AE , tantot dans la partie BE. Il faut donc que dans le
paffage de AE i BE, il y ait une fituation telle que ce point de
rencontre ne fe trouve nidans A E, ni dans B E : car n'y ayant

pas de raifon dele fuppofer d'uncoté plutér que de lautre 4

ou bien il faut dire qu'il n’eft nulle part , ou bien qu'il eft des
deux cotés a la fois , ce qui eftablurde (8). °

19. Corore. On conclura de ce que nous venons de
dire, que quand deux droites font fur le méme plan , toutes
les fituations qu’elles peuvent avoir 'une par rapport i 'autre
fe réduifent i ces trois-ci: 1°. ‘i fe confondre en une fenle, &
alors je les appelle Cofucidentes : 2°. 3 {e couper ou i pouvoir
fe couper, fi on les prolonge , & dans ce cas je les appelle Con-
currenzes : 3°. enfin & ne pouvoir point {e couper 4 quelque dif=
tance qu'on les prolonge , & dans cette fituation elles fonc
dites Paralléles.

20, La coincidence de deux lignes droites ne préfente d’autre
proprict¢ fi ce n'eft que l'une peut étre négative par rapport i
Fantre, Car fi des deux lignes AB, CD onen forme une 4-
feule AD, de. telle forte que 1origine de chacune {oit cenfée 6.
en E, il fandra pour tracer E D aller de E en D , & pour tracer
EAaller de E en A :ce qui fuffit pourles rendre opofées de Ia
lenle maniére dont elles peuventle devenir.

21. Quand deux lignes concurrentes fe rencontrent , on dit
alors qu'elles font #nclindes V'une a T'autre 5 & commeil y a une
infinite de fituations différentes , dans lefquelles elles peuvent
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¥i1G. ferencontict , on dira aufli que leur nclinaifon peut vatier &

7

I'infini.

22. Remarque Il faut cependant obferver que le pre-
longement de deux lignes BA, BC, ne fauroit faire varier
leur inclinailon ; car {i cela étoit ainfi , comme ces lignes peu-
vent étre prolongées a I'infini, elles pourroient tellement varier
Ieur inclinaifon ou leur fituation par ce moyen , quelles devien-
droient ou coincidentes ou paralléles , fans que les points
A, B, C eunffent changé de place , ce qui eftabfurde.

23. DEn1T10N. Unangle weft autre chofe que Pinclinaifon de
deux lignes qui fe vencontrent, fans fe confondre. On le déﬁgnc
par trois lettres A B C dont celle du milieu B répond an
fommet, & quelque fois par une feule , & celt alors celle du
fommer, ' :

24. Coro 1 1. Puifque linclinaifon de deux droites peut
warier a l'infini , il s’enfuit qu'un angle peut auffi recevoir toutes
les variations poffibles, & ces variations fe réduifent i ce que
un de fes cotés foit -plus on moins ¢loigné de la coincidence
avec lautre : ainfi lecté BE eft plus cloigné de coinci-
der avec A B, que ne l'eft BD. Ceft *par L fenlement & non
par la longuenr des c6tés (22 ), que les angles peuvent éne
plus grands les uns que les autres . Ils fons done fous ce rappors
de vraies guantités , @ par confequent fufccpiibles de mefure,

2¢. Pour mefurerun angle AB E, le moyen le plus fimple
quife préfente , c’eft d'en prendre un autre a volonté tel que
#be , quon fera fervir d’unité de mefure ; & de chercher en-
fuice combien de fois cette unité eft contenue dans Vangle
mefurer. Pour cela on pofera le fommet & fur le fommet B,
e cbté ab fur le coté A B, & on appliquera Vangle abec fur
ABE autant de fois qu'il fe poutra. Par la on déconvrira levap<
pore de grandeur de Punité abe avec ABE , ceff-a-dive, qu'on
mefurera langle A B E.

Mais puifque la grandeur des c6tés n'influe point fur la gran-
deur de Fangle (22) , fuppofons qu'on prenne le c6té ab = AB,
& que du point B, comme centre on décrive l'acc ACDE,
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tandis que du point & on décrit L'arc ac, 1l eft évident quon FIG,

trouvera par la fuperpofition que P'arc ac eft contenu dans l'arc
ACDE , autant de fois que I'angle unité abc eft contenu
dans l'angle mefuré A BE, Sidonc l'arc ac eft, pat ex. dua
degré , le nombre des degrés de l'arc ACDE déterminera
combjen de fois l'angle ABE contient l'unit¢ de mefure;
ou bien il expofera le rapport de grandeur de l'angle ABE
avec fon unité, D’oi l'on peut conclure guw'un arc de cercle
renfermé enre les cdrés d'un angle ¢ décris du fommer comme cen
tre eft le wrai expofan: de la waleur de cet angle. Ainfi nous dirons
quun angle eft de 20°, 30° , &c,lotlque cet arc fera de
20%,30°, 8¢,

26 DEriniTrons. I. Lors quune droite A B ren-
contre une autre droite CD fans la ¢ouper , clle fait avec
clle deux angles ABC, ABD. Si ces angles font égaux
chacun eft appellé angle droiz 5 s'ils font inégaux le plus grand
et obeus & le plus petit aigu.

11. On appelle Complément d’'un angle , celui qu'il faudroit
ajouter a cet angle pour le rendre égal a un droit ; & Supplémens
celui qu'il faudroit lui ajouter pour le faire égal & deux droits,

272.TutoriMe I. Quand une droite en rencontre une autre
fans la couper , elle fair avec elle deus angles qui valen: en fomme
une demi-cérconférence cu 18c°.

Dzwm. Suppofons que la droite AB rencontre CD, fans
la couper, & que du point B avec une ouverture de compas
quelconque on décerive l'arc de cercle C A D, qui coupe. e
deux points C & D la ligne C D. Cet arc mefurera les deux
angles ABC, A B D (25 ): & de plus, puifque par la conf-
truétion la droite C D pafle par le centre B, elle fera un dia-
metre (11 ), & Larc € AD vaudra une - demi-circonfétence
(14 ). Donc, &c.

28. Coro L r. 1. Unangle droit veur donc g0° au le quars™de
la circonférence. Car fi'angle AB C eft droit, il égale ABD
(:26).0r, ABC + ABD = 18c°; donc fi ces angles font
droits , chacun vaut o°© ou le quart de la circonférence.
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¥1G. 29.11 Un angle obtus vaut plus de 90°,8 un angle aigu vans
moins (26 ). D'oil il s'enfuivra que le complémen: un angle ob-
wus et négarif | & que celui d'un angle aign eff pofirif. Car pout
réduire un anglejobtus , par ex. celui de 100° 3 go° , il faut lui
ajouter un angle négatifde 10° , & écrire 100° — 10° = g0°4
au contraire , pour réduire un angle aigu , par ex. celui de go*
ago° , il faut luiajouter l'angle poﬁufde 10°, en écrivant

80° - 107 =902, ,
30. IiL §7 deux droires [e coupent , les quarre angles qu'elles for-
B ment autour du point de fe€lion , valent en fomme 360°. Carfi A G
coupe CD, la fomme des angles eft 180° d'un cotéde CD,
& 180° de lautre. Et comme tous ceux quon pourroit for-
mer autour du point B ne valent en {omme que ces quatre,

il s’enfuit qu’ils valent aufli 360°.

31. IV. Quand deux droites {e coupent, comme A G, D Cles
deux angles qui font du méme c6té, d’une de ces lignes,comme
ABC, ABD, ou ABD, DBG, font appellés angles de
fuire s & Uon voit que ils font roujours fupplement Pun de Laure,

32."V. Quand deux droirer AG , C D [e coupent les angles oppofés
au fommes, favoir (/ABC & DBG ,ABD & C B G fonr égaus.
Car puifque ABC 4 ABD =180°,8 que ABD+DBG
=180° ,on2aABC+ABD=ABD-+-DBG: ou bien
otant A BD de part & d'autre ,ona ABC=D BG ;donc
aufli leurs fuppléments , AB D, CB G, {eront égaux,

CHAPITRE . Iflsf

Des paralléles y des perpendiculaires & des obliques.

33. Dérini-

TIONS. D EUX ou plufieurs lignes droites font Paral
deles lorf'qu étant fur le méme plan f.lles ne {e rencontrent , ni
ne peuvent fe rencontrer, 3 quelque diftance qu'on les pro-
longe.

34
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34. 1 I. Elles font Perpendiculaires 'une 3 l'autre , lorfqu'en F1G,

{e rencontrant elles font des angles droits ; & Obligues , lorf-
qu'elles font desangles obtus ou aigus.

35. 111 Quand deux droites A B, C D , foit parallcles, foit o,
concurrentes , font coupées par un troifiéme SR ( qu'on appelle
fnarre )5 les angles qui font entre lesdeux lignes coupées ,
telsquea, b, e,f, font appellés internes , & ceux qui font en
dehors, comme d, ¢,k ,g , exrernes ; on nomme alzernes , ceux
qui font I'un & droite , Pautre 3 gauche dela {écante; ainfi 4
& f font alternes & internes a la fois , ¢ & k font alternes &
externes. Enfin on appelle correfpondants les angles qui étant
du méme c6té de la fécante font chacun au-defius , ou cha-
cun au-deflous des droites AB, CD , tels {font les angles
e&f,al b, &c.

36, 1V. Quand deux ou plufieurs angles B, b auront leut 140
fommet du méme c6té d'une ligne dmm Ab , nous appel=
lerons cotes correfpondants les deux qui font i la droice on 3
1a gauchede T'angle. AinfiAB & ab,BC & bc font correl=
pondants.

37. Ax 10 ME, 87 deux droites A B, CD, font conpées par une g,
woifieme S R, de facon que la fomme des angles iuternes , foitd'un
cité de la (écante plus wa}e gue de Pautre, ou bien fia+4e<<h

ofy elles conconrront , & réciproguement. Et comme on ne
pent avoir a +-e << b+ f, fans avoir a + e <{180° & b+4-f >
180° 5 puifque (27) a+ b+ e+ f=360° , il senluit que f¢
dewx dreites concourent , la fomme des ar_’.’c: fnternes wadr moing
de 180° d'un ciré de !:z fécante, & plus de 1807 de Pautre 3 @
e iprog'rcmr‘;;'.

38, Tutorimz I, Quand denx pavalitles AB, C D font
coupies par une f,bm 12¢ .q R, les angles alterues= ingernes fone egaus
enr'eun 5 ainfi que les aliernes-exsernes & les corve(pondants « &)
péciproguiement.

Dem. 1% a=f:cara+4e= 180° ({ansquol AB& CD
concourroient ). Ot , (31 ) e 4 f=180". Douc a--e=—e-f,
oubien 4 = f& partant b=se¢. Or, (32 )c=2¢, h=f;donc

Bk
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FI1G. ¢ =5 & pattant g —d ; dailleurs d =15 , donc g =6 & f=z.

P
une trotficme , les an :\It:‘mcs ou correfpondans font egaux,
ces deux lignes fon'c paralléles. Carfi a=Ff, puilque f +e¢
=180° , de méme a—-e¢ =180°. Donc les droites AB, CD
ne font pas concurrentes ( 37 ). Elles {ont donc paralleles.
~ 39.Cerorr.lfuic deld ‘_ILLCf la lizne SR eff perpendica=
laire a une des deux paralléles , elle le fera a Pautre. Car i les
angles d & ¢ font droits , leurs correlpondans e & f doivent
Pétre aufhi.

2°. La réciproque eft que fi deux dm:rcs érant coupees par
e

40. TutorEmz 1L Deux lignes AB , E F paralléles a ung
0 Yroifiéme C D fone paralléles entrelless :

D ewm. Car puilque AB eft paralléle 8 CD, les angles
corre{pondants SGB, S HD font c¢gaux: & puiflque CD eft
paralléle 3 EF, SHD=S8IF.DoncSGB=SIF, & par
conféquent ( 38) les deux lignes AB, EF font paralleles.
" ar. Tutfortwme 111 Quand deus lignes AB, CD fone
perpendiculaives Vane & Pawsve y elles [e rincontvent ou fe coupent

(1.

Jans penchier daucun céd.

D e n. Puifque les anglesen B font éganx entreux (34), 6
Yon dit que A B penche de quelque coté , il fandra dire qu'elle
penche autant vers C que vers D, ce qui eft abfurde.

Toforime LV. 82 la ligne AB g? per pendiculaire

Jur CD, & que le poine B foit autane éleigné de C que de D
gous autre point O de A B, fera autant dloigné de C que deD; E'J"
r:m.;-raq:;fmrm.

Dewm. 1% Concever que la ligne B D tourne fur AB; en
faifant teujours un a ‘1-: droitavec elle ; alors le point D
viendra tomber fur C, 'JJ_J.]UC‘ (hyp.) BD =BC.Donc AD
couvrira AC , & O D convrira OC : ou bien AD=AC,
OD=0C, &'C.

2%, Dlinvetfe eft, Que firleporne A f,@ qutant éloigné de C
gue de D, ainfi qa«’zm autre point B, laligne AB fera perpendiculaire
Jar CD, Car elle ne penchera dancun coté fur CD ; ce qui
rendra les angles ABC, ABD égaux, & par confequent
droits. Donc (34 ) AB fera perpendiculaire fur CD,
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43.Cororr, I fuit deli que les obligues AC, AD

qui partant d'un méme point A dune perpendiculaive A .u,fe ter-
minent fur Paurre C D a des diftances égales dy point B ,fofir ggales
enrr'elles 3 & réciproguement. »

44, THEoRrREME V. La perpendicula ire ABeff plus conrre
qiune oblique quelcongue AD , iirée du méme poine A fur la
ligne C D,

D m. Prolongés la perpendiculaive A B jufqu'en P, de fa-
3=B P ; ce qui donnera (43)A D
=PD oubien AD = s S5 ; tandis que par la conf-

. !‘ P v
truétion , A B = = Or , AP< AD--PD (6). Donc
AB<AD.

45.Cororr. L Laperpendiculaive A B mefure done la difiance
dupoint A @ la ligne C D car cette diftance doit étre meiurée
par la ligne la plus courte qu'on peut mener entre-deux.

46. 11, Da point A on ne peur abaiffer qu'une perpendiculaire
Jur CD ; puifque le plus court chemin pour aller du point A
ilaligne C D doit étre unigue 5 don il {uit que deux perpen-
diculaives élevées fur la méme bigne C D, fone paralleles emr’elles.
Car fi elles ne I'étoient pas , elles concoutroient en quelque

=
i |

con que vous ayés A

point , & de ce point on pourroit abaifler deux perpendiculai-
res fur la méme ligne CD , ce quieclt impofiible,
47.Pro L &M EL Surun poiur donné dans une droite élever

une perpendiculaive a ceste droise.

Sor. Si ce point,comme B,n’eft pas 2 'extrémité de la ligne
donnée , prenez fur la méme deux points C,D, 4 égale diftance
du premier : & de ces points C & D décrivés d’une méme ot~
verture de compas chu arcs de cercle qui {e couperont en A,
joignés par une ligne droite le point A & le point B, ce fera
la perpendiculaire cherchée ( 42 ).

Sile point fur lequel il faut élever la perpendiculaire eft &
Vextiémicé de la ligne donnee C D , prolongés la, s'il fe peut,
pouropérer comme ci~deffus s & fi par des circonftances lo-
cales, 'ce prolongement cft impoffible , comme il arr];xl')e quel-

1)

» F1G,
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FIG. Quetois dans la pratique , vous fuivrés une autre méthode

12.

dont nous parlerons ci-aprés.

48. Propr & ume 1 Parrager une droite donnce ‘A B en deuy
parties égales,

Sot. Des points A & B & d'une méme ounverture de com.
pas, décrivés d'un coté deux arcs quife coupent en E; des
mémes points A & B & d'une méme ouverture de compas
( qui peut cependant étre différente de la premiere ) décrives
de l'autre c6té de la droite donnée , deux arcs qui fe coupent
en D, joignés parune «droite les points de {eétionE & D,
& le point C , o1 elle coupera A B, fera le milien de AB; car
E D érant perpendiculaire fur A B (42 ) & le point E érant
a égale diftance de A & de B, le point C le fera auffi, ou

bien en aura AC = C B.

49. Tutorzme VI Der perpendiculaires RS, P Q entre
des paralleles A B , CD fon ¢gales , & réciproguement.

Dewm. 1°. Dupoint du milien N entre S & Q , ¢levez la
perpendiculaire N M. Concevez que les lignes ND, MB,
faifant toujours des angles droits en N & en M, la figure foit
pliée fur M N. Alors N D tombera fur CN & M Bfur A M:
& puifque NQ=NS, le point Q tombera fur S; fidonc le
point P ne tomboit pas fur R mais fur ¢, on pourroit da point
S tirer deux perpendiculaires SR, Sqfur AB, ce quieftab-
furde. Donc 1. P Q =R S.

2°. L’inverle du Théoréme eft que f fur une droite C Do
fleve deux perpendiculaives égales Q , RS, la droite A B, qui
paffera par leurs extrémités fera paralléle & C D. Car les angles
en S & en Q reftant droits , I'on peut concevoir /quaux points
O 8 G, qui divifent également P Q & RS, I'on a pli¢ la par-
tie inférieure de la figure fur la fupérieure , de facon que le
point Q tombe fur P & S fur R ; & par conféquent la ligne
CD, ayant deux points S & Q , communs avec A B, fe con-
fondra avec elle. Donc I'angle O QD =0 P B, ou bien leur
fomme fera 180°; ce qui ne peut écre ( 37 ) files deux lignés
AB,CD ne font parall¢les. Donc , &c.




DE MATHEMATIQUES. 103

§0. TuEor & me VIL Deux angles [one égaux , lorfque iem‘e.FIG'

coies correﬂoondam: font ou paralléles ou perpendiculaires entr’eus.

Dewm. 1°% Si AB & ab, B C & befont paralléles, & quon
prolonge les cotés BC , ba qui ne font pas corefpondants ,
il fe formera un angle en. D qui fera alterne - internede B &
de 4. Donc B=D =14, ou bien B =4,

2. §i a b eft perpendiculaire {ur fon correfpondant A B &
be fur B C, concevez que l'angle & reftant le méme , fes co-
tésa b, be d;cnvent chacun un quart de circonférence autour
dup:nnt b. Alors ab deviendra paralléle 3AB & bca B C.
Donc, par la premicre partie de ce théoréme , I'angle & ¢ga-~
lera B. lls éroient donc égaux auparavant.

s1. RemaRr QU E. Pour I'égalicé de deux angles , il ne
{uffit pourtant pas que leurs cotés quelcongues foient paral-
leles, Car on peut toujours conftruire un angle aigu , dont
les cotés feront paralléles & ceux d'un angle obrus , pourva que
lun foit fupplément de 'autre , tels fontles angles ABC,
abe, dans lefquels les cotés AB & a6, B C & ba font pa
salleles 5 mais non pas correlpondants.

CaH A P TR B LV,

De quelques propriétés des lignes droites y confidérées
dans le Cercle.

52 O UTRE les lignes droites, dont nous avons parlé plus
haut , le Cercle contient encore celles quon défigne fous le
~ nom de Secantes & de Tangemses, On appelle Sécante toute

" droite S T qui coupant la circonférence , fe termine hors du
Cercle,; 8¢ Tangente T¢ celle qui touche la circonférence
fans la couper , méme étant prolongée.

Si 'on congoit que la Sécante S T tourne fur fon extré-
mité T ducdeé der, les deux points de feétion S , 5 , s'appro
cheront toujours I'un de l'autre , de fagon qu'en B ils ¢ reuni-

14.

15

16.

17.
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FIG ront enun feul ; & dans ce moment la Sécante ceffera de ['é-

tre pour dévenir Tangente. On peutdonc dire que Ia Tans
genee weft aatre chofe gu’une Sécante évanouiffante.

e T HE ortwmr 1. Dans un méme Cercle ou dans der Cercles
éganx les cordes .e"ga!e:fuu-mzdm: des arcs égaux , ¢ véciproguement,

Prum o108 la corde DF=RQ, jedis que l'atc DBF
=R AQ. Carfionapplique la corde D.F fur fon égale R Q,
le point D fur R & le point R {ur Q, l'arc D B F couvrira
R A Q. Carfi cela n'étoit pas ainfi & qu'un d'eux fut par exem-
ple , Ra Q les rayons du méme cercle C 4, C A ne ferolent pas
egaux , ce quieft abfurde (11). Donc 1o, &e,

2% Silarc RAQ=DBF , ils pourront {e convtir pa-
faitement , & alors le point Frombera fur Q, & le point D fur
R. Donc la ligne droite qui joindita D& F , joindra R& Q , o
bienla corde R Q égalera D F.

s4.Scnorre 1l eft aifé de voir que la vérité de ce Theo-
réeme dépend de Puniformité de courbure dans le cercle, &
que l'on peut aufli conclure de cette méme uniformite i 1% Que
dans des cercles égaux les cordes inégales fou-tendent des
arcs inégaux , & réciproquement: 2°. Que les cordés croiffent
ou décroiffent en s'approchant ou s'¢loignant du centre , de fa-
con que celles quien font également éloignées font égales,
& que le diaméere eft In plus grande de routes.

s5. Tué or & yme L1 Deces trois propriceés dune drojee , éire
perpendicalaive 4 une corde , la divifer en deas pariies fzales , &
palfer par le centve 5 deux érant donndes 5 la sroifidme Senfuir we-
ceffaivemens.

D e a. 1° 51 A B eft perpendiculaire {ur D F , & que de plus
elle la partage en deux également an point M , je dis qu'elle
pafle par le centre C du Cercle. Car M D = M F ( hyp. ) donc
(42) chaque point de la perpendiculaire A B eft autant ¢loigné
de D que de F 5 & deplus tous les points également éloigné
de D& deF font dans cette perpendiculaire. Done le centre
du Cercle y fera aufil,

2°. 81 AB cft perpendiculaire fur DF , 8 qu'elle paffe par
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Ie centre C, elle partage D F en deux parties égales. Car puii- F 1G.

que C eftle centre , il eft également ¢loigné de D & deF:
puifque A B eft perpendiculaire , chacun de fes points eft éga-
lement éloigné des mémes points D & F. DoncD M =MF.

3°. Si AB divife la corde DF en deux également , &
quelle paffe par le centre C, elle eft perpendiculaire & cette
corde. Carla premiére conditiondonne DM =FM , & la
feconde C D=CF. Donc (42 ) AB et perpendiculaire fur
DF.

6. TutorEme 11 Une perpendiculaire A B qui partage la
corde B H en deux parties égales’, partage aufli Parc fou-tendn en
desx ares €ganx.

Dru. Par Thypotefe le point N eft autant ¢éloigné de E
que de H ; 8 par conféquent tout autre point de la perpen-
diculaire A B fera autant ¢loigné de E que de H (42). Donc les
cordes BE , B H , qui mefurent deux de ces diftances {erent
¢gales; ainfi que les arcs ED B, HF B, fou-tendus par ces
cordes font égaux; ou bienlarc E BH eft divifé au point
B en denx parties égales.

§7.Coro L L. Les arcs du méme cevele venfermés entve deus pa=
ralleles EH, DF, font égaus. Car fi du centre G on abaiffe la
perpendiculaire C B fur ces paralléles, on aura l'arc ED B
=BFH: & larc DB=1

piere équation de la précédente , 1l 1e

F. Donc en retranchant cette der-=

era Varc ED—=HF!

53, Taforeme I V. Le rayon CB qui aboutit au poine de conealt B

off perpendiculaire a la rangente en ce point , & reciproquement,
Dew. Toute ligne autre que CB , mien¢e du centre fur

ce
férence , 8 fera par

cette tangente” devra fortir de la circon
conféquent plus longue que le rayon de contaét C B, Cera-

jon eft donc la plus courte ligne qu'on puiffe mener du centre

furla tangente s il lui'eft donc perpendiculaire (44 ).
Elnverle eft, que fT ¢ eff perpendiculaive a Pextrémité du
rayon C B, elle fera tangente au point B, Car 1l ellé entroit dans
le cercle’, le rayon mené au point de fa fortie , par exemple en
#, egaleroit le rayon C B. Dong C B ne feroit pas plus courte
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que toute autre ligne menée du centre {ur T ¢; elle ne lui
{eroit donc pas perperidiculaire, ce qui eft contre la fuppofi-
tion. Donc , &c. ;

59. Cororr Il fuit dela 1°. Que route ligne comme EB,
qui tombera fur I'extrémité durayon, fans lui étre perpendi-
culaire , entrera dans le cercle, puifqu'elle ne ponrra f& con-
fondre avec la tangente,

2%, Que le point B pouvant appartenir a une infinité de cour-
bes différentes , comme font les arcs décrits avec les rayons
CB,DB,EB, tant en-deflus quen deflous de Tz, la mé-
me ligne T' ¢ fera tangente a toutes ces coutbes, & que par
conféquent entre Parc XBY & [a rangente T ¢ on peur mener une
snfinité de conrbes qui toucheront arc fans le couper 5 mats gu'on e
peut y mener qu'une [eule ligne droite T t qui le touche & ne lecou
pe pas, :
60.Propriue I Divifer Parc D BF , ou langle D CFn
deunx parties ésales.

Sor. Ayant tiré la corde DY, menez du centre Clera
yon CB, perpendiculaire {ur cette corde ; il partagera latc ,
& par copféquent I'angle en deux parties égales.

61. Proer i me LI Faire paffer une circonférence de cercle

19. par irois points donnés B, A, D, pourvu-qu'ils ne foiens pas enligs

ne droite,

Sor. D'un de ces points A menez aux deux autres les
droites A B, A D : {ur le milieu de chacune, élevés les per-
pendiculaires PC, QC : & le point C ou ces perpendiculaires fe
rencontreront fera le centre du cercle dont la circonférence pal-
fera par les trois points donnés B, A, D.

62. R'e M A R @ ue. Puifque les deux perpendiculaires PC,
QC ne peuvent {e rencontrer quen un feul point (8 ), ibs'enfuiz
guwil n'ya qwan feul cercle , dont la circonférence puiffe paffer par
des trois points donnés.

63. ProsLEMEIILL Tronver le centre d'un arc donné B AD

Sot. Tirez dans cet arc deux cordes quelconques , abou-
tiffant au méme point, comme B.A, D A : élevés furle mi-
liew
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lieu de chacune les perpendiculaires PC,2 C, le m..lf:C oti elles F 1 G.

{e couperont,ferale C(.iltl\_ ducercle auquel appartient larc BAD.

64. Prosrime LV. Dun poims A, pris hors dune droise
CD, abaiffer une perpendiculaire [ur cette droite,

Soti. Décrivez de ce point Aun arc de cercle ced qui
coupe la ligne donncée aux pointsc, di divilés ed en deux
également au point B (48 ) ; & c'eft par ce point que paflera la
perpendiculaire demandée ( 42 ).

Onala un moyen de mener patle point A une parals
lele 3 la ligne CD; il fuffira d'abaiffer de ce point la per-
pcnd=cu JncA B, & d'élever fur le point A une perpendiculaire
a A B; cellenci fera néceffairement paralléle 2 C D (32 )

Prosrtwme V. Sur un poine A dune droite donnée A B,
conflrnive nn angle ézal @ un angle downs D,

So 1. Du point D comme centre 8¢ avec une ouverture de
compas quelconque , déctivés. larc EF : du point A & avec
la. méme ouverture , décrivés l'arc G X senfuite avec unra-
yon égal 2 la corde E F, décrivés du point G larcaCh, &
tirant la droite A C vous aurez I'angle demandé. Car ayant
les cordes égales FE , CG, & lesrayens égaux AG, DE,on
analarc CG =FE; & par conféquent les angles A & e B, me-
{urés par ces arcs {eront égaux.

L TR T T

CHAPITRE V.

De lamefure des Angles confidérés dans le Cercle.

L A firuarion d'un angle par fapport 4 la citconférence d'un
cercle peut étre telle , quil ait fon fommet an centre , ou bien
entre le cenire & la circonférence , ow bien 3 lacirconferen-
ce, ou bien enfin hors de la circonférence 5 de relle foree que
lescotés en foient les tangentes ou les fecantes. Nous ne dirons
rien de la mefure de celui qui a fon fommet an centre,parce que
nous 'avons déja déterminée ailleurs (25). Tl nous refte 3 mefu-
rer les angles dans les antres fitnations , fans avoir recours X
dantre cercle qua celui qui eft touché ou coupé par leurs cotés

6. Tetontme L Langle aigu ABI , formé & la circonfi-
Ce

1.

zgé

ZI.
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vence du cercle par une tangente € par ane corde( * ) a pour mefure (2
moitic de Parc BF D, fous-tendu par la cordes

D & M. Soient le rayon de contaét BC, & le rayon FC
perpendiculaire 3 lacorde DB ; ce quirend l'arc DF=FB
(55), ou bien BF , moitié de BF D. Cela pofé jedis que
I'angle ABD a pour mefure I'arc BF. Car l'angle ABD
=F CB, ( puifque par la conftruétion leurs c6tés homologues
font perpendiculaires ). Mais FCB a pour mefure larc BEF
(25 ). Donc langle aigu ABD a pour mefure Farc BF.

66.Corovrr. L. Langle obtus D B H a auffi pour mefure la
moisié de Parc D G E B renfermé entre fes cdrés. Car cet angle
joint a I'angle aigu AB D, a pour mefure la moitic de la cir-
conférence. Or, A B D eft mefuré par la moiti¢ de BED ;
donc la moitié du refte , favoir f DGEB,melure I'angle DBH.

67. 11 L'angle D BE , formé ala circonférence par deus cors
des () aauffi pour mefure la moieié de Varc D G E | venfermé ene
tre fes céiés, Ca DBE=DB H—H B E. Donc DBE a pour

mcf'urciDGE B—iBE, favoir,iDGE.

68. 1T L. Un angle a la civconfévence a donc pour mefure dans tous
les cas, la moitié de Darc renfermé entre fes cirés, Dol 'on con-
clura : 1° Que cer angle eft droit , s'il eft appuyé fur les
extrémités dun diamétre , comme P A D:2° quiil ne vaur
que la moitié de I'angle au centre , lorique I'un & l'autre {ont
appuy¢s fur le méme arc; ainfi 'angle AF E =§ ACE.

6o. TatorEme IL Langle AB D, formé eritre le centre
& la circonfirence a pour mefure la moitié de Fare A D renforme
entre fes edrés , plus la moirié de 'arc F G , renfermé entre fes clié
prolongés.

D em. Du point F foit menée la corde FE parallcle au
c6té BD ; on aura 'angle ABD =!AFE (38);or, celui-cia
pour mefure ;—' AD —i-iDE,ou bien i AD—+ i GF (g7 ). Donc

{ % ) Cer angle cit appelle oAngle du Segments
( *%) On lappelle dngle inforis.
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I'angle A B D aaufli pour mefure i AD+ i GF. FIG.

7o. Tutorime 111, L'angle A B D forméhors de la circonférence, 23,

a pour mefure la moitié de Parc concave A E D , moins la moitie dg
Varc convese B G renfermé entre [es cérés,

Dem. Du point F {oit menée la corde F E paralléle au
cot¢ BD. L'angle AFE = A B D. Donc 'un & l'autre ont

pour mcfure—AE (68). Or, AE *hA 5 PR ~ E D,ou bien

—M:-—-A D—-—FG(57) Donc I'angle ABD , &c.

7I.PR013 L mEe L Dun point Ay pris hors ducercle DT ¢, 24,
mener deux rangentes a ce cercle.

Sor, Du point A menez au centre de ce cercle la droite AC,
& avec un rayon ¢égal ala moiti¢ de cette droite , décrivez
une nouvelle circonférence €T A¢: des points d'interfection
T,: avec la circonférence donnée, tirez au point A les droites
TA yt A, & ce fera les deux tangentes cherchées.

Car fi lon tire dans le premier cercle les rayons de contadt CT,
Cr,les angles: CTA, CtA, appuyes fur un diamewe dans
le fecond cexcle , feront avoits. Donc les lignes AT, A fe-
ront tangentes ( 58 ).

n.Prosrimell Elever une perpem’zc:efa:reﬂ;r Pextrémite 2.
A dune droire AB , gwon ne peus poine prolonger.

Sor. Dun point quelconque C pris au-deffus de la droite
BA& du rayon CA décrivez une circonfirence de cercle
qui paffera par le point A 5 8 du point D, o cette cir-
conférence coupera la droite donnée B A , tirez. le diaméte
DP, la perpendiculaire cherchée paflera par P, puilque lan-
gleDAP eftdroic (68 ).

CH AP VTR Vi

Des difféventes efpices de polygones en général y & du
Lriangle en particulier.

SUIVAN' T l'éthymologie dumot , on doit entendre par

Polygone , une figure 3 plufieurs angles; & comme dans tou-
Ccy
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®1G. te figurereCtiligne le nombre desangles eft le méme quece.

lui dcs cotés , on peut défigner les difiérentes efpéces de pol-

gones par 'une ou lautre d" ces deux choles indifféremment
C’eft pourquoi on appelle Trilatere ou plus communcment
Triangle , le polygone qui a trois angles , & par conféquent
trois cotés : Quadrilatere , celui quien a quatre : Pentagone , ce-
lui qui en a cing ; Exagone , celui quien a fix , 8cc. Nous allons
d'abord nous occuper des propriéeés du triangle , parce quielles
fetviront 3 découvris celles des autres polygonés.

73. Le triangle eft la plus fimple de toutes les figures retti-
lignes que puille former la’ Géométrie , puifqu'on ne peut ren-
fermer un efpace par deslignes droites, il y ena moinsde
trois. On voit encore gu'avec trois lignes données A, B, C,
on ne {auroit confiruire cette figure , files deux prifes enfem-
ble ne font pius longues que la troifiéme 3 ce qui fait gue
deux cires gquelcongues d'un tyiangle wvalens en [omme plus que le
#roffieme, '

74. Le triangle confidéré parrapport a fes angios eft appellé
acgtangle, mzasid il a tous fes angles aigus; obsafangle, quand
il aun angle obtus; reffangle , quand il a un angle droit, Par
rapport & fes cotés , il eft appellé équilazeral quand il a tous
fes chtés éganux ; yzocelle , quand deux leulement font égaix;
& fecaléne , quand ils font tous inégaux.

Si du fommet d'un angle quelconque d’un triangle onabail-
fe une perpendiculaire fur le coté oppofé , prolongé sil le
fant , cetre perpendiculaire elt appellée la hansear du triangle
& le coté , fur lequel elle tombe, en eftla f’:aﬁ

me. Tunforkme I Tous rriangle pews érve inferit daus un
cercles

D £ m. Tnicrire un polygone dans un cercle , c’eft faire paffer
un circonférence de cercle par le fommet de fes ar-gles O,
les fommets des trois angles d'un triangle n’étant jamais en
ligne droite, on peut'y faire paﬂ(.r une circonférence de cer-
cle (61 ). Done ,  fic,

!

6. Tufoninme LN La fomme des trois angles d'unsriangle
J &

o o
el roujours 180°,
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Dewm. Sidu fommer de angle A on mene A P parallele 1,

4CB, & qu'on prolongelecoté AC , on a l'angle P AR 27.
=ACB, fon correfpondant; PAB=ABC, fon alterne.
Donc les trois angles’A + B + C valent en fomme tous les
angles qu'on peut former fur le point A 8z du méme coté de la
droite C R. 1ls valent donc en fomme 180° (27 ).

Sil'on veut fe convaincre d'une autre manicre de cette vé-
rité impaorrante , quon {uppofe un triangle quelconque D AP
inferit dans un cercle : fes trois angles A, D, P, aurontleurs
fommets 3 la circonférence & la renfermeront toute enticre, Ils
vaudront donc en fomme 180°,

77. Cor ot k. I. Un triangle ne peut donc avoir deux an-
gles droits, ni ‘i plus forte raifon'denx angles obtus,

78.11. Dansun triangle un angle quelconque eft le fupplé-
ment des deux autres, D'odl il fuit 1°. que connoiffant deux
angles, on connoit le troifieme. 2°. Que fi deux angles d'un
trangle font égaux i deux angles d'un autre, le troificme an-
gledu premier égalera le troifieme du fecond.

79. 11 1. Quand un triangle a un angle droit , chacun des
deux autres eft aigu; & P'un de ceuxli eft complément de
Tautre,

80. IV. Si l'on prolonge un c6té quelconque A D d'un trian-
gleDA P, l'angle extérienr B D P égalera la fomme des deux
interienrs oppofés P —- A. Car angle extérieur BD P, & la
fomme des deux intérieurs oppofés P 4 A ont le méme fupplé-
ment ; favoir, P D A. Donc l'angle exterieur vaut la fomme
desdenx intérienrs oppofés,

gr.Tafornime L1 Dans sour triangle , le plus grand
corgeft oppofé an plus grand angle , leplus peric cie au plus pes
1t Mg-’f; f?‘_ie: citds érans 4 der angles égaus. q3)

Deu. Car inferivant le triangle dans un cercle, le plus
grand coté doir fous-rendre le plus grand are,le plus petit cote
le plus petit ate, & les corés égaux des arcs égaux. Or, les moi-

{* ) Linverfe de cette propofition ne dit ricn de different de fa propofition
m_‘e‘mc.
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tiés de ces arcs mefurent les angles oppolés (68). Donc, &e.

82.Corocrr Il [uit dela r?. Que dans le triangle équi-
lateral, ies trois angles font égaux. 2°. que dans le triangle yzo-
celle , lesangles oppofés aux cotés égaux, font égaux.

Remar que. On voit quel'inverfe de chacane de ces

detnicres propofitions eft également wvrate,

8.Tatorime I V.Si Lun angle quelcongque d'un trian-
gle, on tire une perpendicalaive fur le céié oppofé ( qwon appelle
la bafe de cet angle ) , elle tombera en dedans du triangle , lorfque les
denx angles fur [a bafe ferone aigus 5 en dekors , fi Van eft obtas; @
Jar Pestrémise de cesre bafe , i Vun de ces angles eff droits

Dewm. 1° Dans le triangle A B C, qui a deux angles ai-
gus fur la bafe B C, fila perpendiculaire A P, mence du peint
A, tomboit 1 'extrémité C de cette bafe , elle formeroit avec
elle 'angle aigu A CB, ou d'autres angles plus aigus, fi elle
romboit au-deld , ce quieftablurde ( 34 ) ; elle ne peutdonc
pas tomber hors de cette bafe.

2°. Sidans letriangle ACD , qui aun angle obtus en C,
la petpendiculaire tomboit 4 Pextrémité C , elle formeroit
en C T'angle obtus A C D5 ou un angle plus obtus , fi elle en-
troit dans le triangle. Elle deit donc tomber hors de la bafe
CD.

3% Si dans le triangle AP C, quiaun angle droit en P,
la perpendiculaire menée du point A, ne fe confondoit pas
avec AP, on pourroit abaiffer du méme point A deux perpen-

diculaires fur la méme ligne P C, ce qui eft abfurde (46).
Elle tombera donc fur le point P.

CHAPYTTRESVEL

Qui traite de I'égalité & de quelques autres rapports tant
des triangles que des parallélogrammes.

O N ne peut micux prouver quune étendue eft égale
aune autre, quen faifant voir que la premicre placée fur la
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feconde , la couvre parfaitement, ou plutér quelle la pénc- FIG,
e dans toutes fes parties. C'eft par ce moyen , connu fous
le nom de Meéthode de fuperpofirion , que nous avons fait voir
ailleurs I'égalité des lignes dans certains cas (49 ) ; nous I'em-
ployerons encore ici, pour prouver I'égalité des figures. Et en
général , comme on ne peut entendre par figure autre chofe
que l'efpace renfermé dans un certain contour cu Perimétre(10)
nous dirons que deux figures font égales,lorlque I'efpace quelles
renferment eft égal de part & d'autre ( cet efpace eft encore
appelle P4dive de la figure ).

84, En comparant enfemble deux triangles , nous dirons que
le plus grand c6té de I'un eft Homologue au plus grand cotré
de l'autre , le moyen au moyen & le plus petit au plus petit.

Et lorfque les angles oppofés aux cotés homologues feront
¢gaux de part & d'autre, les triangles {eront appellés édguian-
gles. 1 eft aifé de voir que deux triangles peuvent ¢tre équian-
gles fans étre égaux; car fi dans le triangle A B C on dé- 29.
cit abe , de facon que les cotés homologues foient parallé,
les; les angles oppofés i ces cotés feront égaux, fans que

les triangles le {oient ; & réciproquement , deux triangles peu- «
vent étre égaux fans avoir ni les angles ni les c6tés égaux 4
ainfi que nous le verrons plus bas.

85. Tout quadrilatere AB CD quia les cotés oppalés paralléles 31,
eft un Parallélogramme & fi tous fes angles font droits c'eft un
Rectangle.Une ligne AB qui va d’'un angle  l'angle oppof¢ en eft
la Diagonale. Ex I'on peut prendre pour bafe un de fes cotés quel-
conques , & alors la hauteur fera déterminée par une perpendi-
culaite , élevée fur ce c6té julqua la rencontre du coté oppofé.

86.Tufor t mel 8ideux triangles founr équiangles & gw'ils

ayent de plus an cdeé homologue ézal | los autres cdtés [evons cgaux 3
G par confEquent les deux figures [erons égales en tour,

Oubien fi Fona langle A =4,B=4b, C=c:&deplus 5o
lecote BC=1b ¢ , les wiangles A B C, abc feront égaux en
tout. '

Dem, Silon congoit le trangle abc placé fur ABC,
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F1G. en forte que le point & tombe fur B & ¢ {ur C, le coté a & tom-
29. bera fur A'B, puifque les angles 4 & B font égaux: par une
raifon femblable ca tombera fur C A. Donc linterfetion 2
des cotés ba & ¢ a tombera fur Uinterfeftion A des cotésBA
& C A 8 les deux triangles (& confondant alers , feront par-
faitement égaux en toutes chofes.
87. Cororr. L. Deux wriangles font donc éganx lorfgue ayant
deux angles épanx , ils ont de plus un céré égal. Car alors ils font
5 ¢quiangles (#8 ) avec un coté égal.
g1 83. IL. Deux droizes Paraliéles DA, BC entre pavalliler, DB, AC
Jont égales: Car fi par le fommet des deux angles oppofes on
tire la droite !B A, les deux triarigles BAC , B A D, feront
¢zaux en toutes chofes; puifque outre le coté commun BA,
ils font équiangles. Donc.(38)D A=BC & DB =AC. Dou
Yon déduit que dans un parallélogramme les cités oppofis fons

zoufonrs égauie
29. 80. Tutorime I1.Sidenx sriangles A B C , ab ¢, ont lews ciee
homologues egaux , ils fontéquiang’es & ezaux 3 & réciproguement,
D e M. Pofcs le cote be fur fon ¢égal BC , de fagon que
" btombe furB & ¢ fu: C: avec BA, ou fon égal bad du
centre B, decrives I'arc DA E:avec C A ou fon égalca,
& du centre C, décrivés larc F A G, Le fommet de langléa
rombera {ur l'interfeétion des denx arcs décrits pat b a & pat a4
de mé¢me quele fommet de langle A tombera fur interfec-
tion des deux mémes arcs décrits par B A & C A. Les points
a & A romberont donc l'un fur lautre, amfi que parla
conltruéion 5 tombe fur B & ¢ fur C ; les cotés & les
angles fe couvriront donc parfaitement; & par gonfequent
les deux triangles feront équiangles 8 éganx.
L'inverfe de cette propofition eft que ff denx triangler ABC,
abe, font équiangles & égaux,ils onr leurs cdrés homologues éraux, Car
30. puifque l'anglea= A, fi I'on place le triangle a4 c fur ABG,
de facon que le pointa tombe fur A, 8 le c6té ab furfon
homologue A B, ac tombera fur AC: & je dis encore que
les points & & ¢ tomberont fur B & C. Car autrement , ou bien
ils
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ils tomberoient tous les deux au-deflus d¢ B C , 'un en Hl'au- F IG.
tre en E : on bien tous les deux au-deflus, I'unen D lautre 30.
en G: on bien 'un {ur BC & l'autre hors de cette ligne
en Gou en E: ou bien enfin l'un en E au -deflus de B C
& lautre en D an-deflous, Or , dans tous cescas on contredi=
roit la fuppofition : d’abord dans les trois premiers,parce que les
denx triangles AB C, a6 ¢, feroient évidemment inégaux ; &
dans le quatriéme, parce quils ne feroient pas équiangless
puifqu'on auroit langle ac b= A E D, & que celui-ci étant
echr:cur dans le triangle F E C, feroit plus grand que I'angle

o quf eft un des intérieurs opnoﬁis Donc , &ec.

90. Cororr. I. La diagonale A B parrage donc le parallglogram-
me en deux triangles egmang!'f: & égaux. Puilgque les deux trian-
gls ABC, ABD, outre le cété commun A B, ont encote
BC=DA, BD=AC (88). D'ou il fuit gue le parallé=
_-"c‘gr.m’mr: eff dowble du triangle de méme bafe & de méme hauseur,

gt. L1. 87 ausx extrémités de deux lignes égales D A , B C/abou-
tifent deux aurres lignes érales DB, A C, le guadrilarere ainfe
farmé fera un parallélogramme. Car tirant la ligne A B, les trian-
gles DAB;, BAC feront égaux en tout {89 ). Donc l'an-
ge BAD=ABC , ce qui fuppole B C paralicle 3 D A
(38) ¢ de plus Ia ntflc ABD =BAC ; & partant ( 38)
D B eft paraliélg 2 A C.

92.0n déduira de 1i une nouvelle méthode de tirer , par
un point donné N , une parallcle a la ligne A B. Car fi d'un
point quelconque € de cette ligne , on décrit un arc de cercle
qui la coupe en D: quavec la méme ouverture de comipas on dé-
crive dupoint N larc gp: & qu'enfuite du point D, avec
une ouverture de compas égale a CN, on décrive I'arc S Rz
linterfeétion O de ces deux arcs fera un nouvean pointdela
ligne cherchée. Puifque par la conftruétion O D=NC &
NO=CD; donc(o1) NO & CD lont parall¢les,

93. TutorisMme LIL 5¢deus viiangles ABC,abc,ontun 29,
augle ézal , renfermé cntre des cdids égans 5 ils fone éqaisngles &
fgans,

Dd
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Dewm. Silangle A=a, enlespofant I'un fur Vautre, les
cotésab, ac pourront tomber fur A B & A C: d'ailleurs puif-
que AB=ab & AC=uac,le point b tombera fur B & ¢
fut C. Donc b¢ quijoint les points b & ¢ {e confondra avec
B Cqui joint les mémes points. Les deux triangles feront
donc égaux en tout.

94.C o R O L L. §i deux droites A C , D B, abouriffent aus sxaré-
mités de deux paralléles ézales DA, B C , elles feront ellesmi
mes égales & paralléler. Cartirant la droite A B, les triangles
ABD; BAC, feront équiangles & égaux (93 ) ;5 puifque
outre le cété commun BA, & BC=D A (hyp. ), langle
ABC=BAD, fonalterne-intetne. Donc {89 ) le cot¢ DB
=AC : & de plus l'angle DBA=B A C; ce qui {ufit
( 38) pour que les lignes D B, A C, foient parallcles; & que
la figure D A C B foit un paraliclogramme ( 85 ).

os. Tuétorime IV. Desparaliclogrammes AC ,BF, qui
ont unebafe commune BC, & qui fomi venfermés entre les mée
mes paralléles BC, AF, (ont égaux.

Dem.AD=BC=EF (85); donc ajoutant DE aux
lignes EF & AD, ona AE=DF ; Or, AB=DC,
& en outre (38) l'angle BAE=C.D-E. Donc le triangle
BAE=CDF (93); & partoniéquent ce quils n'ont pas
de commun eft égal de part & d’autre , ou bien le quadrilatére
ABGD=GCFE. Etfi & chacun dn ajoute le triangle
BGC, les fommes feront encore ¢gales. Or , ces fommes
donnent d'un co6té le parall¢logramme A C, & de lautre le
parallclogramme BF. Donc AC=BT"

96.C or o i1l [uit de [& que deax parallélogrammes AC, EG,
renfermés entre deux paralleles AH, B G, fonr ézans entr'ens
$ils ont des bafes égales B C,FG, guofg:&’eﬂe: ne foient pas com=
munes, Car {i on joint les points B & E , C & H, le quadti-
latére B H fera un parallélogramme (94 ) qui aura la bafe BC
commune avec AC , & la bafe EH commune avec EG,
Donc (95) BH=AC=EG.

o7. TutorEwmeV. Deux rriangles A B C,D B C, fon dgaux,
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flus wne bafe commune B C, ' F1G.

Dewm. Du point Btrirez BE parallcle2 A C, & du point g5,
Ctirez C F paralléle 3B D (92). Les quadrilatéres EC,F B
feront des parallélogrammes égaux ( 85 & o5 ). Donc les trian.
gles ABC, D B C, quien font les moiti¢s ( 90 ), {eront égaux-

98. TutoreMe VI Deux triangles EGB,F HC, qu
ant des bafes égales BG, CH , & qui fone renfermés entre les
mémes paralléles EF , G H , fonr égaux entr’enx.

Dewn. Car fion tire BA parallélea E G & C D paralléle
aFH, les parallélogrammes A G, DH {eront égaux ( 96 );

& par conféquent les triangles EGB , FH C, feront égaux
aufli (90 ).

99. Tuéorime VIL 5i denx eriangles éganx AB C, D B C, 36.
ot une bafe commune B C, & leurs fommers A & D du méme
cité de cetee bafe ,ils fone entre deux parvalléles AD,BC.

Den. Car fi AD n'éroit pas paralléle 3B C, fuppolons
que ce fut A I, & nous aurions (97) le triangle AB C=BCF.
Or, (hyp.) AB C = D B C;donc nous autions D BC=BCF,
ceft-a dire , la partie égale au tout , ce qui eit ablurde.

100, TutorE meVIIL 8i deax triangles égaux A B C» 37
DEF, oneleurs bafes égalgs B C , EF, fur la méme ligne B E,

@ leurs fommers A & D du méme cdré de cerre ligne, ils ferone
entre diux payalleles AD ,BF.

D e u. Car fi toute autre ligne paffant parle point A , par
ex. A H, étoit paralléle 3 BF, on auroit ( 98) le triangle
HEF=ABC. Or, (hyp.) ABC=DEF. Donc DEF
=HEF, ce qui eft abfurde.

1or. Tuétoriue I1X. Deuxeriangles ABC, ACD, (2 .38
par confequens deux pavallélogranimes ) qui ons méme heuseur o fons
entr'eux comme lewrs bafes BC, CD.

Dewm. 1° Si les bafes BC, CD , font commenfurables,,
fuppofés qu’elles foient divifies en parties égales aux points
H,E,F,G; &que dupoint A, on tire les droites AG ,
AF, &c. Tous les triangles ABG , AGF, &c. font égaux
(98 ) : de plus il s’en trouve autant dans A B C.quon a pris

Dd ij
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F1G. de parties égales dans B C, & autant dansACD qmlva

de ces parties dans CD. Donc ABC:ACD ::BC:CD,
2°. Si l'onn’avoit pas la méme proportion , en fuppofant
39840que les bales BC , C D, fuffent incommenfurables , on autoit
donc ABC:ACD >ou <<BC:CD : ou bien prenant
CG>CB( fig-395) & <CB( jiz.40) on auroit ABC:
ACD :: CG:CD. Or, cette proportion eft impoffible. Cat
{uppolons d'abord que ED eft une aliquote exacte de’C D&
plus petite que B G : eufuite que BE foitce qu'il faut ajou-
terd BC (fig. 39) ou retrancherde B C ( fig. 4¢) afin que
ED la mefure exaltement:. Alorson a BF < ED(*). Ors
(hyp.) ED<BG, donc BF <B G; & par conléquent le
point ¥ tombera entre G & B.

Cela polé, puifque F Ceft fuppofée commenfurable avec
C D, on aura par la premiére partie de la démonftration A F C;
ACD=FC ; CD, tandis que (hyp.) ABG : ACD
=GC +CD: Or; ( fle.20)GC:CD>FC : ChH &
(fi2.'40) GC: CD <FC:CD. Donc ABC:ACD>
AFC:ACD (fg.39) & ABC:ACD<AFC:4ACD
( fig. 40). Et par conféquenr ABC>AFC (fg. 39) &
ABC < AF C (fig.40); cequi eft ablurde.

CHAPITRE Vil

Des lignes proportionrelles.
102. Tuio-
41, r!.i:._wvl I dans un triangle gu’fc':“g:s” A CE ,les deng cires

AC, AE, font conpés par une lignz B D paralléle an troifitme |

{ *) Quand une ligne ne peur pas érre mefurée par une certaine unité , elle

contient ua nombre de fois jufte unicé , plus une paciie de cette unité. Onla

mefurera donc en Jui ajoutant la partie de Punié qui lui manque , ouen lui te-
rranchane celle quielle a de trop. Et comme on peut preadre pouar unicé ume
quanrité décerminée auffi petite quon veudra , poutva quielle foiv de méme ef-
pece que celle qu'on melure s il s'enfuic que pour rendre commenturables deut

quantités incommenfurables , il {‘u'ﬁ- d'ajouter 4 une d'ciles o d'enn retrancher, uge

. Lo
""1_.15 I’ll}S pet JLL ﬂ I8 LOUS (]T
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ils le fon: en parties. proportionnelles , ou bienona, AB:BCF1G,
2:AD:DE; & réciproguement.

D ewm. 1° Tirant les lignes BE , D C, le triangle B D C 41..
=BDE (97) 5 & lona par cnuf\.qdem ABD :BDE
*2ABD:BDE. Or, (101) ABD:BDC::AB:BC;&
ABD:BDE ;2AD:DE, Donc AB:BC:2AD:DE.»

2°. 82 une ligne{B D coupe les dewx cires A C, AE , duntrians

gleen pareies proporeionnelles , ou bien il'ona AB:BC (I AD:
DE, e dis gue ceree ligne fera par ‘allile aw troifieme ciré G E.
Car(ro1) ABD:BDC ;: AB:BC ; & ABD:BDE ::
AD:DE.Denc ABD:BDC:: ABD.BDE; & parcon-
{équent (41z. 205) BD C =3B D E:dailleurs ces uriangles ont,
par la confiruction , une bale commune B D & leurs {fommets
du méme coté de cetce bafe. Donc (99 ) ils font entre deux
paraliles BD , CE.

103. Cororr. On conclura deld que fi Pon partage les deux cosés
dun striangle par plufieurs lignes BD , F G, paraliéles au tyoi- 42
f me , tous les fegmenis corvefpondants feront ﬂmpar:mmw;: entreas

O proporsionnels a ces cdiés. Car aliernando , on a, d'aprés le théo-
réme préecedent,AB:AD ;I BF : DG. Donc Componendn & alter-
nando, AB--BF :AD+DG;:BF: D@ Or, AB+4+BF,
onAF:AD+DG,onAG:FC:GE.Donc FC;GE
**BF:DG::AB:AD ;: AC({omme des antécédents ) ;

A E (fomme des conféquents ).

Ainft toutes les fois que deux lignes qui font un angle com-
me A C, AE, font coupées par des parallélesBD , F G ,CE,;

&c. elles le font en pa
ment, {t les fegments des lignes coupées font proportionnels,
les lignes' qui les forment font paralléles. Et fi au lieu de denx

ies proportionnelles 5 & réciproque-

lignes concurrentes on en prenoit un nombre quelconque , qui

aboutiffant au méme point A fuflent coupées par des paralleles 43¢
BG, 6g, clles le feroient en parties proportionnelles en-
trelles & aux lignes entieres. Car on auroit Ab: 6B [ Ac:
cCiliAd:dD , &c,oun bien Ab-++Bb:Ac~~Cec :54B:
gl 80,

104. Restanquss. 1°. Si dans un triangle A Ik on tire des 44
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FIG.panallclesDd, Ee, Ff, Gg, &c. également diftantes en-
tr'elles , les fegments qu'elles intercepteront fur un coté ; fa-
#4. voir ,de, ef, fg,gh, feront égaux entr'eux; ainfi que les
fegmentsDE ,EF,F G, G H, qui feront formés {ur L'autre,
Car abaiffant du pointd la perpendiculaire dp & du point ¢
Ia perpendiculaire ep , on a dp==ep ; puifque les paralicles
Dd,Ee, F f font également diftantes. Donc les triangies
dep, efp , outre quilsfont équiangles ont un coté égals
& par conféquent les deux autres c¢6tés le font aufli. Done
de—ef=fg=ygh Or,lesfegments DE, EF,F G,GH,
font proportionnels & cenx-1d. Ils font donc égaux entreux.
2° Si des points D, E , F , G, on tire les droites D L, EM,
FN, GO parallcles 4 Ak, les quadrilatéres De ,Ef, Fg,
&ec. feront des parallélogrammes (88) , & 'on auraDd=Le,
Ee=Mf,Ff=Ng.DoncLE,MF, NG, OH, feront
les différences refpectives de ces paralléles. Or , ces différences
font égales; puilque les triangles D L E,E M F,&c. étant égaux
en tout (93) , donnent LE =MF =N G, &c. Donc Si dans
un triangle on tire des lignes paralléles a un cdré , également diffan-
zes entr’elles , & prolongées jufquw aux deux autres, elles formerons
une progreffion Arithmérique, '
g. tog.TuEorkmel L Lesriangles équiangles AB C,BDE,
one leurs cdtés homologues proportionnels.
Dewu. Pofés le coté BD fur I'alignement de A B: les deux
triangles étant tournés du méme c6té de A D, prolongés DE
& AC, julqua ce qu'ils fe rencontrenten F 5 & alors puifque
{ hyp.) l'angle DB E = A, les droites BE , A F, feront pa-
rall¢les. Donc angle BE D =F;o0r, BE D= A C B (hyp.);
donc F=A CB, & partant la ligne F E fera paralléle 3C B,
ou bien (\85 ) B E F C fera un parallélogramme. On aura donc
par rapport aux paralltles AF , BE(103); AB:BD :{FE
ou CB;E D; & par rapport aux parallcles CB, DF; AB:
BD::AC:CFouBE;&parconiéquent AB:BD ;:CB:
ED::AC:BE.
106. Cororr. I fuit dela que ff ensre dews lignes qui fong un angle




DE MATHEMATIQUES. 213
AB, AC on tive des paralléles D d , E e, F f, &reielles feront F1G,

propor tionnelles aux parsies AD , AE , AF, &c. Quelles coupent 44. |
dans les deausx lignes AB, A C. Car lestrianglesADd, AEe,

AFf, font équiangless donc AD: AE [ Ad: Ae ::Dd:
Ee:de méme, AE:AF i Ae:Af::Ee:Ff

107. TuéoRrEmE TI1. Touse ligne A D qui divife unan- 46s
gle A d’an wiangle B A C en deux parties égales s coupe le ciré
oppofé B C en partzes preportionnelles anx crés adjacents.

D & m. Prolongésle c6té A C vers E , & du point B tirés B E
paralléle 3 A D:je dis quonaura, BD: BA ;: DC: AC. Car
le triangle A B E eft yzocelle , puifque 'angle BEA=D AC
fon_correfpondant. Or, (hyp.)l'angle DAC=DAB, &
langle DAB = ABE fon alterne-interne. Donc BE A
=ABE; & par conféquent (8r)B A=EA. Or,(103)
BD:EA::DC:AC.Donc BD:BA::DC: AC.

108. PrRoBL & ME L Divifer une droite donnée A B , en trois g,
parties qui foient entr’elles dans le rappore de trois nombres commen=
Jurables quelconques , par exemple , 2, 3, 5.

Sor. Par le point A tirés la ligne indéfinie A X, qui fafle
un angle avec A B : & puifque la fomme des trois nombres
donnés eft 10, avec une méme ouverture de compas, prenez
en partant du point A , dix parties égales fur A X : de l'ex-
témité C de la dixiéme partie , tir¢s au point B la droite C B¢
de l'extrémité D du fegment A D, quicontient deux de ces
patties égales , tirés D G parallclea B C: de l'extrémite du
fegment D E , qui en contient trois, tirés E H paralléle 3 B C,
Jedis que AG:GH:HB !2:3:5. Car (103) AG: GH:
HB!:AD:DE:EC, Or, parla conftrution, AD:DE3;
B ia: 2. 0 Dope AGGHH B Y 2.3 18,

109. C'eft par ce méme moyen que 'on peut divifer une
ligne quelconque A B en un certain nombre de parties égales ; 48.
maisil eft plus court de procéder ainfi. Sur I'extrémité A tirés
laligne indéfinie A P 3 & par extrémité B, tirés la ligne B M
paralléele 2 AP: fi vous voulez divifer A B en fix parties éga-~
les,prencz fur A P cing parties égales quelconques en partans




214 ELFMEN'S

F1G. de Ai prenez aufli cing parties {ur B M égales aux procéden-
48. tes, & qui commencent en B ; alors les lignes M P, MP, fe

49-

ront paralleles (04); & puifque BM=MM , BN=N N:
de ‘méme , puilgue AP=PP, AN=NN; & partant A B
elt divifée aux points N, N, &c.en fix parties égales.

110. Propt vz LL Tronver une quarriéme proportionnelle
a rrois lignes downées A, B, C,

So k. -Ayant tir¢ deux lignes indéfinies AX, AZ, quife
rencontrent au point A, prenez fur AZ la partie AG égale
2 A & la partie AE égale & B: prenez fur A X, la partie AH
¢gale 4 C: joignez les points G & H, & tirés par E la ligne
E F paraliele 3 G H ; je dis que A F fera la quatrieme propor-
tionnelle cherchéespuifque lona (103) AG: AE ( AH: AR

Corror. On dédufrade lda un moyen d&avoir une troifiéme
preporeionnelle a deux lignes données. Car fi dans I'exemple pre-
cédent on fuppole B=C,on a AE =AH, &la proportion
devient:> AG:AE:AF,

CHAPRI.TRE X

De quelgues notions générales (ur la fimilitude des figu
res 3 & de leur application aux triangles.

111, Dérr-

NITION. D EUX fzures, ou bien, en général , dewx portions
&érendue quelconques , fons femblables | lorfqu’elles we different en-
w'elles que par leur grandeur. Ainfi' tous les points, toutes les
lignes , tous'les’ angles, en un mot toutes les parties‘quelcon-
ques qui {e trouvent dans l'une des fignres femblables doivent
{e trouver dans I'autre ; car fi cela n’éroit pas ainfi on pour-
roit, par cette feule différence & fans reconrir a l'incgalie
de grandeur , diftinguer ‘une figure de l'autre ; & des lors elles
ne feroient plus femblables (les lignes ou les parties quelcon
ques de ces figures , qui gardent entr’elles les mémes rapports
de
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de grandeur & de ficuation, feront appellées Homologues ).

112. Cororr. On conclura de la définition dela fimi-
litnde , 1°. que deux lignes droites fone teujours [emblables. Car le
nombre , & la fitnation refpeétive des paties étant les mémes
dans chacune , elles ne peuvent difiérer que par leur grandeur.
Et par lesraifons contraires , deax lignes courbes ne font pas tou=
jours femblables,

113. 2°. Que les arcs qui contiennent le méme nombre de degrés §
Jont femblables. Car s'ils appartiennent au méme cercle , comme
AB, BD, ils nadmettent pas méme la différence de gran-
deur ; bien qu'elle ne détrnife pas la fimilitude ( rr1). Ils
font donc alors non-feulement femblables , mais encore iden=
tigues. S'ils appartiennent & des eercles différents , comme AD,
EF, qui font fuppofés concentriques ; ils font chacun en méme
naifon avec leurs circonférences: & de plus , tous les autres
rapports , {oit de grandeur , foit de fitnation , qui f{e trouvent
entre les parties de AD , fe retrouvent les mémes entre les
parties homologues de E F. Ces deux arcs font donc fembla-
bles; & l'on voit par les raifons contraires , gue cenx qui ne
comizinent pas le méme nombre de degrés | fonr diffemblables.

114. 3° Que dewx angles ne peuvens éire femblables | qu’antane
qwils fonz éganx, Car dans deux anglesinégaux ACB,ACD,
le coté AC n'eft pas fitué par rapport 3 BC dans T'un ,
ainfi que le méme A C l'eft par rapportd CD dans [autre :
de plus,les arcs A B, A D, qui les mefurent, ne fauroient érre en
méme railon avec la circonfiérence ; & par conféquent fes an-
gles inegaux peuvent éere diftingues I'un de autre, fans re-
courit 3 leur grandeur; ou bien ( 1x1)ils ne font jamais fem=
blables. Ce qui prouve que dans deux fizures reclilignes fembla-
Webles ABD EF G, abdefg, les angles formés par les lignes ho-
mologues , favoir , A& a, B&'b, D& d, ABG, abg, &c:

ot rowiours égaus,
115, Il fuic de 13 que dans ces mémes figures Ies cétés homologues

Jont propertionnels entr’eax ¢ proportionnels aux contours enmtiers,

CGar fi I'on applique I'angle 4 fur fon ¢gat A, que le c61éad

tombant fur AB devienne AR & queagfoit AS , alorss g
ke

FiG-

5

b1 E
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g1G.le confondra avec RS , & l'on aura Vangle AR S=abyg

§1. = A B G. Donc S R & B G feront paralleles (38 ) 5 & par con-
féquent (103 ) AB: ARouab i AG:ASouag. Silon ap-
plique enfuite angle 4 fur B, & qu’on joigne d, @, ainfi que
D, A; les droites da, D A, {eront paralléles (*); & lon
awra BA:ba ;1B D: & d: une pareille fuperpofition de l'angle
d {ur D donneroit, BD : 6d ;! DE :de. Donc GA:ga ;! AB:
abiBD:bdIDE:del], &c. Or, ( 4lg. 231 ) AB+
BD4+DE +8&c.:abbd4-de-<8c.22 AB:ab :BD
:bd. Donc les contours font proportionnels aux c6tés homo-
logues. Et comme la {eule chole qui peut troubler la fimilitu-
de dans deux polygones de la méme efpece, celt ou leuss
angles ou leurs cotés , on en conclura gue cerse fimilirade awra
oujours liew dans ces fortes de figures , lovfque les angles fevons

zaux & les corés homologues progortionnels,

116. TutorEme L Les sriangles éguiangles fons uéceffaires
ment femblables,

D & . Ces fortes de triangles ont leurs cdtés homologues
proportionnels ( 105 ) ; donc ils font femblables (115 ).

1i17. Tutortme 11 Les triangles qui ont leurs cdtés hos
molognes on paralléles ou perpendiculaires , font femblables.

D & m. Siles triangles AB G , aé ¢ ; ont leurs cotés homo-
logues ou paralléles ou perpendiculaires , les angles A, 45 B,
b; C,c, font égaux ( §o); donc les triangles iont équian-
gles & par conféquent femblables.

118. Tuborzme 1L Lessriangles ABC, abc, quiom
les cbiés homologues proportionnels , fonr équiangles 5 & par confé=
quent femblables.

D ewu. Sur AB prenez AD =ab , & du point D tirez DE
parallcle & B C. Les triangles A D.E , A B G, font équiangles.

L AC:AE
Donconﬂ(mS)AB:AD“{BC:DE

tandis’que (hyp.) AB:iab i: AC:ac
BC:b¢c

{ * ) Onn'a pas wacé ces lignes dans la figure pour éviter la confufion.
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Or, ici toutes lesraifons font égales haut & bas , puilque FIG.
(Conftr. ) AD=ab. Donc AC: AE {{ AC:ac, ou bien 53+
(dlg.205) AE=ac: deméme BC: DE{{BC:bc, ou
bien D E =& ¢, & par conféquent le triangle abceft égal en

"tout 3 ADE (89); lequel ¢tant équiangle & femblable 2
ABC, l'autre le {era auffi.

119. Corovrz. Il fuffit donc p.:mr déterminer la fimilicnde de
dui rriangles de favoir ou que lenrs cotés homolognes font propor
tionnels , ouw que les angles oppofés a ces ciés font egaus

120, Tuttor & Me LV, SZ deus triangles ABC ,abc ,ont
deux angles ézans A& a, & les cérés antour de ces angles pro=
poreionnels o ils font femblables,

Dem. Dans AB prenez A D ==ab, & du point D menez
DE parallele 3 B C; ce qui donnera(102)AB:AD ouab
:tAC:AE. Or, (hyp.) AB:4b ::AC:ac. Donc AE
=ac; & parconféquent (93 ) le uiangle aéc et égal en
toutd A D E; & puilque ( 117) celui-cieft femblable A1ABC,
Yautre le fera auffi. :

121. Cororr. Il fuit de ld que ff deur lignes AB, AC, 44.
qui font un angle en A, fone coupées en parsies proportionnelles par
dewx autres Lignes D d, B e, celles-ci font paralléles. Car (hyp.)
DE:AD ::de:Ad, donc Componendo , AE: AD s Ae:
Ad; 8 lestriangles ADd, AE e, outre Vangle commun en
A, ont les cotés autour de cet angle proportionnels, Par confe-
quent ils font femblables , & leurs angles correfpondants ADd,
ARe,font égaux (114 ). Donc leslignesDd, Ee, font pa-
railéles.

122. Tutortme V. 8i di fommer de Pangle deir dun ¢4
triangle rectangle BAC, on abaiffe une perpendiculaive KD ur Uiry-
pothénufe (%), il fe formera deus trianglesCAD , ABD, fem-
blabler au grand C B A 5 & par conféquent [emblables enir’eus.

Dewu. Lestriangles CBA, CA D, ontun angle commun

(* ) On appelle Hyporhinufe le cOté oppofé 4 langle droit dans un triangle
sectangle.

Eel
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F1G.en C:& de plusun angle droit 'un enD, Tautre en A.lis
54

font donc équiangles & par conféquent femblables : il en eft de
méme des triangles CB A & A BD, qui, outre I'angle com-
munen B, ont chacun un angle droit, 'unen D , lautre en
A. Donc chaque petit triangle eft femblable au grand ; & par
conféquent ils font femblables entr’eux.

123, Corovrx I Laperpendicalaire AD , abaiffée du fom-
met de angle droit , ¢ft moyeune proporsionnelle entre les deux fig-
mens de Phyporhénafe. Car , (115) les triangles femblables ACD,
ABDdonnent,>:BD:AD:DC.

124. 1L Chague ceé du rriangle rectangle A B C eff moyen pro-
persionnel emre Uhypothénufe enricre & le fegment conziga. Car les
triangles femblables ABD, CA B donnent, = BD: AB;
B C; 8¢ les wiangles femblables CA D, CB A, donnent 35
G DA 0B

125. REmMarque Sile triangle ABC éroit fuppofé
yzocelle , & que A D fut une perpendiculaire abaifiée de fon
fommet {ur la bafe B C, elle la partagercit en deux parties
égales BD, C D; puifqu’alors les deux triangles ABD , ACD
étant égaux en tout (93 ), donneroient BD=C D.

CFH AR RE X

De quelques propriétés générales des poly gones.

126. L E S polygones fe divifent en réguliers & dreéguliers.
On appelle rézuliers , ceux qui ont tous les angles & tous les
cotés égaux; & drréguliers , cenx qui ont oudes angles ou

¢5. des cOtés inégaux. Ainfi le quadrilatére A B C D , dans le-

quel tous les angles font droits, & vous les cétés égaux eft
regulier , & on 'appelle en particulier Quarré. Si les quatre co-
tés ¢roient égaux, & les feuls angles oppolés inégaux , comme

A

§6. dans le quadiilatéze EF GH, le polygone irégulier feroit
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appellé Rhombe ; tandis quil feroit appellé Lozange, sil 'y F1G,
avoit que les cotés oppofés , & lesangles oppofés qui fuffent
égaux comme dans CD H G. Enfin fi dans un quadrilatére ir- §6.
régulier P QSR , il n'y a que deux cotés paralléles P Q; §7-
SR, il fera appellé Trapéze.

Onappelle encore polygone fymétrigue , celui dont les cotés
oppolés font égaux & paralléles. Ainfi le quarré eft régu-
lier & fymétrique a la fois, le parallélogramme eft irrégulier
& lymérrique.

Dans toute elpéce de polygone on appelle angles Saillants
ceux quiont la pointe tournée en dehors de la figure ; & an-
gles Remtrants , ceux dont la pointe eft tournée en dedans.

127. TuforEmELSidun angle quelcongue A , d'an poly-
gone ABC D, on zire des droites A C, A D , aux amres angles 5.
1°. Le polygone fera partagé en autant de sriangles qu’il a dz ciiés ,
moins deus. 2°. 8’2l w'a pas dangles ventrans , les angles de rous
ces sriangles vaudront en fomme les angles du polygone, ( il fuffit,
pour la démonftration , de voir la figure ).

128. TutorEme Ll Lafomme de rous les angles , dans un po=
lyzone qui wen a pas de vemtranss o eft 180°. muliipliés par le nom-
bre des cotés , moins deux.

D e . Car fi dans le polygone AB C DE , on méne de A les
droites A C, A D, aux autres angles, il fe formera autant de

riangles qu'il y a de c6tés’y moins deux ; & en outre , tous les
angles de ces triangles feront formés des angles du polygene.

Or, chaque triangle vaut 180° (76 ). Donc leur fomme vau-
dra 180°, multipliés par le nombre des cotés , moins deux.

120.Corox . I Appellant [, la fomme des angles d'un
polygone & # le nombre de fes cotés, on a donc = r8o¢
X#—2. Or, dans tout quadrilatére n—2=2 ; donc [
=180° X 2 = 360°. Dans le pentagone n—2 =3, donc f
=180° X 3 ==g§40°. Dans lexagone , n—2=4, donc [
=269, '&e.

130. IL Tous les angles érant ¢gaux dans le polygone ré-
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F1G. gulier, il s'enfluit que la valesr de chacun dans le quadrla-

§9-

: b A 60°
tcre régulier eft é_o—:goc:dans le pentagone = 108°
4.

20°
dans l'exagone Z"g_ ==a130° , &e

§40°
5

131. L1 1. Dans tour polygone qui n'a pas d'angles rentrants,

La fomme des [upplémens de tous fes angles eff 360°. Car chaque
angle faillant avec {on fupplément , vaut 180°, Donc appel-
lant # le nombre des c6tés , la fomme des angles & de leurs
fupplémens fera 180° X u; tandis que celle des angles feuls

v'eft que 180 X » — 2 ( 128 ). Souftrayant cette derniere fom-
me de la premicre , leur différedce , favoir, 360°; donnera
la fomme des fupplémens des angles faillants.

132. Tuforntme TIL 58 dans un polygone fjmrrrrque
ABDEFG, on joinr pardes lignes droftes les fommets des an-
glesoppefés AGE, BS T, D& G:1° I fe formera antant
de wriangles |, qu’il y aura de corés dans le polygone: 2®, Ceus qui
feront appuyés fur les cotés paralléles , feront égans.

D ewm. 1°. La premicre partie du Théoréme eft évidented
Tinfpeltion de la figure.

2°. Je dis que le triangle BD C=F G C. Car puifque le
pol} gone eft fymétrique , les cotés oppolés B D, GF, font
égaux : d'ailleurs 'angle BDC=FGC , & l'angle DBC

=CFG(38). Doncle triangle BDC=FGC(87). Et.

comme le méme raifonnement peut fe faire pour deux trian-
gles quelconques ainfi formés , il s'enfuit que ceux qui font
appuyés fur des coués paralléles, font éganx.

133. Cororr. Il fuit dela: 1% Que dans rome polygone [j-
mérrique les droices DG, BE, AE , tivées dun angle a lans
gleoppofé, [e coupene en parties ézales 3 & par conféquent au mé-
me point C, lequel eft appellé pour cette raifon le censre du
polyﬂone

134. 2°. Que toute aurre ligne , comme L 1, qui paffant par le
centre C , fe termine aux corés oppofts AG , D E , et partagée
également en C. Car les triangles ACL, EC/, {ont¢gaux en
tout (87 ). Donc LC=!C.
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135. 3% Que fi le polygone eft fymétrique & régulier, touses F1G,
les lignes AE , BF, DG, quijoignent lesangles oppoiés, §9e
font égales, ainfi que leurs moitiés CA,CB, CD, CE ,

&c. & partant les triangles CE D , C D B, &c. font yzocelles
& égaux en tout. Donc les perpendiculaires CP, C p , abaiffées
du fommer de ces eriangles fur lenrs bafes | fone égales. (*)

- 136. 4°. Que dans toue polygone [ymétrigue les angles oppofés
quelcongues A ¢ E fonr égaux. Car par rapport aux paralléles
AG,DE,on a l'angle GAE=A E D; & en vertu des pa=
ralltles AB, EF,onalangle EAB=AEF.Or, Fangle
A=GAE+EAB, & l'angle E=AE D~ A EF. Donc
A=E.

137. L'on conclura de 13 , que puifque un parall¢logramme
ADBC eft un polygone {ymétrique , les angles appoflés 3r.
A&B, D & C font ¢gaux ; ou bien que la fomme de deux
angles de fuite A - C, vaut celle des deux autres D <+ B.
Or, (128) tous ces angles valent en fomme 360°. Donc
A+C, on D~ B =180°; ceft-2-dire , que dans un parallés
ligramme les angles de [uise fonz fuppléments Pun de Pautre( 26).

138, Tui or &M e V. Touw po'yzone régulicr peus érre inf=
crit & circonferic a un cercles

Dzwm. 1°% Puifque les lignes ae,bf, dg, fe coupent au go.
point C en parties égales (132 ) il s'enfuit que fi du centre C
8 avec une de ces parties C a , on décrit une 'circonférence de
cercle , elle paflera par les fommets de tous les angles a, 6,4,

&c. du polygone ; le quel fera par conféquent inferit au cercle.

2°, Si du centre C on abaiffe fur les cotés du polygone
ABDEF G, des perpendiculaires , comme CP, Cp, elles
feront égales (134 ). Et par conféquent fi du point C, on dé~
crit un cercle avec une de ces perpendiculaires, ces lignes en
{eront les rayonss & les cotés du polygone étant perpendi-

{*) Css fotres de perpendiculaires font appellées les Aporhemes outles Rayons
drujzs du polygone ; & lesdroites €A , C By en font les rayons Obliquss.
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culaires i l'extrémité de cesrayons, feront des tangentes dece
méme cercle (58 ). Donc le polygone fera alors circonferit
au cercle. -

139. Corort. I Puifque tous les cbtés d'un polygone
régulier , inferit dans ce cercle , fous-tendent desarcs égaux,
on aura la valeur de chacun de ces arcs en divifant 360° par
le nombre des cétés du polygone. Ainfi le c6té du triangle
¢quilatéral fous-tend le tiers de la circonférence ou 120° ¢ le
coté du quarré fous-tend 9o° 5 & par conféquent pour inferire
le quarré, il fuffit de joindre les extrémités de deux diame=
tres perpendiculaires I'un a I'autre ; le c6té du pentagone re~
gulier fous-tend un arc de 72°. 22 : Le c6té de I'exagone, unare
de 6o°. &c.

140. 11. Sz dans un cercle Pan infirit un exagone reguliorab-
defg,un de fes cétés vandra le rayon du cercle. Car le triangle
Ced, eft yzocelle ( 134 ) : &de plus, langle en C vant 6o®
{139 ). Done chacun des autres angles en ¢ & end feraaufle
de 60° ; & par conféquent le triangle yzecelle Ced fera
équilatéral , ou bien le c6té Cd=C e , qui cft le rayon du
cercle circonferit.

141. L'on conclura de 13 que le périméere de Pexagone yés
galier efft au diaméwe du cercle circonferiz , comme 3 eff a1.0r,
la circonférence du cercle eft plus grande que le périméue dun
polygone infcrit. Donc la civconférence du cercle eff an diamétve ,
dans un vappore pius grand que celuz de 3 a 1.

142. REM AR quEe. Cette propriété de I'exagone régue
lier nous fuffit pour divifer en trois parties égales la circon-
férence enticre , fa moitié , fon quart , & tout autre arc qui
fera dans cette progreffion fou-double. Car portant fix fois
le rayon du cercle fur lacirconférence, on y inferit d'abord
I'exagone régulier, dont la moitié 2 bd e partage la demi-cit-
conférence en trois arcs égaux. Si I'on joint par des lignes
droites les points 4, d,f, on infcrit le triangle équilatéral
qui partage la circonférence enticre en trois parties égales.
$i du centre jc on abaiffe furles cétés de l'exagone des per-

pendiculaires
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pendiculaires C P ,Cp , &c. On partagera les arcs fous-tendus 1 &
endeux parties égales. Menant des droites par les points de di- &o.
vifionP, d , p , on infcrira undodécagone régulier; & par confé-
quent on divifera la circonférence enticre en douze arcs égaux ,
oubien le quart de cette circonférence en trois parties éga-

les. Par une méthode femblable on divileroit encore la hui—
tieme , la feizi¢me , la trente-deuxi¢me partie de la circonfé-
rence en trois arcs égaux ; mais la ligne droite & le cercle

ne pouvant f{uffire pour faire une pareille divifion d'un are
quelconque , on peut dire que le fameux probleme de la trifec-

sion de Pangle ne fauroit érre réfolu par la Géomérrie élémentairea

143. TuforEme V. En infirivant dans un cercle des po=
Iygones régaliers , done le nombre des cdiés croiffe toujours en pros
greffion double , on peut rendre la différence du cercle an polygone
plus petite que toute guantité affignable.

D e M. Pour que cette différence puiffe devenir plus petite
que toute quantité aflignable , il fufic qu'elle diminue plus
que de la moitié , chaque fois qu'on doublera le nombre des
cotés du polygone régulier infcrit. Or, cela arrivera nécel-
} fairement ainfi. Car i C T eft lerayon droit du polygone , ¢
prolongé jufqu'a la circonférence du cercle ; & que fur la
tangente au point T on prenne Q R=A B, le quadrilatére
ABRQ fera un parallélogramme (94 ) plus grand que le
fegment A T B S. Donc le triangle AT B , moitié de ce paral-
lélogramme (90 ) , fera plus grand que la moitié du fegment
ATBS. Or, en doublant le nombre des c6tes du polygone
infcrit on ote de ce fegment circwrlaire le triangle AT B ; donc
on le diminue de plus que de la moitié : & la méme chofe arri-
vant pour tous les fegments , qui , pris en {omme font la
différence du cercle au polygone , on en conclura que cette
dgfference pourra devenir plus petite que toute quantité af-
fignable.

144. Cororv. 1. Ee cercle eft donc la limite de laquelle Sap<
prochend soujours , fans jamais y aseindre , des poligomes végulicrs
inferits , doms le nembre des ¢éiés crois en progreffion double, Eg

Ff
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c'eft pour cette raifon quion pewr confidérer le cercle commeun
polygone régulier d'une infinité de cérés. Or , dans cette efpece
de poligone ; appellant fla {omme de tous les angles , on a
S=180° X (00 —2) , quirevient i cette expreflion f= 180
X 0. Donc chacun de ces angles fera —I-giouﬂ,oulﬂo'.

145, LL. Tous les cercles font donc des figures femblables (115 )
Ainfi leurs circonférences, leurs diametres , leurs rayons,
leurs arcs d'un méme nombre de degrés, &c. pouvant étre
regardés comme des lignes homologues de figures {embla-
bles , forment des quantités proportionnelles.

- ARSI BB AR

Dans lequel on expofe quelques propriétés du cercle &
des lignes droites qui sy rapportent.

146. Tofo- :
nime L E S ‘parties de deux cordes qui fe coupent dans

le cercle , fonr réciproguement proporsionnelles.

D ewm, Sipardes lignes droites on joint les pointsE&C,
H &1, le uiangle ECD fera {emblable au triangle HD I
pulique outre lesangles égaux en D, les angles E & H ont

la méme mefure , favoir 5 1GG1 (68 ).0n auradoncED:

PR : S DHR Y C g

147. Cororr. L Il fuit de 13 que fi une corde ('Ht'ﬂ
divifee également par une ausre E T, [a moitié fera moyenne pros
portionclle entre les deux fegmens ok parties de celle-ci. Car alors
DH=CD; & la proportion précédente devient 22 ED:
DH:DL Or, fi dun point quelconque de la circonférence
on tire une perpendiculaire fur un diamétre , comme R P fur
FG, elle fera la moitié de la"corde ‘RS(55)i & I
diamétre F G pourra étre regardé comme une aume cofds
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qui divife la premicre également au point P. Donc on aura FIG.
=FP:RP:PG. Celt-a-dire ; gu'une perpendiculaire abaiffée
de la circonférence du cevcle fur un de fes diaméres eft moyenne
proportionnelle entve les deux [egmens de ce diamerre,

148. Par cette Propriété on pews roujours trouver yne meycnne
froportionnelle entre deux lignes données A & B. Car fi I'on réu-
nit ces deux lignes en une feule , que je fuppole F G : que de
fon point du milien B , pris pour centre , on décrive une cir-
conférence avec la moiti¢ FB: & que dupointP , on fe
réuniffent A & B, on éleve julqua cette circonférence la per-
pendiculaire P R, elle fera la moyenne proportionnelle cher-
chée. Car == FP: PR :PG. Or, par la conftruttion , F?
=A,&PG=B.Donc:=A:PR :B.

149. Tuf orEME L1, Lescordes de deux arcs SER ,5fr,

62.

gui contiennent le méme nombre de degrds , font proportionnelles a ces
fres,

D e m. Siaprés avoir trouvé les centres B, b, de ces deux
arcs (63 ), on tire les rayons qui joignent leurs extrémités ,
Les triangles BSR, & s r, feront femblables ; puilque outre
les angles égaux en B & &, ils auront les cotés antour de ces
angles proportionnels (145). Donc SR :sr (1S B:#5 1 lacir
conférence décrite avec le rayon S R, eft a la circonférence
décrite avec le rayon sv .. commelarc S FR , partie de la
premicre , eft & T'arc s fr , parcie femblablede la {econde.

150. REM A R quE. 8% dans un méme cercle on prend des aves
indgaux , les cordes ne [eront pas proporedonnelles a ces ‘ares. Car i
lesarcs SE F, FGR, {ont égaux , I'arc S F R fera double de
chacun de ceux-la ; tandis que fa corde S R eft moins que dou-
blede SF oudeF R (6); ce quiprouve que dansle méme
cercle les cordes varient en plus petite raifon que les arcs. Et
ceit pourquoi la corde de 6o° ¢rant égale au rayon (140) ,
selle d'un arc double , c'eft-a dire , de 120°, eft moindre que
le diamérre,

i5t. TuforEme LIL 8ionmene dens rangentes T2, V 2 s
a4 diamisre F'G 5 & quwaprés Pavolr divife en unmombre impoly

Ffij
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. de pariies égales , on éleve par les poines de divifion P, P, &a
des cordes perpendiculaires D d ,Bb, Aa,Ee; je dis que de tout
les arcs intercepiés entre desx cordes woifines , des plus getins [e
trouveront entre celler, qui comme A a, Bb, [eront égalemen
éloigndes du centre C; & les plus grands o enere une mngeme T
ot Vu, & lacorde woifine Ddou E e
DEwm. 1° Les atcs BX A, b xa,{ont les plus petits. Cat
les cordes Aa, Bé, érant également éloignées du centre G,
font ¢gales ( §4 ) 5 & par conféquent l'atc BF b=AGa ;
dailleurs A X B=ax5 (§7); donc BF a=B G 4, oubien
chacun de ces arcs vaut la demi-circonférence ; & par con-
féquent Pangle infcrit BAz eft droit( 68) ;5 ou bienla corde
BAectl pcrnendlculalre furles deux parallcles Aa, Bb. Mais
les autres angles infcrits D B4, F D d, n'étant pas appuyés
fur une dem-crconfacncc ne peuvent point érre droits. Donc
B A eft la feulé 'corde perpendiculaire entre les paralléles
€galement clmgn..cs Aa, Bb, Dd, T:; & par coniéquent
eiic eft plus courte que toute autre corde BD , D F. Donc
Parc BX A, quelle fous-tend , eft plus petit que toutautre
arc renfermé entre deux de ces paralléles.
2°. L’arc DY F ou fon égal E Z G, eft le plus grandde
tous. Car langle F Dd eft plus petit que tout autre angle
inferit B, ou A ; puilqu’il eft appuyé fur un plus petit arc,
Donc DF eft la corde la plus oblique , & par conféquent la
plus longue qu’il y ait entre les paralléles Dd, Bé, Aa, &
onclarc D Y F qu'elle fous-tend , ou fon égal EZ G, eltle
plus grand de tous ceux qui font interceptés entre ces paralleles.
i52. Tubfornime IV, Si dans denx cercles concentriques
en rire deux paralléles AB , CD , Pare B C du grand cercle rens
* fermé entre ces paralléles. , fera d'un moindre pombre de degrés,
gue Larc b du petir cevcle , venfermé entre ces mémes paralleles,
D e m. Ayant joint lespoints A & C, rirés para la ligne

« ¢ paralléle 3 AC. L'angle B AC a pour mefure ;—‘BC,&

L I >
fon égal bae a pour mefure PR Donc il y a autant de
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degrés & de minutes dans iB C, que dans -E b e. Etpar con-F 1G.

6 L
féquentil y en a moins dans ‘:', BC, que dans i b ¢ ; ou dans *
BC,que dans e

153. Tukortme V.80 deux [fcantes partamt dun méme
poine extérieur S , wont e terminer a la partie concave de la cir- 66,
confévence ; elles feront véciproguement proportionnelles a leurs par-
sies extérienves you bienonauraSV:SR *:SP:S 0.

D e m. Sides points d'interfe€tion O & P on mene les cordes
OR,PV, onaura les triangles femblablesSPV, SOR;
parce que outre l'angle‘communen S, lesangleseaR & enV
font appuyés fur le méme arc OP.DonconaSV:SR::SP:
§O.

154. Cororr. I. Sila fécante S R tournant fur le point S s'éloig-
ne du centre, les points d’interfeétion P & R s'approcheront de
plus en plus ; de fagon qu'ils fe réduiront au feul point T,
lorfque la fécante s'évanouiflant deviendraila tangente S T.
On aura donc alors, SP=8 R=ST. Et la proportion ci-de{~
fus deviendra == SV : §T: § O. D'ou 'on déduit, que fi la tan-
gente & la fécanse partent d'un méme point hors du cercle,celle-la fera
moyenne praportionnelle entre la [écanre entiére ¢ (a partie extévienyes

155. Cororr. IL Si avec le coté C B d’an triangle quelcon-
que A C B, pris pour rayon, on décrit une circonférence de Cer- (262,

s : ALt . s : 7

cle: qu'on prolonge le c6té A C jufqu'en D: & file triangle eft
obtufangle ( fiz. 68.) qu'on prolonge le c6té A B jufqu'en F , on
aura dans tousles cas,AB:AD:: AE:AF.Or, AD=AC+
CB,AE=AC~CB; & i CP eft une perpendiculaire abaiffée
delangle C fur le cote oppofé AB, onaura AF =AP —
PB (fg. 67.) ,&AF=AP~+PB(fig. 68, ). D'oi l'on
pourta conclurre : gue dans un sriangle quelcongue uncdté (A B )
gl ala fomme des deux autres ( A C =~ C B) , comme lewr difference
(AC— CB)ef aladifference ou ala fomme des fegments (A P ==
P B), formés fur ce céié on [ur fon prolongement , par la perpendicu~
laire abaiffée de Langle oppofé (4 ladifiérence , fi cette perpendicy.
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F1G, laire tombe en dedans du triangle ( fig. 67. )5 & a 1a fomme fi

cette perpendiculaire tombe en dehors ( fig. 68)).

156. PRoBL EME L Parsager une droise donnée A B en moyena
ne ¢ extréme vaifon, *

Sor. Surlextrémité A élevés la perpendiculaire AC, qui
foit égale 3 ~ AB : du point C, avec le rayon C A, décrivez
la cireonférence A E F : & ayant joint les points C & B, pro-
Iongés B C, julqu’en F: prenez enfin f{ur A B la partic B D=
BE ;jedis que la ligne AB fera divilce en moyenne & extré-
me raifon au peint D , ceft-i-dire , que l'on aura =B A:BD:
AD., /

Dewm. 1° Par la conftrution BD =B E&FE = AB ,
puifque la ligne donnée A B, ainfi que le diamctre F E, font
chacun doubles de C A,

2°. Par ce que nous avons vu ailleurs (1§4) BF :BA ;! BA:
BD. DoncBF—BA:BA—BD :BA:BD. Or, BF~—
BEA=BEouBD ; BA—BD=AD ; donc BD:AD;:
BA:BD,oubien=2BA:BD:AD. >

157. Pro s & mE 1L Conflraive an triangle yzocelle done cha-
que angle a la bafe , foir double de celui du fommet.

S o L. Suppofés la ligne A B divifée au point D en moyenne
& extréme raifon : de ce point & avec le plus grand fegment
A D decrivez un arc de cercle : du point B & d’un rayon BC ==
A D, décrivez du méme c6té un arc qui coupera le premier en
C : joignez les points A , B, C , & vous aurez le triangle cher-
ché. Car (conftr. )D A=D C=BC. Donc le triangle ADC
eft yzocelle ; & de plus langle extérienr BDC=A-
ACD, ou bien BDC==2A. Or(120) le triangle BDC
eft femblable au triangle B C A ( puifque Pangle B eft
commun , & qu'ayant (hyp.) BD : DA (i DA : BA,
on awra BD:BC::BC:BA). Donc le triangle BDC

F Une quantité eft partapée oo mayenne & extrémeraifon , lotlqwonla divife
en deux panies, dont la plus grande et moyenne proportionnelle aquie la plus
petite & la quantité enticre.
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&ant yzocelle ( conftr. ) B C A le fera auffi 5 & chaque angle 3 F1G.
la bafe du premier 5 favoir , B on B D C valant 2 A'; chaque 70.
angle i la bafe dufecond 5 favoir, BouC, vaudra aufliz A ,
ceft-i-dire , qu'ils feront ¢hacun doubles de celui du fommet.

158. Pros L& sme LI Inferive un décagone régulier dans un
cercle.

§ o r. Conftruifez furle rayon B A- de ce cercle un triangle »y,
yzocelle A B C, qui ait chaque angle & la bafe double de celui
du fommet ( 156) : portés dix fois la bafe B C de ce triangle fur
la circonférence du cercle, & vous aurez le décagone inferit,

Car alors A ='.§ 180° , tandis que B , ainfi que C =; 180°.

Donc A =36°. c’eft-a-dire , que B Ceft la corde d'un arc de
36°. ou le coté du décagone.

159. Co R oL L. Ondéduiradela un moyen d'inferire dans be
tercle un pensagone régalier. Car fi on joint par une ligne
droite CE , les extrémités E & C de deux cotés contigus
dudécagone , cette droite fous-tendra un arc de 72°, & fera
par conféquent le' c6té du pentagone régulier infcric C E-
FGH.

16o. Remarqu es. Il faut oblerver1°. Que le pentagone
G le triangle équilareral [uffifent pour inferive dans le cercle le
quindécagone régulier. Car 'arc BH D fous - tendu par un céte 72«

: P I . !
du triangle équilatéral , vautg ou ;}-de la circonférence ;
tandis que l'arc B HG fous - tendu par les deux c¢o6tés du

2 6 : , >
pentagone vaut ;‘3“ l-;dc la circonférence. Donc larc D G

I 3 A = . ’
vaudra _5 , ceft-a-dire , que {a corde fera le c6té du quindé-
1

cagone.

2°. Qu'on peus divifer géometriguement la circonférence du
cercle de rrois en trois degrér. Car en doublant le nombre
des cotés ( 138 ) on peut avec le quindécagone infcrire un po-
ligone régulier de rzo cotés ; & alors chacun fous-tendra des

Nl e
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F1G. arcs de trois degtés. On le peut encore en infcrivant dans le
méme cercle un polygone de 20 cotés & un autre de 24,
qui ayent le fommet d’'un angle au méme point B. Carfi BD
étoit le c6té du premier , & B H celui du fecond , 'arc BHD
feroit de 18° , & I'arc BH de 15°. Donc leur différence DH
feroit de 3° , & la corde de cet arc , portéefur la circonférence ,
la diviferoit en 120 arcs de trois degrés chacun,

73‘

SECTION
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SECTLON -SECONDE.
Des Surfaces.

CHAPITRE PREMIER,
Des rapports & de la mefure des [urfaces planes.

160. N O U S avons dit plus haut (2 ) que I'étendue con_F1G.
fidérée avec deux dimenfions feulement, eft ce qu'on défigne
en Géométrie parle mot de furface ; & qualors une de ces die
¥ menfions eft appellée {a longuenr , & Vautre fu largeur.

Les {urfaces font planes ou conrbes, On appelle Planes , celles
fur lefquelles une ligne droite peut sappliquer en tout fens en fe
confondant avec elles ; 8 courbes , celles ou 'on ne peut poing
faire une femblable application.

261. Melurer une quantité c'eft determiner combien de fois
elle en'contient une autre , qui pour cette raifon eft appellée fa
mefure ou fon unité. Cette nnité doit érre de la méme efpéce
que la quantité mefurée, puifqu'entre des quantitcs héteroge=
nés , on ne peut concevoir aucun rapport de grandeur. Ainfi
une furface ne {auroit étre melurée que par une furface, Mai$
comme parmi les différentes efpéces de figures qui pourroient

fervir & cet objer , la plus propre eft celle qui a {es angles droits
& fa hauteur égale i {a bale, on a pris le quarré de préférence 3
toute autre figure,pour mefurerles furfaces.C'elt pourquoi gaarrer
une furface ne défigne antre chofe que la mefurers ou bien de~
terminer combien de fois elle contient un quarr¢ d’'une grand eur
donnée , lequel eflt appellé pied quarré , toife guarrée , 8co
fuivant que la longuenar d’un de fes cotés eft d'un pied courans ,
dune soife conranse , 8,
Cg




232 ELEMENS

FIG, 162. Tukortme L Les furfaces de dens triangles (& gar

73-

74

confequent celles de deux parallélogrammer ) qui ont des bafes égge
les | fone entr’elles commes leurs hautenrs.

D & m. Soient les deux triangles AB C , DEF, dont
lesbafes BC, EF, font égales, &les hautewrs AH,DD>
in¢gales: 0itCG =BH&FK=EL Alors onauraGH=
K1, 8 comme ceslignes peuvent étre prifes pour les hauteurs
des triangles A G H,DKI,onaura(101), AGH:DKI:;
AH:DIL Or(9o8), AGH=ABC, &DKI=DEF ;
donc ABC:DEF::AH:DL

163. Tuforime LI Silesbafes de deus parallélogrammes
S & [ fontentr'elles comme les nombres B, b leurs hauteurs comme
les nombresH o b 5 & que les unes & les amtres varient a la foits
onaura, S: B x H:b X A

D & u. Siles bafes {eules étoient différentes , on auroit(1o1)
S:f::B:b; & fi c’éroit les hauteurs, il viendroit (162)° 4
S:f:: H: b Donc ( 4lg. 216 & 237 ) les unes & les autres va-
rianca lafois , on aura,S:f::B xH:é X &

164. Co r o L. Il fuit de 1 que fi le parallélogtamme feft un
quarté , 8 qu'on le prenne pour unité de furface ; tandis que fa
bafe ou fa hauteur fervent d'unité¢ de longueur , pour mefurer
la bafe& la hauteur de S; on aura , S:[:* B x H: 1. Ceft-
a-dire que exprimant le vapport de 1a bafe ¢ de la hautenr de S par
celui des deux nombres B, H , qui ont la bafe ou la hautenr de [
pour unité , on fera afluré que le parallélogramme S contigns autant de
Jois famefure [, que le produiz B X H contient dunités. Ce qui
sexprime en dilant , que la furface d'un parallélogramme eof égale
au produit de [a bafe muliipliée par fa hautenr. _

165.S c 1 o L1 &, Pour rendre cette vérité plus manifefte |
{uppolons que le quarré a ¢ doive fervir d’ unité, pour mefuter le

* On yoit allez que cette propofition , prife dans le fens linéral , eft ablurde ;
car il eft impoflible ( Arith. 29 ) & de multiplier une ligne par une ligne , & d'a.
voir une furface pour produit. Ainfi on doit chercier le vrai fens de cet énoncé
dans ce qui le petcéde , & fe regarder comme une expteflion abregée, qu'on
a‘emploic ici que peur éviter unz rrop longue cigconlocution
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reftangle A C. Suivant ce que nous avons dit , on doit d’abord F1G.
chercher le nombre B, qui exprime combien de fois la bafe AB 74
contient fon unité a &, & je le {uppole ici 4 : enfuite le nom-
bre H , qui exprime combien de fois la hauteur A D contient
cette méme unité a b, ou fon égale a d ; je fuppole que ce nom-
brefoit 3; 8 alors 4 X 3 ou bien 12, exprimera combien de
fois 'unité de furface aceft contenue dans A C. En effet fi
on prend {ur A B quatre parties égalesd a b, & trois fur A D; &
que par les points de divifion E, F, G, H &I, on ¢éléve des
perpendiculaires Ee, F f,Gg,HAs,1i, on formera dans
le retrangle A C douze quarrés , dontchacun fera égal dae.

166. C 0 R 0 L L. Pour avoir la furface dun triangle gswfcongue-‘,
il faut donc prendre lamoitié du produic de [a bafe muliiplice par [a
hausear 5 puifqu’il eft toujours la moitié¢ d'un parallilogramme
de bafe égale & de hauteur égale ( go ).

167. Tut ortme ITT Lafurface dun trapize P Q R S doit ¢,
btre exprimée pour le produir de la perpendiculaive P H, tivée emre
les citée paralleles P Q, S R \'mmliiplide , on par ia demi - fomme de
cercoés 5 ou par la ligne MUN , tirée du milieu de P S parallélemens
aPQ.

Dem. 1° Le triangle PS R=PH X iS R, & le wiangle

L e ]

BOUR—PH Ip Q. Donc la {urface du trapéze , ou bien la
Z

: SR+PQ.
fomme de ces deux triangles , {fera P H ><-—-~—2—9—

20, Le trapéze pouvant étre pris pour un triangle tronqué,
dans lequel les paralléles P Q , M N, SR, font a égales diftan-
tances, ona ( 104 ) , S R.M N.P Q. Donc ( 4lg. 262. ) MN=
SR+P o - 5
- i .Et par conféquent la furface du trapéze pourra en-~

2
core étre exprimée par P H X M N,

168, Tutor Eme 1V. La furface dun polygone végulier
ABDEF G, eff exprimée par la moitié du produir de fon consour
multiplié par fon apathéme.

D m, Si onjoint les fommets des angles oppofés da poly- g4,

G g ij
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FI1G, gone par les droites AE, BF, DG , on le partageraen

60,

triangles yzocelles AC B,'BC D, &c. quiont tous la méme
hauteur , favoir, l'apathéme ; & dont les bafes forment le cons
tour entier du polygone. Donc dLanantlapothunc parp, on

3,ACB=:px AB:BCD="p xBD:DCE=-px
D E, &c. Donc lafomme de ces trois triangles ou la furface
du polygone =>p (AB-+BD+DE+EF +FG+GA).

169. C o r o & L. L. Puifque le cercle peut étre confideré com-
me un polygone régulier d’'une infinité de cotés (144) , & que
fousce rapportil a le rayon pour apothéme ; il senfuit que
[a furface ¢ft érale au produit du vayon muleiplié par la demi - civeon.
Sérence 5 ou bien , a celle dan qaarvé , done le céié feroir moyen
proporrionnel entre le rayon & la demi = civconférence; ou bien enq
core , acelle d'un triangle qui auvoie le vayon pour hauteur , & la
circonfevence pour bafe

170. Cororr IL La furface d'un fecteur de polygone
régulier qui ne contient que des triangles entiers , comme
A B D C ( & par conféquent celle d'un {eéteur circulaire) eft
egale 4 !a moiti¢ da pros Im ¢ Papothéme muleiplié par la parsie dw
contauy gui sermine ce feffeur. D'od il {uit que pour avoir la fur-
face du fegment circulaire 6p d , il {uffiroit de retrancher de cel-
Je da fecteurc b p d la furface triangalaire ¢ b d.

t71.Scuor1s. LSile polygone dont on cherche la fur-
face n'eft pointrégulier , il fauc le partager en triangles, &

Ir

prenant enfuite la {urface de chacun en particulier, la fomme
de ces {urfaces donnera celle dn polygone entief.
172.Scuorre. I L Daprés tout ce que nous avens die
jufgu’ici , on voit que le fameux probléme de la quadrature du
cercle confifte & trouver exaCement la furface de cette figure,
ou bien i faire voir qu'elle ne peut point étre trouvée ; car lune

& Fautre de ces deux manti refoudroit également la quef-
tion. Et comme cette furface {eroit connue ( 169 ), fi l'on trou-
voit ie rapp de la circonférence 3 une ligne droite

rche de ce rapport que les (,-ommcs
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fe font attachés. Certains ont prétendu que fa valeur eft inal- FI G,
fignable , & quainfi la quadrature du cercle eft impofiible ;
d'autres au contraire ont cru ce rapportaffignable , & ont fixé
des limites plus ou moins rapprochées, entre lefquelles il {e trou-
ve. Ainfi Archiméde a fait voir que le diamétre étant 7, la cir-
conférence eft entre 21 & 22, mais plus prés de 22 que de 271.
Adrien-Metius a donné un rapport plus approché,en difant que
le diamétre écant 113, la circonférence eft entre 3548 355,
mais plus prés de ce dernier nombre que de lautre. Ludolph en
a approché jufqu'a la 3yme. décimale ; M. de Lagny a encore
porté cette approximation plus loin dans les Mémoires de I'Aca-
démie des Sciences de Paris, de I'année 1719 , en difant , que le
diamétre érant r , la circonférence fera exprimée par 3, 14159%
&c. julqud 127 caraltéres décimaux ; de fagon quil ne
sen faudra pas d’une unité décimale du 127°. rang iqu'on n’ait
par-la la véritable valeur de la circonférence. Eniin Neuton ,
Leybnits & d’autres grands Géomeétres ( car ne n'eft qu'a ceux-
12 qu'il appartient d’efperer quelques fuccés dans cette recher<
che ) ont trouvé différentes approximations , parmi lefquelles
nous nous nous bornons i rapporter la fuivante, dont lin.
vention eft attribuce a Leybnits , quoique d’autres Géometres
Vaient réclamée dans le temps ;favoir, que le quarré du rayon
étant 1, le quart du cercle fera 1 — LR S0 S M
R e

&c. Ainf a Iinfini en approchant tonjours de fa valeur alterna.
tivement en deflus & en deflous.

173, Tuforne meV, Dans tous triangle reflangle AB C , Ie 75
quarvé B G conflruie fur Phypothénufe eft égal a'la fomme des quarvés
A D -+ AE , conftraits fur les deun cérér. ,

D g um. Par le point A , tirez la ligne A H paralléledCG, &
joignez les points A & G,A & F; joignez encore les points D &
B,C&E. Cela pofé , le triangle DCB=ACG (93 )3
carlangle en C eft égal dans chacun ; puifque outre un angle

* Ce Théoréme important cft appellé le Théoreme de Pytagore , parce qug
£e célébre Philofophe en eft Pinventeur,




236 ELEMENS
F1G. droit , il contient la partie commune A C B, & de plus les
75+ cotés autour de cet angle, favoir, DC& AC,CB&CG*
font égaux. Or le triangle D C Beftla moiti¢ du quarré DA,
& le triangle A C G eft la moiti¢ du parallélogramme C H (g0).
Donc le quarré D A == C H: & par un raifonnement femblable
on prouveraque AE=PF.OubienqueD A +A E=CF.

174. Corovrr. Il fuitde 13 que fion donne en nombres
le quarrré de I'hypothénufe = c*, & le quarré d'un coté=b2,
défignant le nombre qui exprime l'autre c6té para, on auroit
a=—+/c* — 6. Et connoiffant en nombres les quarrés des deux
cotés a* , b , pour trouver expreflion numérique de I'hypothé-
nufe ¢, on aurojt c == y/a* -2, Donc fi les deux cbtés font
€gaux , ou bien fia==1, il viendra en fubftituant a pour ¢ ,
€ =/24a = a /2, Ceft-i-dire , qu'alors le nombre qui ex-
prime 'hypothénufe elt incommenfurable avec aou b. Or, dansce
cas le triangle rectangle eft la moiti¢ d'un quarré , & I'hypo-
thénule en eft la diagonale. Donc les nombres qui esprimens
les cirés dun quareé , font toujours incommenfurables avec celui qui
en exprime la diagonale,

17§, TaEor® me VI Deus furfaces quelconques S , [, fone
entr'elles , comme les produits des nombres done les rapports expriq
ment cenx de leurs élémens lineairés.

D £ m. Suppoflons que # foir Punité de furface , & que fes élé-
mens lineaires foient l'unité de longueur; tandis que le rap-
port des deux nombres B & H, exprime celui des élémens li-
neaires de S; & que le rapport des deux nombres &, k , exprime

S+ trBH: s

jff.‘,.IB E'szl }dml
Von conclura, ex zgualizate ordinata, que S:f:: BH: 5k

176. Cororr. L Il fuic deld que i dews furfaces fonr éga-

elui des éléemens de [5 ce qui donnera

ler, lears élémens lineaires font en vaifon réciprogue. Car iS =,
BH=6h Donc B:4 ::k:H. ( On voit évidemment que l'in-
eft encore vraie,c'eft-a-dire,que i B 15 17 k: H, on 2 S=p
que alorsBH =#4#4). Or, lesélémens lineaires qui déter-

minent la furface d'un triangle ou d'un parall¢logramme font
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la bafe/& la hauteur ( 164 ). Donc deax sriangles on deux parallé- i G.
logrammes égaus ont leurs bafes enraifon inverfe de leurs haureurs, &
réciproguement,

177. Cor o1 L. I I Lorfque deux figures S , J , font fembla-
bles toutes lenrs dimenfions homologues font preportionnelles
(115). Donc B: 6 ::H:k .: une dimenfion quelconque de
la premiére , eft & une dimenfion homologue de la feconde..
Et par conféquent (4/g. 216 ) la proportion S: f:: BH:bh,
devientS: /32 B2 : 42 [ H? ; k2. Cleft-ddire , que deux figures
[emblables fons entr’elles , comme les quarvés des nombres , qui ex-
priment leurs dimenfions homologues quelcongues.

178. 11 fuit de 1a que fi fur les trois c6tés d’un triangle rec-
tangle A B C , on conftruit trois polygones femblables , de telle
manicre que les lignes A C, CB, BA, en foient des dimen-
fions homologues|, la {urface S de. celni qui fera conftruit fur
Thypothénufe vaudra la fomme des f{urfaces P+ Q des deux
autres. Car défignant 'hypothénufe parle nombre A, uncéré
par le nombre B & lautre par le nombre C, on aura (177)

S e Azn B }

S+ QurAL;C
Donc ( Alg. 232) 28 :P4-Q ::2A2>: Bz  C=
Ou bien.... .. S:P+Q::A*;B:4-Ct
Ot, (173) A* = B* 4+ C*. Donc §=P~- Q.

179. On peut déduire de la la quadrature des efpaces circu-
laites , connus fous le nom de Lunalles d Hypocrate (*). Car fi
fur les trois cotés d'un triangle reétangle ABC , pris pour sz,
diamétres, on décrit trois demi-cercles AL B, AEC,CDB,
la furface de celui qui fera décric fur I'hypothénufe vaundra Ja
fomme des furfaces des deux autres ( 178 ). Donc ce qui ne fera
pas commun de part & dautre fera ¢égal; ou bien on aura
AECM~+ CDBL=ACB, ceft-id-dire que/a furface des
deus lunulles circulaives fera égale a celle du triangle rectangle |

76.

Jur lequel elles fone conflruites,

(* ) Hypocrate éoit un Géomere Giec , connu pat cette découverte,
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180. TutoRr & me VIL Dans un sriangle reangle ABD g
le quarré formé fur I hypothénufe ( quwon défigne par AD* ) eff ans
quarrés A Bz, B Dz, formés far les cotés , conmme Uhypothénufe
eft & chacun de fes fegments AP, P D, formés par une perpendicus
loive BP, abaiffée du fommer de Pangle droita

D g m. Les triangles ABD, ABP, B P D, font femblables;
donc ils font .comme les quarrés A Dz, A B, BD#*: dail-
leurs ces triangles ont une méme hauteur B P , doncils fone
comme leurs bafes AD , AP, PD. Donc AD?: A B:; BD>
LoD AP T,

181. Coro1 1. L'on conclura de la que les quarrés conf~
teuies fur deux cordes AB , A C, menées de lextréemité d'un
diamétre AD, font entr’eux comme les portions correfpondantes
du diamére , favoir AP, A Q , interceptées entre le point A
& les perpendiculaires B P , CQ, abaifices de Fautre éxtrémité
de ces cordes (ur le diamétre. Car les triangles AB D, ACD,
fAB>: AD* 12 AP:AD

¢rant rectangles (68 ), ona ( .130 )'"lADl:ACz {'AD. AQ

Done (ex wqualitate ordinara) ¢ o4 -{AB1 (AGH T ARTAQ

182. Propr & me L Réduire une figure rectiligne quelcongue

« A BCD E a une autre d’égale furface, & qui aiz un angle de moins,

S or. Suppofons quon veuille Oter l'angle C : pour cela
tirés par les extrémités de fes cotés la droite D B+ par le point
C menez - lui la parallele CF, jufqu'a la rencontre en F du
c6té AB prolongé , & tirés la droite D F. Je dis que le
quadrilatére AFDE = le pentagone A B C D E, Car le triangle
B G F qu'on a ajouté eft égal au triangle D G C qu'on a retran-
ché ; puifque les triangles BD F , BD C, érant égaux (97 )4
ce quils n'ont pasde commun, {avoir BGF, DGC, fera
¢gal de part & d'autre.

On peut par ce moyen réduire un polygone irrégulier quels
conque a un triangle & en mefurer ainfi la {urface.

183. Prosv & mE LL Conflruire un quarré ézal & deux on
&, plufienrs autres quarrés donnérs
Soxg




DE MATHEMATIQUES. 239

80 1. Joignez les deux cétés , A B, B C, des deux quarrés F 1G:
donnés , de facon qu’ils faffent un angle droiten B; & le quarré g,
conftruit fur Uhypothénufe A C vaudra la fomme des quarrés
conftruits fur A B & {fur BC ( 173 ). St on vouloit un quarré -
qui en contint un de plus, on éléveroit {ur l'extremité de L'hy-
pothénufe A C , la perpendiculaire CD égale au coté de ce
ttoifiéme , & le quarré conftruit fuir A D vaudroit les trois quar~
rés donnés : on procéderoit de méme pour y ajoiiter le quarré
conftruit fur D E ; dé forte que le quarré conftruic fur Uhypo-
thénufe A E vaudroit la fomme des quatre précédens.

" = SR .

CHAPITRE 11,

Des [urfaces planes o confidérées par rapport d leurs
fofitions refpeciives.

184.UNE furface plane ou un plan peut avoir relatives
mentd d’autres plans, ou relativement i des lignes droites »
tous les rapports de fituation que ces derniéres admettent en<
trelles ; & ces rapports peuvent étre définis ainfi qu'ils Lon dé=
ja été en parlant des lignes. Ainfi un plan efl peipendiculaire
i un autre , lorfquil ne penche d'aucun coté {ur celui-ct, ou
bién lotfqu'il fait avec lui un ou deux angles droits : it lui eft
obligue , lorfqu’il penche plus d’un cété que de antre : & én-
fin deux plans font paralléles , lorlqu’ils ne fe rencontrent ni ne
peuvent fe rencontrer, a quelque diftance qu'on les prolonge 5
ou bien encore lorfque {ur I'un des plans , on peut tirer e plug
d'un fens ( & par conféquent en tout fens) des droites paral~
I¢les & d’autres droites , prifes fur autre plan.

I1y a deux différentes manieres de concevoir la formation des
plans , ou bien en fe repréfentant qu'une ligne droite B C , fe &4,
meut lelong deBA, reftanttoujours paralléle a elle:mémé;on bign

HE
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5.que B C rourne fur le point B, faifant toujours un angle droit

avec A B. Dans ces deux casl'efpace parcouru parla droite BC
fera évidement un plan; mais dans le cas de la révolution de
cette droite, ce plan fera terminé par une ligne circulaire (12).

18¢. Tuforeme L Une ligne droite qui a deux points C
& D dans un plan A B , ¢/} toure entiére dans ce plan,

D e wm. Carfur le plan AB prolongeons la partie CD de
la droite en queftion julqu'en E , & fuppofons qu'il y ait,
silfe peut,une autre partie D F de certe droite dans un plan
fupérieur ou inférieur au plan A B. Alors la prétendue droite
CDF aura plus d'un point commun avec la droite CE, fans
fe confondre avec elle, ce quieft abfurde (8).

186. TutorEme LL Unwriangle AB Ceff rout entier dans
un méme plan.

D g m. Carfi une partie A D E B étoit dansun plan & lautre
partie DE Cdans un autre , la droite A C auroit la partie
A D dans le premier plan , & la partie D C dans le fecond , ce
qui eft abfurde ( 185 ).

187. Tutonrtme 111 za feflion commune de deax plans
AB,DC, ef une ligne droite,

D e m. 1°. Certe fection E F eft une ligne. Car autrement el-
le auroit une largeur , & par conféquent un des deux plans au-
roit une épaiffeur, ce qui eft abfurde (2 ).

2°. Cette commune feftion E F eft un ligne droite, Car au-
rrement par les points E& F communs aux deux plans , on
pourroit tirer fur I'un la droite EHF , & fur I'autre la droite
E GF ;& alors ces droites auroient deux points communs,
favoir, E & I , fans fe confondre, ce qui eft encore abfurde
(8).

182. Tufor & me L V. Deax ou plufiears plans fe confondent
lorfquw'ils ont trois points communs , pourvu que ces points ne foient
pas en ligne dreire,

D& wm, Car fi les trois angles d'un triangle aboutiffent a ces
trois points , les plans renfermeront chacun ce wiangle ; or ,
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(186 ) un triangle eft tout entier dans le méme plan ; donc F IG-
ces plans fé confondront en un feul.

189. Cororr. 1l fuit de 1a 1°. Que trois points qui ne font
pas en ligne droite , déterminent la pofition d'un plan. 2°. Que
deux lignes qui fe rencontrent , peuvent toujours étre mifes fur
le méme plan. 3°. Qu'un point fixe & une ligne déterminée
peuvent toujours éere mis fur un méme plan,

190. Tukonrime V. 8¢ une ligne A B eff perpendicalaire a 84
la fois anx deux lignes BC & B D, gui f¢ coupent , elle le feraaun
plan de ces deus lignes,

- Dem. Concevez que la ligne B C reftant toujours perpefi-
diculaire 3 A B tourne {ur le point B; alorselle {& confondra
fuccefivement avec BD.& avec toutes les perpendiculaires a
AB, quon peut mener autour du point B, tellesque BE , 84
BF, &c. ou bien toutes ces perpendiculaires feront fur le plan
tracé par B C. Donc puifque A B ne penche d’aucyn cété par
rapport a ces lignes (41 ), elle ne penchera point par rapport
a leur plan 5 ou bien elle fera perpendiculaire A ce' plan. Or,
celui-ci ayant fes trois points B , C, D, communsavec le plan
qui contient les deux lignes B C, BD, fe confondra avec lui
(182). Donc AB fera perpendiculaire au plan de ces deux lignes.

191. REMARQUE. On pourra, par un raifonnement fem-
blable , prouver lUinverfe de cette propofition , favoir, que
fiune ligne A B ¢ff perpendicalaive a un plan yelle le fera a rouses
ket lignes BC , BD,BE, &rc. qui, placées fur ce plan, viennens
dbowtir au pied de ceste perpendicalaire, I

192. TaforEmz V1. 87 la ligne A B eff Pinterfeftion commune de 85.
deuxplans BEFA , BCDA , & gue fur le méme point P de ceree ligne
on éleve deux pevpendiculaires PR, P Q , chacune [ir an de ces deax
plans , Pare R Q, qui mefavera langle RP Q , formé par ces
perpendiculaires , mefurera anffi Pangle formé par ces plans,

D e u. Concevez d’abord qu'un de ces plans foit couché
fur Vautre , & quiainfi la ligne P R foit couchée fir P Q:
quenfuite Yun des deux étant immobile , Fauwe fafle
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une révolution entiére fur la fection commune A B , & qu'ainfi
le point R décrive une circonférence autour du point P. Alors
une parti¢ quelconque de la révolution de ce plan fera i la
révolution entiére , comme larc Q R , décrit dans cette
partie de révolution , fera 4 f{a circonférence. Donc lare
Q R, par fonrapport i {a circonférence , exprimera combien
vaut une partie de révolution de ce plan, ou bien I'angle plan
qu'elle forme, par rapporr i la révolution entigre. Cet arceft
donc la mefure de langle plan, dans le méme fens quenous
avons pris ailleurs , un pareil arc , pour la mefure del'angle
linéaive. .

193. TutorEme VIL Si une ligne P p eff perpendiculaire
au plan A B , tous les plans qui la renferment , tels que CD,EF,
&re. feront perpendiculaives au méme plan A B.

Dewm. Si furle plan AB & du point p on mene la ligne
p R perpendiculaire 3 lafetion E e, & lalignep S perpendi-
culaire 2 la fe@ion C ¢, elles feront 'une & l'autre perpendi-
culaires aP p(191) ; donc les angles Pp R, Pp§, feront
droits 5 or , le premier mefure I'inclinaifon du planEF fur
A B, &le fecond celle duplan C D fur A B ( 192 ). Donc ces
deux plans font perpendiculaires fur A B ( 184 ), & il en feroit
de méme de tous ceux qui renfermeroient la ligne Pp.

194. REciPRoQUEMENT, Sideux plans CD ,EF , fom
perpendiculaires & un troifieme A B, leur interfection P p fera une
Iigne perpendiculaive a ce troifieme. Car tirant {ur ce plan AB &
du méme point les droitesp R, pS, les angles Pp R, PpS,
feront droits , parce qu'ils mefureront Iinclinaifon de ees plans
fur le plan A B ( 192 ). Donc P p eft perpendiculaire fur les lig-
nesp R,pS; & par conféquent ( 190) elle left fur le plande
ces deux lignes, lequel eft A B,

195. Tufonime VIIL Sideux plans paralléler AC ac,
font coupés par un troificme E f, leurs intesfections EF , e f, ferom
dewex ligues paralléles,

D e, Carfices deux lignes n'é¢roient pas paralliles, en le$
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mettant {ur le méme plan E f, elles pourroient fe rencontrer ; F1&
& parconféquent les deux plans A C , ae, {e rencontreroient
auffi. lls ne feroient donc pas paralléles ( 184 ); ce qui eft con-
tre la fuppofition.

196 REMaRrRguE On voit aflez par ce que nous avons
dit ailleurs fur les lignes droites ( 38) , quefi deux plans pa-
ralleles font coupés par un troificme , les angles correfpondants
feront égaux entre eux , ainfi que les alternes-internes & les
alternes-externes ; & réciproquement.

1907. Tu fortme 1X. 8i dun méme point P, pris hos: de
dews plans paralléles A B, ab , onméne des droites PR, PS,
PT,PV, a travers ces plans , elles deffineront fur chacun des 82,

qures femblables RT , v 2.

D e a. Si Pon congoit un plan qui pafle par les points R, S, P,
il formera furles plans AB, ab,les deux interfeétions paral-
lelesRS, rs (195 ), (par un femblable moyen on trouveroit
queST &2, TV & tu,VR& ur, TR&:r fontparalle-
les ) son aura donc cette fuite de raifons égales (106), RS :
rsi2S8T:se ;2 TR:er; & par coniéquent les denx triangles
RST,rst, ayant leurs cotes proportionnels , feront fembla~
bles (118 ), Donc l'angle S=s & de plus tous les cotés an-
tour de ces angles feront proportionnels. Comme on peut faire
le méme raifonnement pour les angles T& ¢,V &, R &,
onen conclura que les deux quadrilatéres RT , » 2, ont leurs
angles homologues égaux , & leurs cotés homologues propor-
tionnels ; & qu'ainfi ils font femblables,

198. Cor orw. I SidupointP on tirela ligne P Q per-
pendiculaire aux deux plans, on aura toujours PQ: P ¢ il
PP s s TV iz, Ori(oar Y BRI S 2 nrisy ) L ANES
tnt.Donc VRS T :arseiiPQ>:P g2 cefl-a-dire , que
les furfaces de ces deux figures fone comme les quarrés de leurs diftan-
6ts au point P. Or, les quarrés de ces diftances font dans une
railon conflante par rapport aux deux plans immobiles AB ,
ab;done guw'elles que foient les figures defindes fur ces plans pa-
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FIG. palliles ¢ immobiles par les mémes droites qui partens d'un Poing
88. fxeP, leurs furfaces font toujours dans le méme rappors.

0.

36.

199. Corovrr. 1L, Deux angles TV R ,2ur , qui ne foms
pas fur le méme plan | fons éganx , powrve qw'ils aiens leurs cirés
homologuer paralléles. Car ils peuvent étre mis fur deux plans
parall¢les & devenir les angles homologues de deux figures
femblables (197 ). ;

200. Prosrime I. Dun peint P pris hors d'un plan A B,
abaiffer une perpendiculaive a ce plan,

S o r. Tirés d'abord dans le plan A B la ligne indéfinie Rr ,
& dans un plan qui paffe par P & par R r, abaiffés du point
Pla ligne P O perpendiculaire 3 R » { 64) : du point O, tiré
dans le plan A B laligne p O perpendiculaire 2 R 7 ; joignes fur
un méme plan le point P & la ligne p O, & enfin du point P
abaiflés P p perpendiculaire fur p O ; je dis que cette ligne fera
la perpendiculaire cherchée.

Car fi par le point p on mene furle plan A B, la ligne pQ
parallcle a R r, elle eft perpendiculaire au plan P pO ; puifque
fa paralléle R » eft perpendiculaire i ce plan ( 190 ). Donc Q p
& O p,feront perpendiculaires 3 P p; oubien P p fera perpen-
diculaire au plan des lignes Qp, Op (190); donc P p tom-
bera du point P perpendiculairement fur le plan A B.

20r1.Prosrime IL Suran point d, pris dansleplan B C
élever une perpendiculaive & ce plan.

S o r. D'un point quelconque E , pris hors de ce plan , abaif-
{és la perpendiculaire E e , & aprés avoir mis {fur un meme
plan le point d & la perpendiculaire E e , tirés & celle~ci une pa-
rallele qui paffe par le point 4 (92 ), & cette ligne d D ferala
perpendiculaire cherchée.

202.PronrEme IIL Parun point P mener des plans pers

pendiculaires an plan A B. .
S o . abaiffés de ce point fur le plan A B, la perpendicu~

laire Pp, & tousles plansqui la renfermeront, feront pers
pendiculaires au plan A B (293 ).
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203. REM A R QU E. On voit par cette opération, que par FIG,
un point fixe,, on peut mener une infinité de plans perpen-
diculaires a un autre plan ; mais que de ce méme point on ne
peut abaiffer qu'une feule ligne perpendiculaire au méme plan.

SECTION. TROLSIEME
Des Solides.

CHAPITRE PREMIER.

Notions générales fur les Solides & propriétés particulié=
res du Prifme.

204. DEF1-

mirions. 1. N O U S avons déja dit (1) que par Solide ou
Volume, on entend en Géomeétrie , 'Etendue confidérée avec les
trois dimenfions, Longueur , Largeur , & Profondeur. De facon
qu'une figure folide ne fera autre chofe qu'un efpace terminé
en tout fens ; ou bien une étendue dans laquelle ces trois di-
menfions feront limitées. Or , les limites qui terminent une
étendue de tout cbté, ne peuvent étre que des furfaces 5 &
ceft d'aprés le nombre 8z I'efpece de ces furfaces que le folide
prend différens noms. On lui donne , en général, celui de
Polyédre , quand il n'eft terminé que par des furfaces planes ,
oubien des plans. S'il n’y a que quatre plans ou quatre faces
quile terminenr ( & il ne fauroit y en avoir moins ), on l'ap-
pelle Tesraidre ; de facon que le Tetracdre eft le plus fimple de
tous les folides. Sil eft terminé pary, 6,7, 8, &ec. plans ,
onlappelle Pentaédre , Exaédre y Epiaédre y Oflatdre , &c.

205, 1 LUn poly¢dre eft Régulier, lorfque les plans qui le termj~
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F1G. nent font des polygones réguliers , égaux & femblables ; & fiune
de ces conditions manque , il elt Irrégulier.
206. 111. Deux Solides font femblables lorfquils font ter-
mings par un égal nombre de plans femblables.
207. 1 V. Le Prifme eft un polyédre terminé pardes plans,
99. difpolés de manicre que lesdeux oppolés, comme ABCDE,
FGHIK, font des polygones ¢gaux , {emblables & paral-
leles 5 & que tous les autres, comme ABGF, BCHG; &
font des parallélogrammes.
208. V. Les Bafis du prifme font les deux faces oppolées &
i paralicles, ABCDE , FGHIK, que nous' avoss dit étre
toujours égales & femblables. Les dréres font les droites pas
rallcles & ¢gales, AF,BG, CH, 8«c. quiformentlacom-
mune {ection de denx faces contigues. La Hauseur du prifme eft
. une perpendiculaire abaiffée d'une de fes bafes fur I'autre () ;
1 & fnivant que cette perpendiculaire eft ou n'eft pas parallele,
‘ & par conléquent égalea chacune des arétes, le prifmeeft
Droit ou @blique,

209. V L. Le Parallélipipéde eft un prilme 3 fix faces paral-
leles deux-a-deux , & formant ainfi des parallelogrammes
égaux & femblables. Si tous les plans ou toutes les faces qui
terminent ce folide font des rectangles, il eft appellé Parallé-

. lipipede vectangle ; & fi outre cela ces plans font tous égaux,
alors ils forment des quarrés, & le folide devient un Cube
On lui donne en particulier le nom de pied cube, de soife cube, |
8c. fuivant que chacune de fes faces eft un pied quaré, une
toife quarrée , &c. |
210.1l y a deux maniéres de concevoir la formation du ‘
prifme. La premicre confifte a {e reprélenter des parallélogram.
mes AF,BG,CH, DE, qui ¢tantunis par leur longueus }
91.

( * ) Quelquefois on prend pour bafe du prifime la face fur laquelle le folide eft
cenfé appuyé 5 & alors fa haureur ¢lt une perpendiculaire abaiffée du point le plus
dlevé du telide fur sene faces
aboutillent
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aboutifient 3 deux plans paralléles ABCD,EF G H, lefquels FI1G,
feront les bafes du prifme. La feconde manicre fe réduit & ima- g1,
giner un polygone quelconque E F G H, qui {fe mouvant paral-
lelement & lui-méme le long d’une droite E A ( quon appelle
pout cette raifon la Direflrice du monvement )décrit un efpace fo-
lide qui eft néceflairement un prifime ( zoy ). Si le plan généra-
teur AB C D eft un cercle, le prifme prend le nom de Cylin- 9%
dre ; & comme alors chaque bale a un centre , on peut joindre
ces centres par une ligne droite , laquelle eft appellée dxe du
Cylindre. Ce folide eft Droit ou 0b/igue , {uivant que fon axe eft
perpendiculaire ou oblique i fes bafes. Quand le cylindre eft
droit , on peut concevoir qu’il a été formé par le mouvement
citeulaire d’'un reétangle AB C D, qui fait une révolution en- 93
ticre {ur un de fes c6tés immobiles A B. Alors la droite C D dé-
¢rit la furface convexe du cylindre , & les droites AD, BC,
ainfi que des rayons de cercle , décrivent les bafes du cylindre.
211. Demanpe. Nous demandons qu'on nous accorde que dew® (olides
Jontégaux & femblables, lor[qu’ils font terminés par un méme nombre
de plans egaux & femblables.

La vérité de cette demande ne fauroit étre conteftée 5 puifs
que dans ce cas les angles d'un de ces folides étant néceflaire-
ment ¢gaux a ceux de l'autre , les deux {olides n'ont rien qui
puifle établirune différence quelconque entre eux. Ils peuvent
donc étre fuperpof¢s, & ils font non-feulement femblables, mais
encore €gaux en tout.

212. TaéorEme L Le Parallélipipede droi: EFGHIKLM
@ le Parallelipipede oblique ABCDEFGH , de méme bafe & de mé- 9%+
me hauteur , font égaux en folidisé,

D & m. Les prifmes triangulaires ATEBKF ,DMHCL G
font égaux (211 )5 donc fi I'on retranche de chacun la partie
commune DIN C K O, les reftes feront égaux ; or, ces reftss
étant ajoltés au prifme EN HF O G forment d'un ¢6té le pa~
rallelipipede droit , & de lautre I'oblique. Donc &ec.

313. Corovr. Il fnitde 13 1°. Que fans changer [a folidisé

Ti
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F1G. un parallelipipéde oblique peus éive véduir a un parallelipipede drort

oI,

de méme bafe & de méme hautenr 582 quainfi on peut rendre fes fa-
ces perpendiculaires a fes bafes & par conféquent rectangulaires,

2°, Que les bafes elles mémes penvent érre réduites en reblangles §
puifqu'on peut toujours_les confidérer comme deux faces du
folide.

214 Tutortme I L Quel que foie le parallélipipede
ABCDEFGH, droit ou obligue 4 les prifmes triangulaires
ADCEHG,ABCEF G en ferone ler moiriés,

Dr m. Les deux lignes A E , C G, étant paralléles ( 208 ),on
voit d’abord qu'un méme plan peut paffer par les quatre points
A,C, G,E, & devenir la fection commune des deux prifmes
triangulaires. Or ces deux prifmes font égaux ( 211 ). Donc cha.
cun fera la moitié du parallélipipeéde propefé AB CDE FGH,

215. Corovr. 1l fuitdela, que deus prifimes sriangulaives
Pun dreit & Paueve oblique , de méme bafe & de méme hautenr , fond
égaux ; car ils font chacun les moitics de deux parallelipipédes
égaux { z212),

" 216. TuéorEwme UL Deux prifines triangulatres droits, de
hauteur égale , [ont entre eux comme lewrs bafes, Ou bien défignanc
ces {olides par P & p , leurs bafespar B& b6, ona P :p 1: B:#

D £ m. 1° Si ces bales font commenfurables, {uppofons les
divifées en parties égales a leur commune mefure : que la pre-
micre contienne un nombre N de ces parties, tandis que la fe-
conde en contient un nombre #; ce qui donnera B: b . N:n;
que {ur chacune de ces parties égales on éleve des prifmes droits
de méme hauteur que P ou p : alors ces petits prifmes feront
égaux de part d'autre (211 ), & par con{équent leurs fommes
feront entr'elles 12 N : » ; or, les folidites P & p font comme ces
fommes; donc 1°. onauraP:p 2! N:n [ !B:é,

2°. Si les bafes que je {uppofe repréfentées par les triangles

95. ABC, DEF, fontincommenfurables , je dis quon aura la

méme proportion, Car fi cela n'étoit pas ainfi , {fuppofons gue
A BH étantplusgrandque AB CyoneiitP:p i ABH;: DEF;
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Prenons fur D E F une aliquote plus petite que ACH, & fup- FIG.
pofons que A CG eft ce qu'il faut ajofitera la bafe AB C, pour #3
pouvoir la mefurer par cette aliquote : dans cecas A BG<CABH,
& de plus elle eft commenfurable avec D E F. Défignant donc
par Q le prifme droit, élevé {ur ABG, par P celui qui eft élevé
fur ABC, & par p celui qui eft élevé fur D E F, on aura par la
premicre partie du Théoréme Q:p ;! AB G: D EF, tandis que
Tona(hyp.)P:p:: ABH:DEF.Or, ABH>ABG. Donc
P> Q, ou bien la partie eft plus grande que le tout; ce quielt
abfurde. Donc , &c.

217. Cor oL 1. I. Deux prifmes triangulaires obliques : ou bien
Pun dreit & Dautre oblique , de hauteur egale , font entre eux comme.
lears bafes, Car les prifmes triangulaires & obliques valant des
prifmes triangulaires droits , de méme bafe & méme hauteur
(215 ), les uns doivent fuivre le méme rapport que les autres,

218. Corovrr. IL Des prifmes de hauteur ézale,foir droits foit obli-
Gues , ou bien Pun droie & Pautre oblique, gai ont pour bafes des po
lygones quelconques , font entre eux comine ces bafes. Car fi ces poly-
gones ont un ¢gal nombre de cotés, comme ABCDE &abe-
de, quon défigne par P le premier prifme & parple fecond: 6.
par P', P", P" les prifmes conftruits fur les triangles AB C,
ACD, ADE, & parp’, p", p" les prifmes élevés fur les
trianglesabc, acd, ade, onaura ( 216 ):

PLEP PSS A BC ACDADE;
onc ., .. PrP (S ARG I E A B €.
deméme...p:p'ilabcde:abe,

05, (216), P/ :p 1L ABC sabe,

Donc... P:pi:: ABCDE:abcde.
Si les bales qu'on compare n'ont pas le méme nombre de cbtés,
comme ABCDE,MNL, appellant Q le prifme élevé fur
la feconde & gardant pour l'autre les dénominations ci-deffus,,
on aura
Peptapllco s ABC-ACD:ADEMNE. °
Donc..{P:Q::ABCDE:MNL.
' L
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F1G. & de tout cela on conclura, que deux prifmes quelcongues de bafes

egales & de hautenr s égales , font égaux en folidité,

219. R M a r qu £.Le Corollaire,ainfi que le Théoreme pré-
cédent, fuppofent qu'en comparant les folidités de deux pril-
mes, on détermine leurs bales de la méme maniére dans chacun,
c’eft-2-dire , en prenant une des deux faces égales qui s’y trou-
vent toujours (207 ). Carfi dans deux prifmes triangulaires
ABCDEF,GHIKL M, on prenoit pour bafe du premier
le parallélogramme A D F C; & pour bafe du fecond,le triangle
G H 1: & que de plus les hauteurs prifes an-deffus de ces bafes
érant égales,leparallélogramme A D F C fut double du triangle
G H1, les deux folides , loin d’étre en raifon de ces bafes,
feroient égaux entre eux. Car fi 2 chacun on en ajotiroit
un autre qui loi fur égal & femblable , ils deviendroiént des
parallélipipedes 2 hauteurs égales & i balfes égales 5 puifque
Yune de ces bales feroit AD F C & laatre GHIT X 2. Ces pa-
rallelipipédes feroient donc égaux (218 ); & par confequent
(214 ) , les prifines triangulaires ABCDEF,GHIKLM,
le feroient aufl.

220. T nEorEme T V. Des prifines droits de méme bafe [ons
entre eux comme leurs hauteurs 5 ou bien appeﬂant les priﬁncs
droits ABC GHI, ABCDEF, le premier P, & le fecond py
on auraP:p :BH: BE.

D g 1% St les hautears BH & B E font des lignes commen-
furables , fuppofons-les divifées en parties égales , & que par
chacune de ces divifions on coupe ces deux prifmes parallé-
lement & la bafe commune A B C; dans ce cas ces fections ter-
mineront des prifmes égaux , & le nombre de ceux qui feront
dans P fera au nombre de ceux qui feront dansp ;; BH:BE,
oubienon auraP:p :: BH: BE.

2°.8il'on navoit pas la méme proportion lorfque BH & BE
{ont incommen{urables, fuppofonsqu'on elit P:p 1: BN:BE;
ajotitons a B H la partie H L,qui la rende commenfurable avec
B E, par une aliquote plus petite que H N ; appellons Q Ig pril-
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me ABCKL M, quiauroit BL pour hauteur. Cela pofé ; FIG.
Q:pi2BL:BF. 98.
Tandis que (hyp.) P:p it BN:BE.
O, BN >BL.Donc P > Q, ce qui eft ablurde,

221. R E M A R @ U &. Puifqu'un prilme oblique vaut un prifme
droit de bale ¢gale & de hauteur égale ( 218 ), il eft aifé de voir
que 'analogie du Théoréme précédent s'étend i toute forte de
prifmes,

222. Corovrr. 1. Der prifmes gquelconguer ABCDEF
(fg.o8)r ABCDEFI(fig.00 ), qui ons des bafes égales |
fans éive les mémes , font entr’eus comme leurs hauteurs. Car fi fur
labafe AB C on éleve le prilme A B C K L M de méme han-
teur que ABC DEF I, il fera égal 2 celui-ci ( 218 ).Or , le
pilmc ABCDEF eft an prifme ABCKLM comme la
hauteur BE efl i la hauteur B L ;5 donc , &c.

223. Corort. 1L Puifque des prifmes quelconques 2 hau-
teurs égales font comme leurs bafes ( 218 ), & que ceux qui ong
des bafes égales,font comme leurs hauteurs (222),0n en conclura
(Alg. 237 ) qu’ils font entr’eux en raifon compofée de leurs ba-
fes & de leurs hauteurs : ou bien que défignant le rapport de
leurs bafes par celui des deux nombres B, 45 le rapport de leurs
hauteuss par celui des deux nombres , H , b , & les deux prifmes
par P& p, on aura toujours P:p ;i BH: b b,

224. 1l s'enfuit de 13 1°. Que fi dans deax prifmes-les bafes four en
raifon inverfe des hauseurs,leurs folidités font égales,Crréciproquement.
CarfiB:b6.:h:H, onanraBH=25hk, & par conféquent
P=p. Parcillement fiP=p ,BH=05h,oubien B: % :: h:H.

225.2°. Que deax prifimes femblables fone entr’enx en raifon eriplée
ou comme les cubes des deux nombres , done le rapport exprime celui
des dimenfions homologues quelconques de ces folides. Car toutes les
faces de ces folides ¢rant des figures planes femblables ( 206 ) >
leurs dimenfions homologues font propottionnelles entrelies
(115) ;5 & par conféquent propertionnelles aux hauteurs. Done
icila raifondesbafes , ou bien B ; 4 , eft compoiée de deux rai-
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.fons égales (117);& fi on lui ajofite celle des hauteirs,laquelle

ctH:h,onaura BH :4h , qui fera compofée de trois raifons
égales ; & qui vaudra par conféquent la raifon qu'il y a entre les
cubes des nombres qui font les termes d'une de ces raifons , ou
bien quiexpriment le rapport de deux dimenfions homologues
de ces folides.

226. 3°. Que fi p eft Ie prifme qu'on prend pour unitc dé me-
{ure d’un autre prifme P, tandis que la bafe & la hauteur du pre*
mier {ont les unités de mefure pour la bafe 8 la hauteur du fe-
cond , la proportion ci-deffus ( 223 Y deviendra P:r (i BH:n
Ce qui fignifie que f§ l'on mulsiplie le nombre qué esprime combien
de fois la bafe B d'un prifme guelcongue , comient fon unisé de mefure,
par celus qui exprime combien de fois la Hauteur consient fon anite |
le produir indiquera combien de fois le prifme P contient celui qui lui
fere d'unisé y ou bien i expofera fa valenr mefarée par cétreunitey ce
qui s'énonce ordinairement d’'une manicre abrégée , en difant »
que la folidité dun prifme quelcongue eff exprimée par le produir de
fa bafe muliipliée par fa hausenr (* ).

227. R 2 M a ® u £, 1l faut obferver ici qu'on prend ordinai.
rement le cube pour la mefure des folidités , ainfi que dans les
furfaces on fe ferc du quarré. La raifon de ce procéde eft que le
cube ayant {es trois dimenfions égales, la méme anité de lon-
gucur, {avoir , 'aréte du cube , fert pour les trois dimenfions du
folide ;s ce qui eft plus fimple que fi ehacune de ces dimenfions
avoit fa mefure particuliére , comme il pourroit arriver i Lon

prenocit un autre prifme pour unité.

D’apres cela, fi F'on veut favoir par ex. combien de pieds
cubes font contenus dans un prifme , on cherche d’abord l¢ nom-
bre des pieds quarrés qui font contenus dans fa bale , on le mul-

¢ * ) Heft inutile davertir que cette propofition doit €rre prife dans le fens de

"ce qui Ia précéde , & que cela fuffit pour faire difparoftre l'abfurdité qu'elle

femble préfenter dabord, en difanc qu'il faut multiplier une futface par une ligne
{ Voyez Ia note de 1a page 232 ).
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tp]:e par le nombre qui exprime combien il y a de pieds dans {a FI1G.
hauteur , & ce produit exprime le nombre de pieds cubes que
contient le folide meluré, ;

228. Trioreme V. La furface larérale dun prifme qaelmnam
ABCD EFT droit ou obiique , eff exprimée par ie produis d'une 99.
de fes aréres A ¥ muleipliée par le contonr d'une feétiona b c d e, faite
dang ce prifme perpendiculairement a fes aréees,

D e u. Puifque toutes ces arétes {ont paralleles ( 208 ) , fi I'u-
ne eft perpendiculaire au plan de la fection , les autres le feront
auffi ; & par conféquent (191 ) les lignes ab,bc , cd , &c.
quelles rencéntreront fur ce plan , feront perpendiculaires i ces
mémes arétes AF , BG, CH, &c, ou bien fi celles-ci font
Prifes pour bafes dans les parallélogrammes AG, BH,CI ,
&c, les autres en feront les hauteurs. Doncla furface latérale
duprifime fera AF % ab++BG X be+CH X cd+ &c; &
comme A F, B G, CH fontdes lignes égales ( 208 ), on aura
pour l'exprefiion de la furface , AF X ab4+AF Xbc+AF

K cd-s &c.oubien AF X ab ~4- b c=-c d 4 &c. c'eft-3-dire,
le produit d’'une aréte par le contour d'une feétion perpendi-

culaire.

229. R & M A R q U & Puifque les bafes d’'un méme prifime font
des polygones ¢égaux , ayant mefuré I'une par les mecthodes
ci-deffus ( 168 & 171 ), on connoit lautre s & alors pour avoir
la furface enticre du folide, il faut ajoiiter fa furface latérale
acelle de fes bafes.

230, Coro 1. Sile prifme eft droit, la fetion perpendi-
culaire a b c d e fera égale a fa bafe, & chacune des arétes vandra
Ia haureur ; done alors la furface lacérale de ce folide fera exprimée
par le contosr de la bafe muliiplide ou par fa hcuteur , on par une
de fes aréres. On voit qu'il n'en fauroit étre de méme dans les
prifimes obliques , parce que dans cenx-1i le contour de la fec-
tion faite perpendiculairement a la longueur n cﬁ pas égal
a celui de la bafe.

231. R e MA R Qu k. 1l faut obferver ici que le cylindre pou-
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vant étre confidéré comme un prifine qui a pour bafe un po~
lygone d’une infinité de cotés , tout ce que nous avons dit de
Yun de ces folides, peut s'appliquer a 'antre ; & comme celui-
¢i a toujours un axe qui détermine fa longueur , on peut faire
entrer I'expreflion de cette ligne dans toutes les déterminations
ou nous avons employ¢ celle de I'aréte du prifme.

CHAPITRELE
De la Pyramide.

232. Deri- ' _
nitions. L. A Pyramide et un polyédre formé par la réunion de
plufieurs triangles SOT ,STR,SRQ,SQP,SFO, difpoq
A% de maniére que leurs bafes forment le contour d'un polygone O TR
Q P, & que tous lears [ommets aboutiffent & un méme point S. Ce
point eft appelléle fommes de la Pyramide, tandis que le poly-
gone O T R Q P en eftla Bafe. Si cette bafe eft un triangle, on
a une Pyramide Triangulaire ou bien un Terracdre 5 fielle eft
un quadrilatére , un pentagone , un exagone , &c.la pyra-
mide eft appellée Quadrilatere , Fentagonale , Exagonale , &c.

233.11. Une Pyramide eft Régulicre , quand elle a pour bafe
uti polygone régulier , & que en outre toutes fes faces font des
triangles ifocelles & égaux ; elle eft Irréguliére quand une de
ces conditions manque. L’dporhéme dans une pyramide régu-
licre eft la perpendiculaire S X qui mefure la hauteur d'une
de fes faces , & par conféquent de toutes les autres. L' dxe dans

une pyramide , qui a pour bafe un polygone quelconque fime-
trique ou régulier , n’eftautre chofe que la droite menée du
fommer au centre de {a) bafe; & ces pyramides font on Droites
ou Obligues ; fuivant que I'axe ¢ft ou n'eft pas perpendiculaire
au plan de leur bafe. :

234.
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234. 111 La Haueewr d’une pyramide eft la perpendiculaire FI1G.

abaiflée du fommet fur le plan de fa bafe.

235. 1 V. 8i Von fuppofe que le cercle PR Q T eft immobile ,
& que la droite S P ayant un'point fixe enS au-deflus de ce
cercle , fait une révolution entiére ‘autour de fa circonférence
on pourra concevoir un folide renfermé entre le ‘plan circu~
laire PRQ T, & la furface convexe déerite par certe droite
& ce folide fera un Cone. 1l aura un 4xe , favoir , la droite S C
menée du fommet au centre dela Bafe, ouducercle PRQT ;
& fuivant que cet axe fera perpendiculaire ou oblique au plan
de la bafe ; on bien fuivant que la mobile § P fera toujours le
méme angle ou des angles variables avec ce plan;, le Cone fera
Droir o Oblique, G'elt pourquoi on peut fe reprélenterle cone
droit , comme un {olide formé par la révolution d'un triangle
reftangle S C P, qui, reftant toujours perpendiculaire fur le
méme plan , fairoit une révolution entiére fur le c6té immobi-
leS C. :

236. Tuor &M e L. Si une Pyramide eff coupée par des plans
paralleles a (a bafe , les differentes feftions formeront des fizures fem=
blables a la bafe , & par conféquent femblables entr’elles 5 & ces fec=
sions [eront comme les quarrés de lears diflances aw. fommet,

D e m. Car dans la méme Pyramide les deux fedtions ABCD,
abcd, nefont autre chole que des figures deflinées fur des
plans parall¢les par des lignes droites S A, 8§ B, 8C, &ec. me-
nées du méme peoint S. Elles {ont donc femblables (197 ); &
leurs (urfaces font comme les quarrés de leurs diftances au fom-
metS de la pyramide ( 198 ).

237. Co R o L L. On conclura de 13 que fi deus Pyramides A B-
CD S, D EFS, de méme hauteur & de différentes bafes, font cou-
pées pavailélement a ces bafesa méme diflance du fommet , les deux
[eitionsabecd, ABC, ferom entr’elles comme les bafes ABCD ,
DEF. Car appellant dans, chaque pyramide fa. bauteur H ,
& la diftance de la Ie&ion aw fommeth , on aura d’'nn céeé,
ABCD;:abed:H2:4> 5 & de l'autzte DEF:ABC::

Kk

I0T.

T02,.

102.%
103.
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F1G. H2:42, Donc ABCD:DEF {iabcd: ABC.

el

"DEFS > parun plan A B C paralléle a la face oppafer 1%, La

L 103.

104.

238. TutoRr & mE 1L 8ilon coupe une pyramide triangulaire

petize pymmlde A B C S qui naitra de la fera femblable a la grande;
2°. Si la [eflion divife également les cdrés de la grande pyramide
aux points A B, C , chaque face de la pesite vandra le quare de la
face correfpondance dela grande,

DEewm. 1°. La face ABC eft femblableda DEF (236):
en outre , la ligne A B étant parallele 3 D E , ainfi que B Cleft
2EF,& ACa DF (195}, le wiangle S AB eft {emblable
au triangle SD E, le niangle S B Ceft femblable 2 SEF,
& S ACa SDF. Donc ( 206) la petite pyramide AB C S fera
femblable i la grande DE F S.

2°% Si les cotés SD, SE, S F, font divifés également aux

points A ,B,C, on aura(xoG)AB:-:—DE,BC-_—;’EF )
'AC:;'DF. Donc(177) AB C=§DEF,8{.p0urlamEmc

rafon SAB= ! SDE,SBC=;SEF,& S AC=JSDF.

Donc, &c.

2390.Corori. Onconclura de 13 que i dans une Pyramide
triangulaire AB D C (*)on fait denx feftions H1 K,H G E qui par-
sagent également les carés dela Pyramide aux potnts H, 1, K,G,E»
on en retranchera deux nonvelles 'Pyramides HIKC, AEGH ,
[emblables & eégales enir’elles, Semblables , parce que chacune
fera femblable 2 la grande (238 ) : & égales, parce que les faces

HIK, &AEG, valant chacune ; AB D (238 ), feront éga-
les entrelles 5 de méme HIC & A EH valant chacune ;:

A B C, {feront égales (il en eft ainfi des autres faces ). Et par-

( *) On n’a point ombre cette Pyramide , crainte de confufion ; & il nousa
paru plus commode de prendre pour fa bale la face A B D, ce qui fuppole le
temmet placé e C.
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tant les deux Pyramides H I K C,HGEA, étant terminées par un F 1G.
¢égal nombre de faces égales, {eront elles-mémes égales (211).

240. T fo R EME IIL Tonte Pyramide triangulaire ABD C
peus étre décompofée en deux Pyramides AEGH ,HIKC, égales , 104,
Jemblables entielles & femblables ala grande , & en dews Prijmes
wiangulaires egaux BIFEHG,FDGIKH.

D e m. Si les c6tés de la Pyramide font divifés également aux
points E, F, G,H, 1, K: qu'on fafle paffer une {ection par les
rrois points I, H, K , & une autre par les trois points H, E , G »
on retranchera les deux Pyramides HIKC, AEGH ¢gales,
femblables entr'elles 8 femblables & la totale (230 ). Il sagit
donc de prouver que ce qui refte de la Pyramide totale , favoir,
IKHBD GE, peut étre décompofé en deux prifes triangus

laires égaux. :
Or , cela eft ainfi; car les triangles HI K, G F D, font égaux ;

puifque ( 238 ) chacun eft le quart de A B D : ils font équian-
gles, puifque chacun eft femblable 4 AB D ; donc leurs cotés
homologues font égaux: en outre ( 195 ) HK eft paralléle 2
GD,IKaFD,IH 2EB,& par conféquent 3 FG. Donc
dans le folide THK F G D les deux faces triangulaires font éga-
les, & les cotés de l'une parallcles & ¢gaux aux cétls cor-
refpondans de l'autre 5 & par conféquent les autres faces font
des parallélogrammes ( 91 ) , ce qui indique néceflairement un
prifine triangulaire : comme il en eft de méme des deux faces
BIF,EHG, lefolide qui refte, favoir , BIFEHG fera
également un prifme triangulaire. Or, en prenant pour bale
dn premier le triangle GF D , & pour bafe du {econd le pa-
rallélogramme B F G E, qui eft une de fes faces, ces folides ont
méme hauteur , & de plus la bafe de I'un eft un parallélogram-
me double de la bafe triangulaire de I'autre ( 9o ). Ils font donc
égaux (219 )5 & par conféquent &c.

241. Remar que, Il faur obferver qu'en décompofant
une pyramide triangulaire , ainfi qu'il eft indiqué dans le Théo-
reme précédent , une des deux Pyramides ¢égales HIKC a

Kk 3
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F 1G. néceflairement une face H I K commune avec un des deux prif=
104. Mes égaux , favoir, avec F D G HI K ; & qu'ainfi en prenant
cette face pour bafe dans ces deux folides , & la face parallele
A B D pour bafe dans la Pyramide totale, on péut dire (238) que
chacun de ces folides a une bafe [ous-guadraple de celle de la Pyra,
mide dont ils fone tirés. Et commele plan H I K ne peutfpartager
également les cétés A C, B.C, D C de la grande Pyramide,
fans divifer {a hauteur en deux parties égales , dont I'une me-
{ure alors la hauteurde la Pyramide HIK C, 8 l'autre celle
du prifme FD G HIK, chacune de ces hausenrs fera la moirié de
celle qw’a la Pyramide totale,

2z42. TuEorkme I V. Une Pyramide triangulaire quelcon-
que eft le vicrs d'un prifme de méme bafe & de méme hattenr,

Geft-a-dire , que fi I'on défigne par b la bafe de ce prifme &
par h fa hauteur , ce qui donnera & kpour I'expreflion de fa foli-
dité ( 226 ), on aura ; bk pour celle de lg pyramide.

D = m. Si l'on décompofe la Pyramide donnée,8 toutes celles
qui nditront de celle-la, ainfi qu'il eft indiqué dans le Théore-
me précédent , la premicre divifion donnera deux prifmes
égaux & deux Pyramides égales : la feconde , quatre prifmes
égaux & quatre Pyramides égales;: la troificme , huit prifmes
égaux & huit Pyramides égales , 8 toujours de méme, En ou-
re,un des detix prifmes & une dés deux Pyramides,qui viernent
de chaque décompefition , ont-une hauteur fous-double & une
bafe fous-quadruple de celle qu'a Ja Pyramide done ils font ti-
¥és ( 241 & 238 ). Donc par la premiére divifion on aura un

prifme & une pyramide qui auront chacun pour hauteur%h &

- 1 e g s I ]_ I_
pour bafe 4. Donc (226 ) le prifme vaudra -h X 7 b oug
&k, & les deux prifmes enfemble vaudront '; & b

Parla feconde divifion on aura quatre prifmes égaux , dontun
aura {a hauteur: exprimée par:rrh » & fa bale exprimée pat

T Ly gt . ' I
7z b Doncfa folidité ferg exprimée par 4k , & celle des
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quatre enfemble par —— b k.
Par la troifiéme divifion on aura huit prifmes égaux, & un

de ceux-la aura fa hauteur exprimée par g I & fa bafe par -8—4‘
4

Donc fa folidité fera

b i, & celle des huit enfemble , —5 b.
2 64

Et comme de pareilles divifions peuvent étre réitérées , jufqua
ce que l'excés de la Pyramide donnée fur la fomme de ces
prifmes {oit plus petit que toute quantité aflignable, on pourra
dire alors que cette Pyramide vaut la fomme de ces prifines.
Or, cette fomme étant rcpré{'t:m:ée par la progreflion géome-

trique décroiffante & I'infini —ah r’a by .__uh ; '),G bh

ou bieh purbh(i—+%+’ e = —I—...)eﬂ:( Alg. 253 )

;bh. Donc l'expreflion dela folidité de la Pyramide donnce
fera 3 4 h 5 tandis que ( 226 ) celle de la folidité du prifme de
méme bafe & de méme hauteur fera &k ; ou bien la p:‘emiirc
fera le tiers de la feconde.

243. Corovrr. L. Une Pyramide O P Q R T S gui a pour bafe
un polygone quelcongue eff donc le riers du prifime de méme bafe &
de méme hautenr's'on bien [a folilidicd fera exprimée dans rous les cas
par le tiers du produit de fabafe mulsiplide par (a hauteur. Les Py-
ramides triangulaires OPT S, PTRS,PQRS, font cha-
cune le tiers des prifmes triangnlaires de méme hauteur , élevés
fur leurs trois bafes { 242 ). Donc la fomme de ces trois Pyra-
mides , ou bien la Pyramide totale , fera le tiers de la fomme
de ces trois prifimes; ou bien du prifine total ; & par conféquent
(226 ){u folidicé fera exprimée par le tiers du produit de {a bafe
multipli¢e par {a hauteur.

244. Cornori. 11. 1l fuit de 14 1°, Que les Pyramides qui
ont des hauteurs ¢

gales & des bales égales, font égales en-
telles , qu'elle'que foit la forme de ces bafes. 2°. Que celles
qui ont des bales égales , font comme leurs hauteurs. 3% Que

FIG.

100.
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4°. Que celles qui ont les bafes enraifon inverfe des hau-
teurs , font égales & réciproquement. §° Que celles qui font
{femblables, font entr'elles comme les cubes de leurs hauteursou
de deux autres dimenfions homologues quelconques. Toutes
ces conféquences font fondées fur ce que les Pyramides font
le tiers de prifmes de méme bafe & de méme hauteur , & que
ceux-ci admettent entreux tous ces divers rapports.
245.Scuo L1k Pour avoir la folidité d’'une Pyramide tron=

la folidité du complément de celle de la Pyramide entiere. Or ,
puilgu’on connoit la bafe abcd de ce complémentabedS§,
il ne s'agit que de trouver fa hauteur S i , qu'on aura de cette
manicére. A B:ab . SH:S8h DencAB —abiabi:SH—=
Shoulh:Sh :;-——-—u_; :I-i kb . Connoiffant Sk, en l'ajoiitant a
kHonaS H; & par conféquent on a la folidité de la Pyramide
abedS quifert de complément, ainfi que celle de la Pyra-
mide totale A BCDS. Donc en fouftrayant I'une de l'autre,
on aura celle dela Pyramide tronquée ABC Dabcd.

246. Tnfor &t MmE V. Lafurface latérale dune Pyramide ré-
gulicre ¢ff €gale a la moisié du contour de fa bafe multiplice par fon
apotheme.

D k m. Cette furface eft néceflairement égale 3 la fomme des
triangles qui la compofent. Or, dans la Pyramide régulicre {
I'apothe¢me eft la hauteur commune de tous ces triangle (233)
& leurs bafes forment le contour de la bafe de la Pyramide.
Donc , &c.

247.Remarques. L Sila Pyramide régulicte ABCD S »
étoit coupée 3 la moitié de fa hauteur par un plan paralléle 2
{a bafe, lecontour abc d de cette nouvelle {fection feroit la

moiti¢ du contour de la bafe ( 106 ). On peus donc encere , pour
avoir la furface de la Pyramide réguliére , muliiplier fon apothéme
par le contonr d'une [elion moyenne , faite parallélement a fa bafe,

1. Sila Piramide eft irrégulicére , on ne fauroit mefurer (a
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firface , ainfi qu'il eft indiqué dans le Théoréme précédent ;F1G.
parce que les divers triangles qui forment {es faces n'ont pas
tous la méme hauteur. Il faut donc alors pour eftimer cette
furface , prendre celle de chaque face triangulaire en patticu-
lier, & leur fomme fera la furface latcrale dela pyramide.

248. Tudortme VI 8§ loncoupe une pyramide régulicre
par un plan ab ¢ d paralléle a fa bafe , la furface latérale du tronc
ABCD abcd feracégale anvefte de Papothiéme P p muliiplié | ou 102,
bien par la demi-fomme des cont ouvs des deux bafes AC, ac: on
bien par le contour entier dune feclion moyenne & paralléle 4 ces
bafes.

D em. Chaque face de la pyramide tronquée comme A b,
B¢, &c. forme un trapéze s puifque AB &ab,B C & bc?
&c. font paralléles ( 195 ) : en outre , le refte de l'apothéme,
favoir Pp, mefure dans tous ces trapézes la diftance des
deux cotés paralléles. Donc le trapéze A6 = P p X

AB b BCHbe 1
_-—:li_. tle rapéze Be="Pp x —-——:_——‘—,& ainfi des

autres : d'ailleurs,2 la place de la demi-fomme des c6tés paral-
Ieles de ces trapézes , on pourroit prendre les droites moyennes
& parallcles a cescotes (167) , lefquelles forment le con-
tour dune feftion moyenne & paralléle. Donc la fomme de
ces trapezes ou bien la furface latérale du tronc , pourra étre
exprimée indifféremment , ou par la demi-fomme des contours
des deux bafes multipliée par I'apothéme , ou par le contour
entier de la fection moyenne & parall¢le , multiplice par cet
apothéme.

240, Re marqu e Puifque le Cone peutr étre confidéré
comme une pyramide qui aune infinité de faces , ou quia
pour bafe un polygone régulier d'une infinité de cotés : & que
dailleurs , ce que nous avons dit de la pyramide en général eft
indépendant du nombre des cotés defa bafe, il s'enfyic que
tout cela peut s'appliquer au Coéne; & que les mémes rap-
petts que nous avons trouvés plus haut , foit en comparant|les
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FIG. pyramides entrelles , foit en les comparant aux prifmes , fa

105.

rrouveront aufli en comparant les Cones entr'enx , ou bien ea
les rapportant & des cylindres.

CHAPITRETIIL

De la Sphire.

250. Désr- ¥ o

sitions L § A4 Sphéve eft un folide dans lequel tous les pointt
de la furface [ont a ézale diffance d'un point pris en dedans, qui eft
le centre du folide. Toute ligne droite qui traverfe la Sphere en
paflant par ie centre , en eft un Diaméere ou un Axe; & la moi-
ti¢ de cette ligne qui mefure la diftance du centre 2 la furface,en
eft yn Rayon.

251. Pour fe repréfenter la formation de ce folide, il faut con.
cevoir un demi cercle A B D C qui fafle une révolution entiére
{ur fon diamétre immobile A D; Dans ce mouvement la demi-
circontérence A B D décrira une furface convexe, dont tous les
points feront & égale diftance du centre C, & qui par confé-
quent terminera une Sphére ; & toutes les lignes comme EF,
B C, menées de la demi-circonférence perpendiculairement 2
fon diamctre A D, décriront dans cette révolution des cercles
K12 )s
i 252.11 On diftingue dans la Sphére des grands 8 des pesits
cercles, Les premiers ont pout centre le centre meéme de la Sphé~
re ; & les autres ont leur centre dans un autre point de ce folide.
D'od il fuit que les grands cercles de la Sphére ont tous un
diamétre commun, puifqu’ils ontle méme centre , & quainfi
ils font éganx;mais qu'il n'en eft pas de méme des petits cercles.

253. 111 Si unplan pafle par le centre de la Sphére il la
pattage en deux parties égales, & chacune eft appellée un
Hémifphére. S'il paffe horsdu centre, il la pastage en deux-

parties
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paities incgales, dont la petite eft appellée une Calote Sphéri- p1G,
gue ; & enfin fi deux plans paralléles coupent ce folide , la par-
tie qu'ils interceptent entr'eux , s'appelle une Zone.

254. 1V. Nous appellons Sphéroide le {olide engendré par la
révolution d’un demi-polygone régulier & fimétrique A D E-
FGB, qui tourne fur un diamétre AB, meéné dud angle &
l'angle oppolé de ce polygone. ’

255. TutorEME L Si un Polygone régulier & fimétrigue
fils une tévolution enticre fur un diamérre AB méné dun angle @
Vangle oppofé , il décriva un Sphéroide , douz la furface fera expri-
mée par le produis de I'axe A B, maliiplié par la circodférence dn
cérele inferie dans le polygone.

D e m. Dans cette révolution les cotés contigus a I'axe, com-
me AD, B G, décriront des furfaces de cones entiers, les ¢b-
tes obliques i cet axe , comme D E , G F ,décriront des furfa-
ces de cones tronqués , & enfin les cotés qui lui fetont paral-
léles , comme E F, décriront des furfaces cylindriques. Or, cha-
cune de ces furfaces doit éere exprimée par le produit de Ia
portion de I'axe qu’elle renferme, mulcipliée parla circonfé-
tence du cercle inferic. :

1°. Du point X, qui eft le miliéu du coté A D, foit tité le ra-
yon X C & la ligne X # perpendiculaire 3 A B & parallele 2
DL.Les triangles A DL, X C# ,{etont femblables (117).
Donc AL:AD ;: X x:X C; 6itbien les circonférences érant
comme les rayons, AL:AD ;:circ. X x:circ. X C. Donc
AL Xcirti XC=2AD % circ. X k. Or, AD X circ. X x=
la Jurface conique décrité par A D (246 ). Donc cetre furface
AL ¥ cirei X C: -

2°. Du point H, pris au milieu de E D, tirés auffi le rayon
HC, & la ligne HI perpendiculaire 2 A B & paralléle 3 E M,
Les ttiangles femblables DE K, H CI (117 ) donneront, D K
ouLM:DE;:HI:HC; ou bien LM:DE :: circ. HI1:
gitc. HC. Donc LM x cite. HC=DE ¥ ¢irc. HI. Or, la
furface du cone tronqué décrite par le c6té D E , eft exprimée

Ll

106.
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FIG.par DE X circ. HI(247) ;5 donc elle le fera auffi par L M X

circ. HC.

3°. La furface cylindrique décrite par E F paralléle 2 I'axe,
eft déterminée, fuivant ce que nous avons vu (230 ),pat EF X
circ. FR; ou ce qui eft le méme, par MR X circ. PC. De
forte que la furface de chacun des folides qui compofent le
Sphéroide , fera exprimée par la portion de I'axe qu'ils renfer-
ment , multipliée*par la circonférence du cercle infcrit dans le
polygone ; & par conféquent la furface totale du Sphéroide
aura pour expreflion le produit de 'axe encier multiplié par
la circonférence de ce cercle inferit.

256. Corovrr. Si le polygone régulier a une infinit¢ de
cotés , il pourra étre confondu avec le cercle inferit ( 144 ) 5
& par conféquent le Sphéroide pourra alors étre confidéré com-
me une Sphére. Dot il {uit que la furface de la Sphéve aura pour
expreffion , le produic de fon aze muliipli¢ par la circonférence d'un
de fes grands cercles, Ou bien appellant cette furface [, fon axe
a , la circonférence dugrand cercle ¢, on auraf=ac.

257. Il fuiv de-1a 1°. Quela furface de la Sphére eff quadras
ple de celle de fon grand cercle. Car celle-c1 ( 169 ) =
-

258. 2°. Qulelle wvauz la furface convexe du Cylindre civconferir,
Car Ja hauteur de ce Cylindre eft néceffairement 4,8 le contour
de fa bale eft ¢; donc fa furface eft ac, ainfi que celle de
la Sphecre.

259. 3°. Qulelle eff a la furface rorale du Cylindre circonferir |3
2: 3. Car pour avoir la furface totale du Cylindre , 4 fa furface
convexe exprimée parac (230), il faut ajoiiter celle de cha-

3

. I
. - I 4 L] 4
que bafe exprimée par z4c;5ce qui donnera a ¢ - T 4cou

I I - E]
74 X ;6= zac, tandis que lantre=14c.

Donc la furface de la Sphére feraa celle duCylindre [:ae;
3 .

;ac,: 2:3

260. R E M A R QU E. Par la manicre dent on a trouvé la fur-
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fice de la Sphére , on voit que celle d'une calotte , ou d’une
zone Sphérique quelconque , fera déterminée en muliipliant la
portion de 'axe qu’elle renferme , au bien fon épaiffeunr , par la civcon-
firence d'un grand cevcle de la Sphéve; & quainfi les furfaces de
deux calottes ou de deux zones différentes de la méme Sphére »
font entr'elles comme leurs épaiffeurs.

26t. Tutor & mE L1 La [olidité de la Sphére a pour expref=
fion le tiers de fa [urface muliiplice par fon rayon.

D g m. Sil'on inferit un polyedre dans une Sphére , la dif-
férence de ces deux folides deviendra d’autant plus petite , que
le polyedre aura plus de faces; de fagon que fi ce nombre
de faces eft infini, la différence de ces deux folides fera nulle
& laSphére pourra étre prife pourle polyédre. Or, la {olidité
de celui-ci devra étre exprimée par le tiers du produit de {a
furface multipliée par fon rayon. Car fi fur chacune de fes
faces on congoit une pyramide quia fon fommet au centre
du folide , & qui par conféquent a pour hauteur le rayon de la
Spheére , la fomme de ces pyramides formera la folidit¢ du
polyédre , & leurs bales en feront la furface. Done puifque
chacune eft exprimée parle tiers de fa bafe multipli¢e par fa

"hauteur ( 243 }, leur fomme , ou bien la folidité du polyédre,

le fera par le tiers de la furface de ce folide multipliée par fon
rayon. Donc pareillement la folidité de 1a Sphére &e.

262. Cororr. Appellant donc la folidité ou le volume
de l.a Sphére v, {on axe 4, fa furface [ , celle de fon grand

T
cercle 5, onaura v=_4axs. Or, f =4 s Donc v =

%a X415 =§' hy= ?;a 5. Ce qui prouve guela [olidité de la
Sphére peus enccre émre exprimée par les demx tiers de Iaxe mulii-
plic par la furface d'un grand cercle.

Or, filon congoit un Cylindre circonfcrit & la Sphére & un
cone infcrit dans ce Cylindre , le premier fera exprimé paras,
8 le fecond par % a s, Donc ces trois folider , favoir , le cone , la

Lij

»
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F1G, Sphére & le Cylindre, ferons dans le rappors des trois nombres

T z
T4, a8 ,84: ou bien comme 1,2, 3.

263. REMARquE. Puifque les Sphéres peuvent étre con-
fidérées comme des polyédres réguliers d’uneinfinité de faces,
on pourra toujours les prendre pour des folides femblables ;
& par conféquent leuts furfaces érant comme les produits de
deux dimenfions proportionnelles, & leurs folidités comme
les produits de trois de ces dimenfions , on powrra dire que
les premicres font entr'elles comme les quarrés , & les fecon-
des comme les cubes ou de leurs rayons, on de leurs diamé-
tres, ou des circonférences de leurs grands cercles, 8c.

SECTION QUATRIEME,

De la Trigonométrie plane.

CHAPITRE PREMIER.

Notions générales & propriétés des Sinusy Tangentes &
Sécantes.

264. Disi-
wition. I A Trigonoméurie plane eft Par de réfoudre un frian-

glereéliligne quelconque , ou bien de déterminer la valeur de fes an-
gles & de fes cérés, On I'appelle Plawe , pour la diftinguer de la
Trigonométrie Sphérique , qui apprend i faire les mémes re-
cherches fur des triangles formés par des arcs de cercle , qu'on
congoir tracés fur la furface d’une Sphére.

265. OBse RV ATION. Der fix chofes que préfente I'idée d'un
riangle , [avoir , trois angles & trois céiés o i on n’en connoit que

deux y il w'eff pas poffisle d avoiv, fans indérsrmination , la valeur
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di# quatre autres. Puilqu’on trouvera tonjours plufieurs , & quel-F 16
quefois méme une infinité de criangles différens , qui préfen-
teront les mémes données , & auxquels on pourroit indifférem-
ment appliquer la méme folution. Ainfi les deux cotés du
wiangle CB D ¢tant égaux aux deux cotés CD, CE, ou ro7.
CF, C G, dertout autre triangle différent , la connoiffance
de ces deux cotés ne fauroit fervir 3 réfoudre aucun de ces
wiangles en particulier. Celle de deux & méme de trois angles
laiffe la méme indétermination ; puifque une infinité de trian=
gles différens , tels que ABC, abc, pourvu qu'ils aient leurs §2.
cbtés paralléles, doivent avoir leurs angles égaux. Enfin, fi I'on
ne connoit quun angle A & le coté adjacent A B, une infinité ;.8
de triangles différens ABE , ABD, ABC, &c. préfente-
ront les mémes données ; & fi le coté connu B C eft oppofé 109.
ilangle connu A, 'indétermination refte encore ; puifque fi
du point C comme centre , & du rayon B C on décrit lare
BD: quon en décrive un femblable du point D avec le ra-
yon D C, du point E avec lerayon DE, les triangles ABC,
ADC, ADE, &c. quoique différens entr’eux , auront tous le
méme angle A, & le coté oppofé a cet angle, égal. I} faus ;
donc pour réfoudre un triangle guon connoifle trois des fix pariies qui
le compofent , & que dans ce nombre il fe trouve un cété,

266. DEr1IN1T 10 R IL Le Sinus dun arc o de Pangle qu'il
mefure , eft la perpendiculaire abaiffée d'une extrémité de cet are, fur
le rayon qui pafle a Uausre extrémité, Ainfi dans l'arc AB, fi Lon yyo.
abaiffe du point A la perpendiculaire A Pfur le rayon B G, elle
fera le finus de cet arc ou de I'angle A CB qu'il mefure. Le ¢o~
fnus dun arc et le finus de fon complément : ainfi A D érant le
complément de A B , fon finus A O fera le cofinus de A B. O,
comme on a toujours A O =P C, il s'enfuit que le cofinur d'un
arc vaut la parsie du rayon comprife entve le finus & le centre,

267.DEpiniTrion L1 Lefings verfe dun arcell la partie
BP du rayon , comprife enre le finus & Uarc. On Lappelle finus
werfe par oppofition 3 A P, qui eft appellé finus droiz. Le finus
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verfe du complément d’un arc eft {on coffuus wverfe, tel cft
D O par rapport a 'arc A B.

268. Cororr. I. On conclura de la définition ci-deflus,
que le finus dan arc eff toujours la.moitié dela corde qui foutend
@n arc double. Car puifque le finus A P eft perpendiculaire 3 CB,
il eft Ia moiti¢ de la corde A G, qui foutend 'arc ABG , le-
quel eft doublede AB (55 & 56 ) (*); d'od il s'enfuit :

269. 1°. Que les finus croiffent les ares eroiffant , jufquw'a ce que
ceurx=ci fonz parvenus a 9o°. : guw'ils décroiffent enfuits jufgu'a 180 ,
& gw’enfin le p;"m grand de tous les finus , favoir , celui de 9o°,
waus le rayon. Car les cordes des arcs doubles croiffent depuis
Yarc o jufqui celui de 90°; & alors cette corde eft la plus
grande de routes , puifquelle vaur le diametre ;5 donc fa moi-
i€ , ou bien le finus de I'arc de 90° , vaut le rayon. Mais de-
puis 90° jufqu’a 180° , les cordes des arcs doubles décroiffent ,
& & ce terme cette corde eft 0. Doitc les finus décroiffent auffi
depuis go° jufqu’d 180°,

270. 2%, Qué le finus dun angle ou dun arc eft égal a celui de
en fupplément ; puifque la méme corde A G foutend le double
de l'arc A B, & le double de fon fupplément A D E.

271. 3% Que le cofinus dun angle obtus BC Q, ouce quieftle
méme , d'unarc BD Q plus grand que 9o° , eft egal acelui de fon

Supplément QE 5 puifque 'un & l'autre eft C R (266 ). Mais
il faur obferver que relativement au centre C , le cofinus C R
tombe ducété oppolé a celui ou il tomboit lorfque I'angle B-
C Q valoit moins de 90°. Ainfi (20 ) le cofinus d'un angle obtus
eff négarif velativement aux cofinus der angles aigus qw'il comsient,
mais fon [imus ne Peff pas,

( * ) Ceft d’aprés cette propriéte que M. Godin , de I'Académie des Sciences de
Paris, a donné une Echimelogie trés-yraifemblable du mo: Sinws. Le cordes , a-
wil dit, s'appellent en Latin Inferiprs , & les (inus étant leurs moitiés , ont dé
érre d'abord appellésSemiffes inferiprarwm , qu'on a écrit par abreviation de
cerrz manidre §, Inf. Qn a enfuite rapproché ces deux abréviations qui ene fait
fe mot §ins , onlui a donué une rerminaifon Latine®y & il en eft réfuleé celui de
Simws, { Voy, Meont. Hilt. des Mach. Addit, P. XXX111) .

i
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272, C orRovrvr. 11 Dans un triangle rectangle le finus d'un FIG

angle aigu eft le cofinus de Pautre ; puifqu’un de ces angles eft le
complément de l'autre.

273. REMaRQuUE. Silarc AB eftfi petit qu'on puiffe,
fans erreur fenfible , le prendre pour une ligne droite , fon f-
nus verfe B D vaut le quarré de cet arc , divife par le diamétre
BE. Car alors B A E eft un triangle rectangle en A (68), &
le finus A D eft une perpendiculaire abaifiée de I'angle droit
fur I'hypothénufe. Donc (124) s BD:BA:BE, ou bien

BA: .
BD= Ty :
wa.DériniTion 1V, §F fur Pexerémisé du rayon B C,

qui termine larc A B , on éleve'la perpendiculaive BT , jufgw'a la 119

rencontre du rayon prolongé C A , qui paffe alaurre extrémisé du
meéme arc , elle fera la rangente de cevarc AB , oude Uangle AC B
gw'il mefure. D S tangente du complément A D fera la coran-
genté de ce méme arc A B,

Cororr. Onpeut conclure de cette définition ¢

275. 1°. Que depuis o jufqu’d 90° la tangense d'un arc augmense
O fa cotangente diminue.

276. 2°. Qu’a ccs deux termes il n’y a point de tangente 5 puilque
dans un cas il n'yapoint d’arc;& que dans I'autre,le rayon érant
parallcle a la tangente , rirée de 'extrémité de larc, il ne peut
y avoir de rencontre entreux ( ).

277. 3% Qu'au dela de 90° plus Parc ou Pangle angmente 'y plus
[a tangente diminue , de fagon qu'elle égale toujours celle de fon fup-
plément. Car pour T'angle obtus BC Q la rangente eft Bz ,
ainfi que pour fon {upplément B C G; & plus angle BCQ
devient obtus , plus le point ¢ {e rapprache du point B. 1l faut
sependant obferver qualors la tangente eft prife au-deffous du

(*) On dit communément que la tangente d’un arcde go® eft infinie , tan-
dis que neus difons ici que cet arc n'en a aucune. Ces deux maniéres de s’expria
fr, qui fembleac i oppofées , ne le fonr cependant qu'en’ apparence,

It1.
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F1G.rayon B C, tandis quelle étoic prife au-deflus , lorfque cee

110. angle B CQ ¢éroit aigu 5 & qu'ainfi un angle devenant sbsur , la

fituation de fa tangente efl oppofée a celle quw’elle avoir , ces angle étant

aigu. On voit affez quil en eft de méme pour fa cotangente
D V; & que plus I'angle BCQ dcv;enr obtus , plus ceue
ligne D V augmente.

278. 4°. Que la tangenre de 45° eft égale an rayon. Car alofs e
triangle B C Teft yzocelle , puifque I'angle en C étant de 45°,
Vangle en T doit I'étre aufli, Doné BT =B C.

279. DEriniTion V. La fécante d'unarc AB n'ell dulre
chofe que le rayon C T , gui paffe par une extrémité de cet arc , pro-
longé jufqu’a la rencontre de la tangense B T, rirée de Pamtre ex-
srémité,

280.Cor oL L. 1° La fécante d'un arc ou d'un angle o eft
donc égale an rayon,puifqu’alors le pointT tombe fur le point B.
29. Depuis l'arc o la fécante augmente & la cofécante diminute
jufqu’a celui de go® , & 13l cefle d'y avoir une {écante ; puil-
quil n'y aplus de concours entre le rayon & la tangente.
3%, Au délh de 9o® la {écante reparoit, pour décroitre julqui -
1809 , ot elle vaut encore le rayon.

28t. TuftorEme L Dans cour sriangle les finus des angles
fone proportionnels aux cdiés oppofés.

D ewm. Si Pon inferit le tiangle dans le cercle, chacun de
fes cotés fera lacorde d'unarc double de celut qui mefure
Fangle oppofé (68) : & par conféquent la moiti¢ dechaque cate
fera le finus de cet angle. Les divers cotés feront donc entr'eux,
comme les finus des angles oppofés. '

282. THtor it me 1L Le frnus dun arc de 30° vaus la nui-
#1é du rayon de cet arc, ]

Dz u. La cotdé qui foutend l'arc dé 60° vaut le rayon
( 140 ) ; donc le fifius de 30°, qui eft la moitié de cette corde
(268 ), vautla moiti¢ durayon,

283. R e marque Lescordes des atcs doubles n'érant pas

proportionnelles & ces ates (150 ), les moitiés des arcs & des
cordes
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eordes ne (auroient étre en proportion. Ceft pourquoi les finus F'1G.
de deux aves ne [ont poine enty’eux comme ces arcs ; mais ils fone
plus grands par rappors aux petits arcs'y que par voppors cux grands.

284. Tufor2me 1IL Pour un arc guelcongue A B on g 119:
ces deux proportions: 2
cof AB:fin AB;{R:ungAB. ’

Z=cof AB:R: fec A B.
D e M. Lestriangles équiangles AP C, T B C , donneat

PC:ARP:BG:BT.

PC:AC:BC:CT,
Donc , &ec.
" 285. Remarque. Nous verrons plus bas (201) queé cori-
neiffant le finus d’un arc , on conneit fon cofinus ; & par confé«
quent on a, daprés le Théoréme précédent, fa tangente &
fa f{écante, '

286. Cororr.Dece quelon atZcof AB:R:fec AB,
on peut conclure que pour un autre arc N B, on auroit égale-,
ment == cof N B: R: fee NB. Donc coftAB X fec A B = cof
NB X fee NB,oubiencofAB:cof/ NB ;! fecNB: fec AB,
ce qui exptime que les Cofinus de deux arcs [onz en raifon inverfe
de ledirs [(Ecantes.

287. TudoriMe LV, Lerayon dun arc quelcongue eff mas
yen proporticninel entre la tangente & la corangente de cet arc.

Dt M. Les Triangles femblables CBT, C DS, dotnere
BT:BC::CD:DS,oubientzeang BA:R: cor BA,

Coratrt. Comme la méme proportion aura lieu pour tous
antre arc BN, ceft-a-dire, quon aura == tang B N: R : cop
BN, il senfuit que quels que foient lés deux arcs BN & B A |,
on aura , rang BA X cot BA=rang BN X cot BN : ou
bien, rang BA: tang BN 1lcor BN:cor BA 5 cequi défigne
que les tangentes de dewx arcsy font en raifon inverfe de leurs coq
’ﬂ'ﬂgeﬂfﬁrn

288. TnftorEme V. La fomme des finusde deux arce eff d
lour différence , comme la rangense de la demi-fomme de ces arcs eff

Mm
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D ewm. 1° 8i I'onales deux arcs BA , B D, dont les finug
fontAp,DP; que du point A on meéne A ¢ paralléle au dia-
metre B4, & qu'on prolonge D P jufqu'en G, on aura Ap
—=EP, DP=PG,BG=BD. Doncla fomme des deux
finus fera G E , & leur différence D E ; tandis que lafomme des
deux arcs BA, B D, fera G A & leur différence A D,

2° Si du point ¢ on tire les droites c D, ¢ G, & que dun
rayon C ¢ on décrive l'arc dg, qui pafle au centre C des
arcs donnés , I'angle A ¢G aura pour mefure ag ou bien

ZAG(67 ).Doncag= {-AG,& pour la méme raifon ad=

% A D. Par confequent fi on fait paffer au point a la ligne T #

perpendiculaire fur le rayon ac, la partiea T fera la tangente
de ag demi-fomme des arcs donnés, & la partiear fera la
tangente de ad leur demi-différence. Or, (106 ) GE:DE
t:aT:a1 Donclafomme desfinus de deux ares, &ec.
280. Cororr. Sidonc on défigne les deux angles d'un
triangle par A, a: les c6tés oppofés par C, ¢ : leurs finus par
A=—a

A-~+a
S,s:onaura, S+ s :Se=ysi:rang : tang
z

Mais par ce que nous avons dit plus baut (281 )S:s:: Cie,
ou bien S41:S—is 1 C4c:C—c, Donc en {ubftitnant

= A+a
on auta , C—4¢: C—c ! tang : tang ; Ceft-a-
2 2

dire , que la fomme de dews cités d'un triangle quelcongue eff a
leur différence , comme la tangente de la demi-fomme des angles op™
pofés dces cérés , eff ala tangente de leur demi=différence,

200. Tuftorimr VI Dans tout triangle reangle ona
ces deux proportions : 1°, Le rayoneft au finus d'an des angles aigus ,
comme Uhypothénnfe eff an cété oppefe a cer angle : 2°. Le rayon eff
i la rangente d’un des angles aigus , comme le cé:é de Pangle droit
appartenant a cet angle aigu , ¢ft 4 lautre céré de Pangle droit,
D em. 1°% Les finus des angles d'un triangle étant propors
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tionnels aux cotés oppofés (281 ), ona ici:le finusde Pangle FIG,
droit ou le rayon ( 269 ) eft au finus d'un angle aigu , comme
I'hypothénule el au coté oppofé 2 cet angle.

2°. Dans le triangle rectangle A B C, fi du point C & d'un 113,
rayon C A on décrit 'arc A a, il eft évident que A B fera la
tangente de cet arc ou de I'angle en C. Donc R : rang C ::
AC:AB. :

291. P R 08 L & M £ L. Connoiffant le finus & un arc , trouver fon
cofinus , € réciproguement.

Sow. Lefinus A P & le cofinus P C font toujours les deux ;0.
cotés d'un triangle reétangle , dont le rayon A C eft Ihypothé-
nufe. Donc ona(173) PC=V AC: —A P: , & AP =
V A C* — P €2, 0u bien connoiffant le finus d’un arc,pour avoir
le cofinus,, #/ faut fouftraire le quarré du finus de celui du rayon , &
preadre la vacine quarrée du refte. Er connoiffan: le cofinus , pour
avoir le finus , il faur fonflraire le quarré du cofinus de celui dura-
yon & prendre la racine quarvée du refle,

292. Corori En fouftrayant la valeur du finus on du
cofinus du rayon , on a le cofinus verle ou le finus verle ; donc
de cer quarre chofes : le finus, le cofinus , le finus verfe , le cofinus
verfe ; f¢ 'on en connoit une , on connoir touses les autres.

293. PRoerEmE YL Connoiflans le finus dun arc ADB,
trowver celut de fa moitié A D,

Sor.Le triangle retangle A B P donne A B =V AP*-PB:;
V APV Be
2

I14.

B :
donc ou bien firn AD =

294, ProBrL EME TIL Connoiffanr le finus dun arcBD ,
trouver AP finus d'un arc double A D B.

Soti. Lerayon CD étant perpendiculaire ilacorde AB,
lesdeux triangles BAP, BCQ, font reftangles & fembla-
CQ xBA

Bne
dire , que le finus d'un arc-double d'un arc douné, waut le coffans
Min §j

bles. Doncona,BC:CQ ::BA;AP= , celt-a~
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- de celui-ci  muleiplié par le double de fon finus o & divifé par le

rayon.

295. ProBLE M E 1V, Connoiffant les finus de deux arcs BD |
D E, trouver le finur & le cofinus 4 tane de leur fomme que de
deur différence.

So . 1°. Sil'on prolonge le finus P E julqu'en A, Varc AD
=D E, & par conféquent la différence des deux arcs donnés
fera B'A, dontle finus eft A H; tandis que leur fomme fera
BE, quia pour finusE F. Or, pour trouver l'expreffion de
ces deux lignes, qu'on tire dabord Pp, Aa, paralléles au
rayon B C: P Q perpendiculaire 3 ce méme rayon , & l'on aura
PQ==pF:Ep=1pa(102);puilque EP =P A. De plus, le
triangle P Q C fera femblable au triangle D G C; & par con-
féquent DC:DG::PC:PQ; oubien, R; fin BD ::cof-

i D
DE:PQ="C & DEX-W 5 Le triangle E P p fera fem-
blable autriangle DGC ,& onauwra DC: GC ;;EP:Ep;
oubien R : cof BD:: inDE:Ep= ﬁ”DE;”fBD'
Donc pour exprimer i lafoisPQ—+Ep, ou EF ﬁ_nus de la
fomme : & PQ —Ep, ouA H, finus de la différence des deux
fin B D Xcof DE+fin D EXcofBD,
. = .
22, Pour trouver les cofinus F C , H C, les trianglesPQC,

DGC,donn_entDC:GC::PC:CQ:E%ET-C—T;

m"r.B otk K F ; & les triangles EPp, D G C, donnent

R
L P L,
DC:DG ::EP:Pp“:DGDXCF o JeBRX SaR
Or, CF, cofinus de la fomme des deux Arcs BD , D E , vaut
CQ—Pp; & CH cofinus de leur différence vaut CQ+ Py,
puifgae P p== Q F == Q H(toz2).Donc le cofinus de la fomme &
; cof BD X cof DET-iaBD X finDE,

e -

arcs, BD, DE, on aura

aVa A beaninn As e s e Tok
go la cillerence de gt arcs 18y
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FIG

CHAPILTRE IL

De la réfolution de toute forte de triangles rectilignes.

296. P O U R réfoudre les triangles rectilignes , on a d’abord
cherché & connoitre les finus qui répondent aux divers angles,
afin d’en pouvoir conclure la valeur de ces angles. Pour cela on
afuppofé que lerayon d'un cercle quelconque fut divifé en un
wés-grand nombre de parties égales, p. ex. en 1oocoo , & 'on
afixé tantétexaltement, tantot par approximation , combien
de ces parties font renfermées dans le finus d'un angle donné
quelconque. On a conftruit des tables a plufieurs colonnes, dont
T'une contient les différens arcs en degrés & minutes ; & dont
les autres contiennent les finus , tangentes & {écantes de ces
arcs , calculés d’aprés la valeur convenue du rayon des tables.
Par.ce moyen dés qu'on connoit un arc , on trouve vis-a-vis fon
finus 5 & réciproquement , connoiffant un finus , on voit & quel
arc il répond. Mais comme les grands nombres qui entrent dans
ces calculs,étoient trés-incommodes pour les multiplications, &
+ les divifions , on a misa coté leurs Logarithmes , par le moyen
défquels ces opérations {e changent en de fimples additions &
fouftraétions. Les problémes fuivants en fourniront divers
exemples.

297. ProsrEme L. Mefurer un angle,

S o t. Pour mefurer un angle , on emploie le Graphometre ou
le Rapportenr , fuivant que l'angle eft décrit ou fur le terrein ou
fur le papier. '

Le Graphométre eft un demi-cercle AD B, dont la circon- 13
férence eft divifée en degrés , & dont le centre C porte fur un
pied CP, de fagon que le plan de linftrument eft mobile en
toyt fens. Un de les diamitres A B eft fixe , & lantr¢ E F (quion
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appelle 'dlidade ) eft mobile fur le centre C. Ils portent cha-.
cun aleurs extrémités des Pinnules , qui ne font autre chofe
que des plaques de cuivre , élevées perpendiculairement fur ces
diamétres , & percées d'un petit trou ou d’une petite fente. Si
Yon veur meturer fur le terrein un angle M C N, on s'affure par

Ie moyen d'un aplomb , que le centre de l'inftrument repond

au fommet de l'angle , on le rend paralléle au plan de cetan-
gle , & puis ayant vifé 3 travers les pinnules A & B, un piquet
élevé fur le point N , on tourne l'alidade E F, jufqu’a ce qu'on
voie , 4 wavers fes pinnules , un autre piquet, placé fur le point
M ; alors le nombre des degrés , quife trouvent dans 'arc BF,
détermine la valeur de I'angle M C N.

Le Rapporteur eft un demi-cercle A F B, divifé enfes des
grés , dont on {e ferr, ou bien pour mefurer un angle DCE , .
tracé fur le papier , ou bien pour lever un angle connu , tracé
fur le terrein. Dans le premier cas on place le centre de linf
trument au fommet de 'angle , fon diamétre A B, fur I'aligne-
ment d'un c6té CE, & le nombre des degrés contenus dans
T'arc B G, donne la valeur de I'angle. Dans le fecond cas , on
prend l'arc B G du méme nombre de degres que I'angle donné ,
& ayant marqué fur le papier les points C, B, G, on tireles
droites CB, CG, qui forment l'angle BC G, égal a celui
qu'on veut lever & rapporter {ur le papier.

298. ProsrEmEe 11 Connoiflant dans un sriangle quelcongue
un cit? ¢ deus angles , trowver le troffieme angle ‘@& les denx au-
Ires céiés,

S o L. 1°. Le troifi¢me angle eft évidemment connu , puifqu’il
eft le fupplément des deux autres (78 ).

2°. D¢s qu'on connoit les trois angles du triangle A B C,avec
un c6té quelconque A B, on a les deux autres cotés AG, B G,
par les proportions fiivantes :

ﬁnC:ﬁnB e B AN
finC:finAitAB:BC.

299. ProsviEme LIL Eran donnés deax cisés & un angle o
sromver tous le refke.
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Sar.Ou bien 'angle connu eft renfermé entre les cotés con-
‘ntis , ou bien il eft 0pp0fc a I'un d'eux.

FIG.

Premier cas. Si dans le triangle A B C, on connoit feulement 118.

I'angle B, &les cotés BA, B C, qui le forment, on cher-
chera d’abord la valeur des deux autres angles A & C , dont on

connoit la fomme ( 78 ), par cette analogie , A B+ B C:BA

—=BC :: tang : “: i rang : . , dans laquelle les trois

premiers termes. étant évidemment connus, le quatriéme fera
wouver la tangente de la demi-différence des deux angles A &
€; & par conféquent la demi-différence de ces mémes angles.
Si donc on I'ajoiite 4 la demi-fomme , on aura le plus grandan-
gle C ( qu'on connoitra , parce qu'il fera oppofé au plus grand
“coté donné B A ); & fi on l'en foultrait , on aura le plus petir A.
Tous les angles étant connus , pour avoir le coté inconnu A G,
on dira, inA:fimuB . BC:AC.

Second cas.SiTangle donné A eft oppof¢ i un des cotés con-
nus B C, on cherchera d’abord I'angle C , en faifant, BC:BA
12 fin A:fin C;ce qui donnera la valeur du finus de I'angle
C, ou bien cet angle lui-méme , parle moyen des tables. Les
deux angles A & C érant connus; on aura le troifiéme B, qui
fera leur fupplément , & alors le cété inconnu A C fe trouvera
en difant, fin A :fin B ;2 B C: A C,

300. R £ Mma r qu . Il faur obferver ici que dans ce {econd
cas , I'angle C n'étant connu que par fon finus , & la méme va-
leur de finus appartenant , foit & I'angle aign C, foir i I'angle
obtus A D B , quion fuppofe fupplément du premier , le méme
calcul doit fe rapporter indifféremment 3 ces deux angles, &
par conféquent aux deux triangles ABC, ABD. Cela indi-
que qu'alors le probléme a deux folutions , & que I'étar de la
gueftion doit indiquer celle qui convieat au cas dont il s'agic ,
en faifant favoir fi I'angle oppofé au coté A B eft aigu ou
abtus.

jor.Prosr & me IV, Connoiffant les trois cités dn rrmngl-
AB C , trouver fes trois angles.




28 ELEMENS
FIG. Sor. SiACeft le plus grand c6té , on eft affuré (81 ) que
118. Beft le plus grand anglé , & qu'ainfi la perpendiculaire BP tom«
bera au-dedans du triangle (83 ). On a donc cette proportion
(r55), AC:AB+BC:!:AB—BC:AP—PC,parla-
quelle on connoitra la diffétence des deux fegments AP ,PC*
& comme on connoit leur fomme A C,on aura (4/g. 327) la va- ﬁ
leur de chacun en particulier. On pourra donc réfoudre le triafi-
gle rectangle AB P ( 299) , puilque , outre I'angle droit , on
connoitta {es deuxcorés AB 8 AP ; & l'on aura l'angle A | le-
quel étant connu , le triangle donné A B C fera réfolu par le
probléme précédent.

302. REmarque. On voit aflez que pour connoitre la
différence des deux fegmenes AP, P C, il n'efl pas néceffaire
dans la pratique , d'abaiffer la perpendiculaire B P, mais qu'il
{uffit de faire cette propottion: le plus grand céié eff & la fom=
me des deux awtres , comme lear diffévence eft 4 * , dont lavaleur i
fera la différence des [egments,

Nous allons rapporter ici quelques exemples , auxquels ont
fera I'application des problémes précédents.

303. Exemer e L Ondemande de tronver la diftance de deus

119, endroits A & B, donr on peur approcher,

S or. Ayant choifi une ftation commode en C , mefurés d'a-
bord I'angle A C B, puisles c6tés AC, BC; & rélolvant le
triangle A B C (299 ), dans lequel vous connoiffez deux cé~
tés & un angle , vous trouverez le coté inconnu A B,

A C = 60 Toifes
Suppofonsi... 4 BC=286T
C =iy’
AC+BC=145T.
cequidonneta { AC—BC=126T.

._.__:@__.:;E = 61° 30‘
Done ( 4lg. 288 ) Log 146. Kog 26 .~ Log 2ang 61°, 30'. Log tang

A—B
2

Log
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Log 146 . . . . o == 2. 1643529
Or, Log26. .. ... =1. 4148733
Log tang 61° 30’ =110. 2652356

A:B =g. §158560 & partant-{i-}@—n

Donc Log rang
=18"9".
Or, A> B, donc A =79"39" & B==43"21.
On a donc (281) fin 79° 39" :fin §7° % 86T : A B.
Log fin 79° 390" = 9. 9928753
Mais Log fin §7° = .. 9. 9235914
Log B6§=". .:..1. D344984.
Donc Log A B=1. 8652145 , & partant A B=p4*.

204. Exempere II. Ondemande la diffance de deux points
A& B, dont un feul A eft acceffible.

S o L. Ayant choifi pour ftation le point C, d'od ['on peug
découvrir les points A & B , mefurés I'angle C, I'angle &, &
le coté A C; on conclura de la 'angle B, & I'on établira cette
proportion pour avoir le coté A B.

finB:finC::AC:AB.

=54 o
Suppolons A =80°, & partant B= 36°
AC=3236%,

Log fin 64° = 9. 0536602

Log fin 36° == 9. 7692187
Or,
Log 236 ... ==2. 3729120;

Donc Log AB ==1. 6573535 ; & partant A B = 457

205. Exempre 11L Mefurer la diffance de deux licux inack
ceflibles A & B.

S o t. Ayant mefuré une bafe E D , telle que de fes points
E, C, D,on puiffe voir A& B, prenés enfuite du point C
les anigles A CB, ACE, d’oll vous conclutés la valeur de
leur fupplément B C D : prenés la mefure des angles E & D ,
iinfi que des cotés E C, C D ; & vous connoitrez dans chaque

Na

FIG.

119,
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FI1G, triangle AEC, BD C, deux angles & un c4té 5 ce qui fuffic

1120.

21,

pour avoir les deux cétés AC, BC. Donc dans le triangle
A B C, outre I'angle C, vous connoitrés les deux cbtés qui le
forment, ce qui {uffira pour avoir le troificme coté A B.

206. Exemrere IV, On demande de trouver Pélévation per-
pendiculaive d'une montagne au-deffus de la ligne horizontale A B.

S or. Ayant choifi deux ftations commodes A & B, doi
I'on puiffe voir le {ommet S, & ayant mefuré i la toife la bafe
A B, prenez la valeur des anglesSAB ,SBA, & vous au-
rez le c6té SB (298 ), Celui - la étant connu , prenez l'angle
SBE, dontle cété BE eft horizontal , & alors dans le triangle
rectangle S BE, vous connoitrez I'angle aign en B, 'angle droit
enE ; & I'hypothenufe S B, Tl fera donc ailé de le réfoudre &
d'avoir le c6té S E , qui eft la hauteur de la montagne.

207. Exemere V. Trouver la hauteur d'ane tour , oy d'un
objer quelcongue , élevé perpendicalairement fur Phorizon , [oit qu'on
puifle ou gw’on ne puifle pas en approcher.

Sor. 1° 8ilatour ABeft acceflible, mefurez {ur une ligne
horizontale , la diftance CF du pied de la tour a un point F,
que vous choifirez de fagon que 'angle en F foit 2 peu pres
de 45° : prenez cet angle , & dans le triangle rectangle A CF,
vous conneitrez , outre I'angle droit en C, les deux angles ai-
gus en F & en A ; ce qui fufit pour trouver la valeur du coté
A C, auquel ajoticant la hauteur de linftrument F G, vous
aurez la hauteur entiére de la tour. ;

2°. Sila rour eft inacceffible , choififfez deux ftations en D
& enF, relles que lesangles DAF, FA C, ne foient pas
trop aigus : prenez la valeur des anglesen F , & de l'angle en
D, ainfi que la longueunr de la ligne D F : & alors connoiffant
un coré & deux angles du triangle D AF', vous aurez la va-
leur de F A, Celle-la érant connue, on a dans le triang le re€tan-
gle FAC,l'angle en F, I'angle droit en C, & Fhypothénufe
F A, cequifufit (299 ), pour trouver le coré AC, qui eft
la hautear de la tour.




ELEMENTAIRES,

1 Sur les Seclions Coniques.

CHAPITRE PREMIER.

. De la Théorie des lignes Courbes en général.

208. T O U T ES les Courbes qu’on peut décrire fur un plan, FI1G.
font ou régulicres ou irréguliéres. On appelle rézulieres , celles
qui font décrites fuivant une loi conftante & uniforme , telle eft
par exemple la circonférence du cercle, qui eft décrite fuivant
cette loi , que chacun de fes points eft & égale diftance du
centre, Les courbes #rréegulieres {ont celles qui ne font aflujet-
ties 3 aucune loi, tels font les traits qu'un Ecrivain trace au
hazard furle papier. Ces fortes de courbes ne fauroient étre
Fobjet de la Géomérrie.

Defcartes imagina le premier de déduire de la defcription d'u_
ne courbe régulicre une ¢quation indétermince , qui exprimat
la loi, fuivant laquelle la courbe eft décrite, ou du moins qui
en fut une conféquence néceffaire ; & cette ¢quation devant

défigner une propriété qui convint indiftinétement 3 tous les
points de la courbe, il Tappella I'éguarion de la courbe. Reci-
proquement , ayant une équation indéterminée quelconque , ce

meéme Geomitre chercha quelle €toit la courbe a laqueile elle
Nn gy
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FIG. appartenoit , 6u bien quelle étoit la loi , fuivant laquelle if

Tiz.

falloit décrire cette courbe. Tout ce que nous allons dire ici
préfentera des exemples de cette double mani¢re denvifager
les lignes courbes , qui pafle , avec raifon , pour une des plus
heureufes découvertes qu'on ait faites en Mathématiques.

209. DEfriniTions. Solent les deux droites indéfitiies
Q g, R r, qui fe coupent en A, fous un angle quelconque ( ici
on le fuppofe droit,poug une plus grande facilité ) ; qu'on pren-
ne fur Q ¢ la partie A C, que jappelle a , avec laquelle du
point C, on décrira le cercle AMB m. Alors la ligne Rr fera
appellée relativement i cette courbe , I’ dxe des ordonnées , & Q g
U Ase des abfciffes. Le point A fera POrigine des abfciffes & des
ordonnées. Toute ligne comme MP, qui fera abaiffée dun
point de la circonférence parallélement a R r,fera une ordonnée,
& la partie AP {era fon abfciffe. Les ordonnées & les abfeil-
{es feront appellées , d'un nom commun , les coordonnées. Et
par rapport a leurs fityations oppolées relativement 3 I'axe
des abfcifles , toutes les ordonnées qui feront au deffus de ces
axe f{eront dites pofiriver, & celles quiferont au-deflous , feront
dites négatives, 1l en fera de méme des abiciffes relativement
a l'axe des ordonnées, c'eft-a-dire , que nous appellerons pofi-
zives , celles qui font & la droite , & négarives celles qui {ont
# la gauche de cet axe,

On efl convenu que I'abfcifle d'une courbe feroit défignée
par ¥, & l'ordonnée par y. Mais comme chaque point de la
courbe a fon abfciffe & fon ordonnée particuliére , & que ces
pendant on les défigne routes indiftinétement parx & pary,
ces letrres expriment plutot des indéterminées que des in-
connues.

210. Cherchons prélentement I'équation au cercle A M Bm,
dont le centre eften C, & dont le rayon A C eft une quan-
tité connue qu'on a prife & volonté fur A ¢, & qu'on défigne
par a ; ce qui donnera pour fon diamétre A B, la quantité con-
nue 2 a; d'ailleurs, puifque AP eft appell¢ ¥ , la diftanceP €
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de I'ordomnée au centre C fera néceffairement a — # , toutes les F1 G.
fois que cette ordonnée M P tombera entrel'origine A 8 le cen- 122,
tre C;& cette diftance p C ferax— a,lorfque I'ordonnée m p tom-
bera an-deld du centre relativement a origine A. En outre , en
fuppofant , comme ici , les deux axes perpendiculaires , I'un 2
Vautre , on a pour un point quelconque M, un triangle rectan-
gle tel'que M P C, quidonne (173 ) MP2=CM: —P Cz,
Or,MPefty,CMefta , PCefta—xoux—a, quiont le
méme quarré. Donc y2 =a2 — a* -2 4% — x2 =2 4 ¥ — x*

=24—2 X *x:&comme24—¥=BP, & x= AP.l'équa-
tion précédente exprime, gque pour un point quelcongue de cette
conrbe , le quarré de [ordonnde waut le relangle fair fur les deux
Jegments correfpondants du diaméere ; on ce qui eft le méme , que
la perpendiculaive abaiffée d’un point quelcongue de la courbe fur le
diamérre , eft moyenne groportionnelle entre les deux fegments de ce
diamétre , ainfi que la Géometrie nous l'avoit enleigné plus
haut ( 147 ).

a11. Comme il elt loifible de placer I'origine oii I'on veut,
on auroit pu la placer au centre C, & on auroit eula méme
propriété exprimée en termes différens. Car alors CP=x
AP=a—x&BP=a—+~ Or,letriangle reftangle MP C

donne,M Pz = M C? —C Pz, ou bieny* =a* — st =a—s
Xa-+x,ousta—yx:y:a-+% Ce qui prouve encore que
la perpendiculaive DI P ¢ff moyenne proportionnelle ensve les deax
fegments du diamérrve.

212. Suppofons maintenant qu'on soccuppe de opération
qui eft U'inverfe de la précédente , cefi-a-dire , quayant I'é-
quation indéterminée y y = 2 a ¥ — x* , on cherche la courbe ,
i laquelle elle appartient. Pour y parvenir on prendra d’abord
dans cette equation la valeur de y, ce qui donney=H-
B i — x5 enfuite on tracera les deux axes ou les deux
droites indéfinies R r, Q g (qu'on fuppofe toujours ici fe cou-
per  angles droits ) : placant l'origine en A , on {uppofera que
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du c6té des abfeiffes pofitives on fait x fucceflivement égale §
RN B o R T e R e SR S AR R T
donnera pour les valeurs correfpondantesde y ( en {uppofant
que la quantité connue 24=6 ):0, vV 5, +V 8,4+ 3,4
v 8,4 v 5,4 0; & au-deld de ce terme , ceift-d-dire, en
fuppofant x> 6, toutesles valeurs de y feront imaginaires,
puifque dans I'équation y = 4~ V2as—xx,leterme nega-
tif x* fera plus grand que le pofitif2 a ».

Cherchant enfuite les valeurs des y du c6té des # négatives,
eeft-3-dire , en {uppolant celles-ci fucceffivement égales do,
-1 ,—2,—3, &c. on verra que la premiére efto, & que
toutes les autres {ont imaginaires, puifque » ¢tant négative,
Je terme 2 ax devient néceflairement négatif dans I'équation
3=V 2ax—=xx; & de toitcela on conclura :

213. 1° Que la courbe dont I'équation efty> ==z ax —ux 4,
pafle par I'origine A ; puilque en fuppofant  ==o0,on ay=o0;
& qu'il n'ya évidemment d’autre point que origine , qui puiffe
correfpondre a la fois 3 une abfcifle o & i une ordonnée o.

214. 2°. Que cette courbe ne s'étend point du coté des abl-
cifles négatives , puilque les ordonnées ¢tant toutes imaginai-
res de ce c6té , aucune ligne ne fauroit en exprimer la valeur.

215. 3° Que du cété des abiciffes, pofitives , la courbe sé-
carte d’abord également de I'axe des ablciffes, tant en deflus,
qu'en deflous ; puifque a chaque valeur pofitive de &, répon-
dent d’abord deux ordonnées égales & croiffantes , 'une pofi-
tive, lautre négative, favoir, 0, 4= v/ §, 4=/ 8, = 3 s quielle
s'en rapproche enfuite dans le méme ordre ;5 puilque fes or-
donndes décroiffent également , en devenant4-3, 4~/ 8, &
v 5, 035 & qulenfin l'ordonnée redeviento , ou bien que la
courbe rencontre encore l'axe des abfciffes , lorfquion fait
S==ga=—10

216. 4°. Que la courbe en queftion ne s'érend pas au-deli du
point ou l'abfciffe vaut 2 « ou 6 5 puilque faifant x > 2 4, la va-
leur de y eft imaginaire dans I'équation y = Vias— *x3 &
quainft la courbe elt rentrance.
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217. §°. Enfin, que 1a ou labfciffe eft fuppofée = 3, ou bien FIG.
=4, la double ordonnée devient 4 3, c’eft-a-dire , la plus ;55
grande de toutes, & égale a I'abfciffe 5 d'ot l'on voit , que fi
on prend A B=12 a& A C=a, la courbe en queftion s’écar-
tera ¢également du point C, tant au-deflus qu'au deffous de
AB, & rant a la droite qua la gauche de ce méme point; &
quainfi fa courbure eft parfaitement uniforme en tout fens. Fai
fant donc pafler une courbe par les points A & B, & par les
extrémités des ordonnées ( qu'on peut fuppofer plus rapprochees
pour la tracer plus exaltement ) on verra qu'elle n'eft autre
chofe que le cercle AM B m , dont le centre eft en C, & dont
le diamétre eft A B.

213. Remarqu . Défquon fuppofe les ordonnées M P,
mp , perpendiculaires aux ablcifles, chaque ordonnée exprime la
diftance d’'un point de la courbe M ou m, i I'axe des ablciffes:
& réciproquement, chaque abfciffe A P, A p, exprime les diftan-
cés de ces mémes points M & m & axe des ordonnées 5 puifgue
les perpendiculaires M N, m 5, {ur I'axe des ordonnées R » , me-
furent ces diftances, & qu’elles font égalesa AP & A p. D'oi
T'on conclura:

219, 1°% Que fi I'équation d’une courbe eft telle , qu'en fup=~
pofant une certaine valeur 3 x, onrende y =c, la courbe
rencontrera I'axe des abfciffes & une diftance de lorigine , égale
# cette abfcifle : & réciproquement , sily a une valeurdey,
qui rende x =0, la courbe rencontrera I'axe des ordonnées 2
une diftance de l'origine, exprimée par cette ordonnée.

220. 2°, Que s’il 0’y a aucun terme conftant ( ¥ ) dans I'équa-
tion d’'une courbe , elle pafle par I'origine 5 puifque alors x de-
venant o , y devient o. Mais s’il yen a un, elle n'y paffe pas;
puifque dans ce cas la fuppofition dex =0, ne rend point y
| tgale a o. Anfli avons-nous va plus haut (210 ), que quand on

P e ]

(*) On entend pat terme sonffant 5 celui ob les variable x cu 5, n'em.
et pas,




286 ELEMENS

FIG. prend pour I'équation au cercle y y = 2 a» — x &, Vorigine sft

123,

dans un point de la circonférence ;5 & que quand on a pour
cette équation y* = a2 — %, l'origine eft au centre (211 ).

221, DEriniT10Ns L Onappelle fommers dune courbe,
#2ous les points ou certe cosrbe conpe Vaxe des abfciffes. De fagou
qua linfpe&tion de I'équation, on voit 1°, Si la courbe a des
fommets:2°. Combien elle ena: 3°. Que celles dont I'équa-
tion eft du fecond degré , n'en peuvent avoir plus de deux.

222, L1, Les lignes font diftinguées en divers erdres , [uivant les
d{ﬁ’érrm: degrés de Pégnation gu; en exprime la nature. Ainlﬁ Ié-
quation ay -b x 4+ ¢ = o, exprime une ligne du premier or-
dre , ceft la ligne droite : y2 — 24 x4 ¥ ¥ = o , exprime une
ligne du fecond ordre, ceft le cercle , &e.

223. Soit I'¢quation du fecond degré x y = «, qui donne

a » . A ’ i
y=z fuppofons que fur I'axe des ableiffes 8 du coté des #
pofitives, on prenne AT=—=a=1,AS=12, A0 =3, &ainfi
defuite pour les autres ablciffes. D'aprés cette fuppofition , les
valeurs correfpondantés des ordonnées T M, S M, O M, &ec. fe-
ront 1, -, 5, &c.julqui linfini ; de fagon que les y diminuant
toujours & proportion que les ¥ pofitives augmentent ; la courbe
jettera une branche infinie , qui de ce c6té sapprochera tou-
jours de U'axe des abfcifles ; fans jamais le rencontter,

Suppofons préfentement que prenant les x toujotirs pofitives,
on leur donne différentes valeurs au-deflous de I'unité ou de

;o
)_3] 3

A T, & quon les faffe ;' 8¢ ; alors les ordonnees cor-

1 1
refpondantes , toutes placces entre A & T, feront 7 ou 2,3
2 3

ou 3, oug, &c. ainfi de fuite tonjours en croiffant, jufqu'a

E o]

Finfini , & proportion que les ablcifles décroitront. La branche
de la courbe oul elles fe termineront , s'étendra donc 2 Uinfini le

long de I'axe A R des ordonnées ; & ne rencontrera jamais cet
axe




DE MATHEMATIQUES. 287
axe , ou bien ne le rencontrera qu'a une diftance infinie de I'ori-p 13,
gine. Parconl‘équcﬂt cette courbe jettera deux branches infiiies 1,5
dans I'angle R A g des coordonnées pofitives. 8i 'on fuppofe les

. ‘ . s sy . a
¥ négatives , il eft clair qu'alors I'équation y = —= , rend les
——

ordonnées négatives , & qu’ainfi cette méme courbe étend en-
core deux branches parfaitement femblables dans I'angle Q A r
des coordonnées négatives ; 8& comme ces deux parties font
défignées par une feule équation irréductible xy == 4 , elles ap-
partiennent 4 une feule & méme courbe, appellée Hyperbole,

223. Cor oL D'aprés I'équation de I'Hyperbole , on doit
donc conclure : 1°. Que cette courbe ne paffe pas a4 Porigine ; cax
¥y==a,0uxy—a=0 aun terme conflant. 2°. Qu'elle n’a pas
de fommers , ou ce qui eft le méme , quelle ne lesa qu'a une
diftance infinie de l'origine ; car pour avoir y =0 , il faut dans
équation y =E , luppofer « infinie. 3°. Que ler ordonnées [one
n raifon yéciprogue de lears abfeiffes 5 car appellant une abfciffe
X & fon ordonnée Y , un autre quelconque x & fon ordonnée
ryonaXY=a==xy, ou bienX:12 . y:Y.

224. DEriw1T1 0N Onappelle Affymprote reclilighe d'une
courbe , touse ligne droite de laguelle cette courbe s’approche ronjours ;
fans jamais Parreindre. Ainfi dans I'hyperbole les deux axes R,
Q g, font fes deux Aflymptotes reétilignes.

22¢. REwM ar qu e Outre la courbe du fecond degré , dont
nous venons de parler , les Géométres ont donné le nom

d'Hyperbole i toutes celles , dont équation eft renfermée dans
- N a
cette expreflion génerale y™ " =4, ouy™ = e quels que
¥

{oient les nombres éntiers que défignentm & n ;3 & ils appellent

cette efpéce de courbes la Famille des Hyperboles, Sim —=n=—1,

onayx == a; & c’eft 'Hyperbole du fecond degré,dont nous ve-

nons de parler:fim=a28& n=1 , on ayx=a, & ceft

FHyperbole du troifiéme degré, ou Cubique; fime=2 & ne=a,
Oo
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FIG ilvient ¥2 y2=a, & c’eft 'Hyperbole du quatriéme degré &e

124

226. Soit encore propo{é de trouver la courbe , dont I'équa-
tion eft y> = p ». Pour cela je fais la quantité connue p=1, &
je donne i =, du coté pofitif, les valeurs fucceffives 0,1, 2,
35, 4.... Les ordonnées qui en réfulteront feront o, 4=1, 4=
V2,24 V3,4 V4. --.Etjevois que p étant pofitif, la courbe
manque du coté des ¥ négatives, puifquepx devient alors
négatif , & que I'équation fe changeant en y y ==—p ¥, toutes
les valeurs des g font imaginaires. Dot je conclus 1°, Que fi
Pon prend le point A pour Lorigine , la courbe poffera gar ce point s
puifque I'équation n’a pas de terme conftant; ou bien que ¥ =o
donney = o0:2°. qu'elle n'a que ce feul fommei ; puilquiln’y a
qu'une ¥ = o qui puiffe donner y = o. 3°. Qu’elle a deux branches
infinies & égales A M, Am , qui 5’ érendent & s'éloignens toujours
&r également des abfeiffes pofirives , fans reparoitve du coré des abfeiffes
négatives 3 8 quainfi la courbe n'eft pas rentrani'e.q.’. Que ces
branches 5'écartent moins de I'axe des abfciffes , que de celui des ordon=
nées 5 car la diftance de chaque point M ou m, & I'axe des or-
données, eft exprimée par la perpendiculaire M N, ou fon
égale AP, qui eft »; tandis que la diftance de ce point a I'axe
des abfciffes, eft exprimée par M Pouy , qui vaut v/ §% Que
Jes axes ne pewvent point luifervir d'affymptote, puifque loin de
s'en approcher , elle s'en éloigne toujours.

227. RE M AR QuE. Lacourbe dont nous venons'de parlet,
eft celle qu'on nomme Parabole. C'eft fous cette méme déno-
mination qu’on a renfermé toutes les courbes , dont I'équation
fe préfente fous cette forme générale , ym = p™=1 x , qui repré-
fente l'entiére Famille des Parabo!es. Quand m = 2, I'équation eft
¥* = », & c'eft la Parabole fimple & ordinaire : quand m=3,
I'équation y’ ==p2 », repréfente la Parabole cubique , &e.
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CHAPILT R.E-Li
De UElipfe.

228.DEr1- ;

NITION ].SI I'on fuppofe que fur un plan quelconque on prenne
i volonté deux points fixes F, f,dont on connoit I'¢loignement,
& qu'on décrive une courbe A M Baé, en fuivant cette loi *
qw'a chaque pas du poins générateur 4 la fomme de fes denx diffances
aux deux points fixes B, f, [oir tonjours la méme & égale a une
ligne donnée 2.2 5 la courbe ainfi formée fera une Ellipfe.

229, C or o L L. 1°. D’aprés certe génération, il eft aifé de
décrire cette courbe par un mouvement continu.Car prenant un
fil infiéxible , dont la longueur égale la ligne connueza,
fixant fes deux excrémités en F & f, fi on le tient toujours éga-
lement tendu avec un ftile, la pointe de ce flile décrira la
coutbe en queftion ; puifque la fomme des deux diftances de
chaque- point de'la courbe aux deux points fixes F , f, vau-
dra toujours. la longueur entiére du fil , ou za.

230. 2°, Si fur le poine C, qui tient le milien entre F & f,
on éléve la perpendicnlaire B4, jufqu’d la rencontre de la
coutbe , cette perpendiculairve fera une ligne connue , de cela feul

gw'on connoit F f. Car alors FB = fB=u4. Donc dans le
triangle reGtangle BCF , onaura BC=V4 —TF: ; par

conféquent B b =2 V4* — CF2,

" 231. 3°. Quand la courbe paffera fur la ligne , qui jointles points
F&rf, elle ferad diftances égales de ces deux points , ou bien on
aura,F A—fa. Carza=F A+ fA=Fa+fa Or, fA=
fF+FA,& Fa=Ff+ fa. On aura donc F A~ fF -
FA=fF -+ fa~ fa: oubienen rédutfant, aF A =z fa,
&enfin F A= fa.

Oo i

FIG,

12§.
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FIG. Do I'on conclura que la ligne A a , qui traverfe la courbe en
125. paffant par les points B, f, eft égale a la ligne donnée 2 4. CarFa
“+fa==12a, parla nature de la courbe. Or, fa=F A. Donc
Fa4+FAouAa=z2a. '

232. Dérinition IL La ligne connue A a sappelle le
grand Axe de VEllipfe , je la fais==2 a4: la ligne B 5 perpendi-
culaire fur le milien du grand axe, s’appelle le petir dxe, & com-
me elle eft connue (230),je la fais=12 & : les points fixes F,
f» lontles Foyers 5 A , afont les {fommets; C eft le Cenre, La
diftance connue F fdes deux foyers eft /'Excentricité , que je fais
== 2c , & partant F C ou fC = ¢. On apppelle Rayon vecleur ,
une droitey M ou F M , menée d’un foyer {ur un point de la
courbe , ce qui fait que chaque point de la courbe fe rapporte
2 deux rayons veéteurs. Suppofons qu'on place l'origine des
coordonnées au centre C, de l-'agon que CP=x &PM =y;‘
alots fP=c 428t FP=c—x.

233. Avant de pafler plus loin , il faut remarquer que le point
B ¢rant autant éloigné de F que de f, on doit avoit BF =a,
tandis que B C =4, & C F == c. Donc dans le triangle reftan-
gle BCF,BC:=BF>~— CF= , ou bien 6% =a* —¢2,
Donc *2a4-c:b:am=mc.Orjadc=Fa, &a—c=FA-
Donc le demi-petic ase elt moyen proportionnel entre les diftances

d'un der foyers aux deux fommets.

234. Pour trouver I'équation a I'Ellipfe , il faut fe fouvenir
que pour un point quelconque M, la fomme des deux rayons
vecteurs eft 2.4 5 donc fi je fais lenr différence=2 2, le plus
grand fM = a~+ =z, & le plus petit =4 —z.

Cela pofc, dans les triangles rectangles MPF, M P f, ona
FM:=MP:4-FP:, & f M:=P M=+ f Pz. ou bien ex-
primant 'une & l'autre équation analyriquement :

a* — 2422 =yt -t =2 ¥+ X2,
Gt~ 24322 ==y - ¢2 4-2¢ X 4 &%,

8i 'on fopftrait la premiére équation de la feconde, ilrefte

cx
dazcT=4cX, dnncz:—.
a
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Subftituons cette valeur de z dans la premiére équation ,& F 1G.
ct x2

elle devient, a2 — 2. ¢ ¥ -~ =y =22 ¢x--x2, Donc T35-

c: x2

B e = Or,a‘-—C‘—b’-(zgg);&-—-
a2
;+c1 52 — gt X1 o2 x2 w— x2 (a2 =2 ) —hzxt
x = — ~ ==
ar at at ar

: br x2 b
Donc y2 = bz — = =—1(a2—x‘ ).01,8* — x* ==a-+x

Xa—x==aP x A P. Ainfi dans cette courbe le quarré de I'or-
donnée eft égal au reclangle des abfciffes , multiplie par une fratlion
dont le numerareur eft le quarré du demi-pesir-axe 5 & le dénomipa-
seur ¢ft le quarvré du demi-grand-axe.

235. REMarQue. Si l'onavoit placé l'origine end, &
quon elit fait AP = z, on auroit ¥ =a— 2. Donc en {ubfti-

F 3
tuant cette valeur dans 1'équation trouvée y2 = — (a* — 23},
7

il viendroit, ylz; (a2 —a*+ 24z —=2% )= :j:( 242
2 A

% )= ~ X28—z Xz, qui exprime la méme propriété ,

d'une facon analogue a ce que nous avons vu dans le cercle ,

en comptant les ablciffes tant6t du centre , tantot du fommet.

236. Cororr. Concluonsde I : r°. Que I'équation feule
de cette courbe défigne , gw'elle a deax branches égales de chague
ciié de Paxe des abfeiffes 5 puilquey a toujours deux valeurs
égales.

237. 2°. Qu'en plagant lorigine en A , elle coupe l'axe a Pori=.
gine & a la diftance de Porizine = 2 a. Car alors y duqcmo en
fuppefgrs* g ='6,&en iuppofdnt Z=aa:

238. 3°. Que fi 'on faifoit 4 = a , alors I'équation de cette
courbe deviendroit y* ==4* — a2 , qui eft la méme que celle
du cercle. Or, b=a, fuppofec==0 ; puifqu’'on a tomjours
{233) b* =a*—c2, Donc un cercle peur érve confidéré comme
wne Elligfé , dont excentricité eft nulle.
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239. De ce que y=za—,-(a’—-x2), il s'en fuit que l'ona

cette proportion ¥* :a® —x* 114% 12 , Ceft-d-dire , gue le
guarré de Uordonnée eff au vetlangle des abfciffes , comme le quarré
du demi-perie axe efl au quarré du demi-grand-axe,

240. 3°. SiVon décrit un cercle fur le grand axe de I'Ellipfe;
& qu'on place pour 'un & l'autre l'origine au fommet A, on

aura pour Yordonnée du cercle Y2 =2 sx — »2: & pour lor-
; : i ' b*
donnée correfpondante dans 'Ellipfe ,y* = X (zax~x")

Donc merttant le tout ent proportion, Y':y® jlzax-——g':

x 1

b
z(za:.ar—a:)..x : ss6* 6% Donc Y : 3 it a b Or, appel-

lant V & v deux autres ordonnées correfpondantes dans le mé-
me cercle & dans la méme Elliple , on auroit également V: vi!
a:0.DoncY:y::V:iv, Celt i-dire, que les ordonnées de ¥ El=
ligfe fons proportionnelles aux ordonnées corvefpondantes dansle cer-
ele circonfiris. Ce qui prouve que pour décrire une ellipfe il fuffi-
roit de divifer proportionnellement toutes les ordonnées dun
cercle , & de faire paffer la courbe par les points de divifion.

24t. DEriniTion III. On appelle Paraméwre , dans
une fellion conique, la double ordonnée qui paffe parle fo-
yer s & comme on emploie fouvent fon expreflion , nous al-
Ions en chercher la valeur dans PEllipfe.

242. Pour la trouver , je remarque que I'abfcifle qui répond

a cette ordonnée eft a — ¢ ; mettant donc cette valeur a la place
d I'équati b 3 EPRIRIRG
de x dans l'équation y =—(245—x'), jaiy =F(za

éz
—(2a’—24c—a" +2acmc’)

b* ate—¢
—-—-(a —¢* ).Etcomme b* = a2 —c¢*,onay’ -(--;~;—-)-.
Doncy = - = : bien 2 Y LSO Y XL
oncy = —— _:-(zg;).ou ien 2y = ——: ceft-a-

dive , que le paramétre vaus le quarré du pesis axe divifé par le

)(.e—-—c-——-a-—-cl }:

2 P
z.-..(
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grand axe , ou bien encore gu’il e¢ff une wroifiéme proportionnclle F1G.
an grand & au pesis axe , puifque faifantzy=p,onaztza: 125.
zb:p. Dou il fuit quen confidérant le cercle comme une El-
lipfe , dont I'excentricité eft nulle, le Puramétre du cercle eft un
diam.tre.

243. Il eft maintenant aifé de faire entrer le paramétre dans

z
I
,onabr=z ap.

I'équation i I'Ellipfe. Car puilque p = o
Subflituant donc a la place de 4* dans la premicre équation

P
2a

!’2
ilEllipfe y' = — (4t —x2 ), 0nay* =" (a'=3'), ou

‘ 1 fx
bieny* = ; ap — e

Si I'on fubftitue a la place de 4* dans la feconde équation 2

? b
IEllipfe , qui eft y2 ¥ (2ax==x"),0n auraf::ﬁ(z ax
px*

b
244. De I'expreflion du paramétre , il s'enfuit que dans cerre

courbe #l eft plus perit que la quadruple diffance du fommies au foyer
wifin. Car appellant cette diftance d , ohad=a—c, tandis

...-x’):px—

E’z X_ 2 ?_-—.1
quep:z . 24 - 2¢ (233).Doncp:d ;;iﬂ._"_a.___)
2(a-+¢)
t4—clt ————~ iyt 2a~2c:a.Doncpigdilza-

a
2¢:42.0r,2a-+2c<j4a, puifqueze <24 (232). Donc

P<<4d.
{7}?

245. ReM A R QU E. L'équation a I'Ellipfe * = a—,-{a’—-x‘) »
qui eft venue en comptantles coupées du centre , nous donne
I'équation au petit axe. Car dans le parallélogramme des coor-
données CPMD, CD=MP, & D M=C P. Donc l'or-
donnée du petit axe eft 'abfciffe du grand , & labfciffe du pe-
tit eft lordonnée du grand. Ainfi appellant ici I'ordonnée » 8&

1

1" . a .
labicifle y ,on a, x‘=é—; (b7 ==y* ). Ce qui prouve 1°
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Que les propriéiés de PEllipfe , vapporeée a fon petrit axe , fonr ler
mémes que celles de la méme courbe , vapporeée au grand axe.2’.
Qwainfi fi Pon décrie un cercle fur le petit axe , [es ovdonnées [eroms
proporeionnelles a celles qui leur correfpondront dans le perie Axe,

246. Cor oL La furface de PEllipfe ¢ft donc moyenne pro-
porzionnelle entre celle du cercle infevit @5 celle du cercle circonf=
crit. Car appellant la furface du cercle circonfecrit C, celle de
FVinferite , 8 celle de EllipfeE, ona, C:E::24:25,&
E:cii2a:2b.Donc == C:E:c.

247. D’oul il fuit que E* = C c. Appellant S la furface d'ong
autre Ellipfe , D & 4 les cercles circonfcrit & inferit , en auroit
S*=Dd.DoncE*:8* ;1 Cec:Dd. Or, fi l'on défigae les
deux demi-axes de la premiére Ellipfe par A & par B, les denx
demi - axes de la feconde par a & par 6, les deux cercles
circonfcrits auront pour rayons A , a : & les deux infcrits, B,
b. Donconaura(177)C:D (2 A*: a2, c:d ; B2: 5% Etpar
conféquent (4/z.233),Cc:Dd:: A* B2 :42 4% Donc E* : §*
T A'Bria’ b ,0uE:S:: AB:ab, ceft-a-dire, que les fur
faces de deux EHipfes, quw'on compare , [font enwr'elles en raifon
compafée de lears axes,

CHART T RETIFE
De UHyperbole.

248. DEr1-

NITION. S UPPOSONS que {ur une droite indéfinieQ ¢
on prenne deux points fixes F , 3 & que fur le plan qui con-
tient cette ligne on prenne une infinité de points , comnme M,
tels que la différence des diftances de chacun aux deux points
fixes F, f, foit toujours la méme , & égale 2 une ligne droite
donnée,que jappelle 2 a: alors la courbe D A E,qui paffera par
tous ces points, fera une Hyperbole , & les points ¥, f, en ferone
les Foyers, 149
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149. Pour décrive une Hyperbole par un mouvement con- piea
tinu, il ne faur donc que fixer lextrémité d'une régle 3 un ;.4
point f, qui fera un foyer , autour duquel elle puiffe tourner 3
avoir un fil infiéxible G M F , plus ou moins long que la re-
gle /G, dont un bout fera attaché en G & lautre en F, &
parun ftile M, tenir une portion du fil M G, appliquée i la
regle , tandis que celle-ci tourne fur le point £. Alors la diffé-
rence des diftances du flile aux deux foyers, fera toujours la
méme , & vaudra la différence quily a entre la longueur da
fil & celle de la régle.

Si aprés avoir décrit la branche D M A, on renverfe la ré-
gle , le ftile tracerala branche A E , parfaitement femblable a
la précédente ; & fi on fixe d e la méme maniére I'extrémité de
larégle en F, & qu'on attache le bout du fil en f, on tracera
la courbe d ae, tout A fait femblable 3 D A E , & qui tournera
fa convexité versla premicre. Ces deux courbes sappellent
ler Hyperboles opyofées.

250. Co rori. D'apres la génération de cette courbe , on
peut conclure : 1° Qu'elle coupera la ligne indéfinie Q q , dans deux
poines A & a , qui [eront entre les deux  foyers ( Ces points en font
appellés les fommers ).

251. 2° Que les deux fommets A , a , fonr également éloignés des
deux foyers F', f; ou bien que F A =fa. Car par la nature de
lacourbeon a,fA — F A =2 a=F g — fa. Donc retranchant
de fA & de Falapartie commune A a,onafa—FA=FA
— fa, Donc 2 fa=—=2F A, oufa=FA.

2¢2. Il {uit de 13 que la diffance des fommers A, a, vaut la quans
viré connue 2 a. Car fA —F A =2 a,ou bien fa+aA —F A=
24.0r, fa=F A; donc Aa==2a, (Laligne A « quijoint les
deux lommets, eft appellée le premier Axe des Hyperboles , & le
' pointdu milieu C en eftle Centre ),

253. St fur le milieu C du premier axe on éléve la perpendi-
culaire B 4, terminé¢e aux points B , &, en portantde A les lig-
nes AB, A b, égales a la demi-excentricite I C , cette perpen-

Pp
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F1G, diculaire fera appellée le fecond 4xe des Hyperboles oppofées.Ee
126, comme ce fecond axe eft néceffairement une quantité connues

127.

défqu'on connoit B A & C A ; nous 'appellerons 2 4. Ici com=
me dans UEllipfe Uexcentricité F feft appellée 2 ¢, I'ordonnée
P Mefty: & plagant l'origine des abfciffes au centre, CP fe-
rax, DoncPF=rc—x, & Pf=c 4 ».

254, TufoRrEmE L. Dans cetse courbe le fecond demi-ase oft
moyen proportionnel entre les diffances d'un méme foyer aux deus fom=
mets,

D e m. 1l faur démontrer que 3 F A : B C: F 25 ou bien que
Tre—aibic+ 0 Or, celaeft ainfi s car le triangle reCtangle
BCAdonpe BC* =P Az —C A%, oubien bb=ccmman
Donc=tc—a:b:c—4 a.

255. Tuéor &t mu 11 Dans cetre courbe le quarvé d'une ors
donnée waut le reclangle de fes abfciffes , multiplié par une fraction
dont le numérareur eff 6° & dont le dénominateur eft a®,

D e m. Puifquiici la différence des deux rayons vefteurs eft
toujours 2 4, appellant leur fomme 2 2z, le plus grand fera
z-a, & le plus petitz — a.

__Cela pofé, dans les triangles reftangles MPF ,MPf,ona
MF:=MP=+PF & M, * = MP* 4 Pf 2, Donc fubfli=
tuant les expreflions Algébriques ,ona :
Zz—24zt+Aaa=j)yycc—20%x¥
Z2Z~2424aa=—yy¥—CcC=-2cXxF2x¥
Souftrayant la premicre équation de la feconde, 4az=4cs,

cx
ouz—— &zz—
a

cLxY .
. Subflituant cette valeurdez & de

[ - -

22 dans lapremicre équation ,ona ; —2cX¥~aa=yy

ccxx

ofcc=—2c¥~xy DolCyy== — ¥ O C =-ad =

aa
rrrx——.zejj__ccc"aajm(rc——aa)xx—-aa(cc-—-—aa?
aa aa

bbxx—aakhb kb
=-— (¥
éa aa

Or, cc—aa=bb. Doncyy =
—aa ) g
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2§6. Remarques. 1 Sil'on place 'origine en A, & qu'on FiGe
faffe A P =z, 0n aura ¥ = a + z , fubftitnant cette valeur dans *37°

e ! % bb
I'équation précédente,ona, yy=— (44242 422—aa)
aa
b ! . . n
=—(2a4z-+22): ce qui exprime toujours la méme pro-
aa
S - : - - b b
pricte. Mais en examinant cette équationyy = — (2az-=
aa

zz) , on en peut déduire ; 1°. Que du coté des » pofitives cha-

ordonnée & deux valeurs , favoir ]/"’"l
que ordonnée & deuxv > favoir 4 ;.(2dz,+_zz)’
& que cette courbe jette deux branches de chaque coté de fes
ablciffes. 2°. Que du coté des abicifles négatives la courbe dif-

! . PE bb
paroit,tant que 2 eft plus petit ou égald 2 a. Car alorsy y = <
a

p &b
(zaz+zz)deglenryy:;-;(—za2+22)5 & par con-

féquent le fecond membre eft négatif, tantquez42>22:ou
bientant que 2 2 > z. Donc alors les valeurs de y font imagi-
naires. Maisfi 24==2, ona y=/0, ce qui exprime que du
coté des » pégatives , la courbe va couper 'axe des abfciffes 2
la diftance de I'origine =24. 812> 24,24 2 < z 2. Doncla
courbe reparoit an-de-la de ce point , & elle a deux branches ,
une de'chaque coté de axe; ce qui prouve que les deux Hy-
perboles oppofées font une méme courbe partagée en deux
parties f¢parées par le premier axe ; puifque une méme équation
les repréfente toutes deux.

257. 11. Si I'on fuppofoit que dans 'Hyperbole le fecond
axe fut égal au premier , ou bien que b=a, I'¢quation, en
comptant les abfcifles du fommet, feroityy=zaz-+22;8&
par conféquent elle ne différeroitde celle du cevele (210 ) , que
par le figne qui précéde le quarré z = , lequel eff ici pofieif, tandis
que dans le cercle il eff négarif ('Hyperbole dans laquelle le fe-
cond axe égale le premier, s'appelle Hyperbole équilatire ),

258, 111, Enfin i faut obferver que , {oit qu'on prenne I'é-

Peois
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- quation de I'Hyperbele du centre, foit qu'on la prenne du fom-
. met, elle ne différe de celle de 'Ellipfe que par les fignes, &

que l'une & l'autre font renfermées dans cette expreflion , yy =
bb e ; bk LIk
—(Z-aa~ xx):oudans celle-ci,y y = f—: (zaxFxx),
aa a

2¢9. On appelle Paramérre dans I'Hyberbole la double or-
donnée qui pafle par le foyer. Pour avoir la valeur de cette
ordonnée, on obfervera qu'alors, en comptant du centre, s =¢;

bb : bb
doncyyx;?(xx——aa) dev:cntyy.—:.-;: (ce=—aa).Or,

4bb
24

b4 Bboon
cr—-—aa:bé.Doncyy:;S:y:—a;Amﬁzy=

S bk
Donc appellant le paramétre p, jaip = 42 5

,ou bien2taa4
£2.05 0
260. Si l'on veut faire entrer le paramétre dans I'équation 3

bb o
la courbe, on fait quep:%—;,&quamﬁ 2ap=4bd, &

~ap==42b. Subftituant donc cette valeur pour & & dans I'équa-

bk
tionyy= 'a—:z(xx—-a a), on ayy_—_;%(xx——-aa) : & i

Yon comptoit les abfcifles du fommet , on auroit eu,yy=
2 (zaz-~z2z),
24

261, TuftorEme 111 Dans PHyperbole le paraméire off
plus grand gue le quad‘mpfe de la diftance du fommer an foyer , o
bien,p> 4 (c—a).

B Curp 28 steemen) Lol U
Doncpig(c—a)is2(c+a)iga Or, 2(c~+a),ounz¢
“+2a>4a Doncp>4(c—a).

: bb
262. RemarqQuEs. L L‘équatmnyy:‘;- (¥2—aa),

que nous avons trouvée en comptant les abiciffes du centre,
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nous donne I'équation au fecond Axe. Car ici, comme dans

TEllipfe (244 ) , = reprélente lordonnée au {ecend axe ,& y fon el

» a - . - T
ablciffe. Or , #x= b—f (y v + b4 ): Equation bien différente

de celle du premier axe, puilque y y -+ & b ne peut point re-
prélenter le reftangle des abfciffes.

263.11. Si I'on prend fur le fecond axe B b deux points F' »
J's tels que CF'=Cf'=BA, on pourra , de ces deux
points pris pour foyers , décrire deux Hyperboles (* ) oppofées
DBG,dbg, qui auront B b pour premier axe & A 2 pour fe-
cond axe. 1l eft clair que I'on a dansces deux courbes les mémes
propriétés que dans les deux premicres, en changeant feule-
ment bena, 8&aenb. Ainfi puilque en faifant CP ==, nous

b —— L
avonseuyy:;—;l—(xx:—-aa),ouPl‘iI‘:;;-(CP’-—aa),
il s'enfuit qu'en faifant CS ==x , nous aurons D §* =
aa P s S bh - -
z-’——b—(CS’-—bé):dou (45‘3‘1—‘3—(1)5‘-1—44). { La

premicre de ces deux équations eft celle du premier Axe Bé
des nouvelles Hyperboles , & la dernicre eft pour leur {econd
Axe Aa).

264. 111. Les calculs néceflaires pour trouver les expreffions
de certaines lignes dans 'Elliple & "Hyperbole, peuyvent fe faire
dela méme maniére. C'eft pourquoi nous employerons pour les
démonttrations fuivantes deux figures de ces courbes , que nous
conftruirons femblablement. Lorlque les réfultats , ou quel-
ques-uns de leurs termes , auront un figne double 4+ on ==, 1
faudra prendre le figne fupérieur pour I'Ellipfe, & linféricur
pour I'Hyperbole.

265. TunftortMe IV, Lexprefion du petiz rayon welteur

FM, e ,FM= = AL : celle du grand rayon wveétenr fM
a

( * ) Ces Hyperbeles font appellées les Hypetboles conjuguées aux deux autres,
& ticiproquement.

A Tl
TOULOUSE
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FIG fﬂ,fM__-:ﬂ_::_—,if

&Iff la fuppoferons dans la fuite. )
% D e m. Nous avons vu (234 ) 1°. Que dans I'Ellipfe F M=

(Torigine ctant au centre , comme nous

X A
a—z,8& fM=—a-+z;2° Quez= —;5(11 en eft deméme pour

I'Hyperbole ( 255 ) avec les changemens de figne , ceft i-di-
re,que FM =— a+4-z, & M==a-z ). Donc enréuniffant

les deux courbes F M = a4 F z2==a %x= iaa—kc::

a

: aa X
De méme fM = s e
a

266. La Soutangente dans ces courbes eft la particPT du
premier axe , comprife entre l'ordonnée MP, & la tangen-
te T M.

267. Tuf or & me V. Dans PEHipfe & dans UHyperbole l'ex=

preffion de la Soutangente PT , efi P T = £ i+ 3 x.

D e u. Soit Mm I'élément dont le prolongement forme la
tangente M T : de fes extrémités ménons les ordonnées M P,
m p. Tirons de plus la petite droite M » paralléle & Taxe A a
Les triangles femblables Mm# , T MP, donneront, mr;

e e g T
Ml SNP P T Or,(z;g)ym‘:—;—}(iaa$Cp‘),ou.
a
dcaufe depm=PM+4mr,&de Cp=CPFMr, PM*

A

+2PM X mr~-mr® =a—:(iaa$(} rx2—4-2CP x Mr=F
Y r Y — bb -
Mr*).Négligeant mr2,Mr*,8 ayant d anlleursPM":%(i aah
a
o bb .
CP2),il vient2PM x mr==—— X 2CP x Mr, qui donne
a

) h
mriMpe 22 ;-;—CP:PM. Donc aufﬁé{—-CP:PMlth:
PT =— P M* mj_—aa—-T—x::.

%_t‘ &
SGp # 4

aa
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268. La perpendiculaire M N, furla tangente au point de FIG,
contact , s’appelle Normale ; & la partie P N de I'axe comprife 12§
entre l'ordonnée M P & la Normale M N, eft la fous-Normale. & 127.
260. TuforEme VL Lexpreffion de la fous-Normale P N eft

L2 LT & celle de la Normale MN ( appellant les ra-

Pageg S
yons velteurs FM , fM, 'un R, Vautre r ) ¢ff . v Rr.
Dewm. 1° Le triangle reftangle NM T , donne (123 ) 3=
PM* bbx

PT:PM:PN=—+ —=——: oudcaufedet b =-aav=
rs aa
S-aax
ee(2338c25)PN=T 2L,
2%, La Normale M N = V PM: PN = b b

aaq
e E"" ¥z Vbz —_— g ﬁzr

(4 aa=F53) + N i ;(ia‘-l—x +—“—~—-)=

b d-at TE 42 vz = b7 32

EV— =3 .Si I'on met pour 52,{a valeur 4=

, 3 . & e ol S
ot F ¢*,on aura rédudtion faite, MN m;V—__¥ -
a

5V+a‘$:x at 4-¢ x fJV

5 e v 5 == FMxfM(265 )=
éVRr.

a

270.Cororr. Onauradonc 1*. CT=CP+4PT=«

Ed

ar — x? a

.
x -

2. FT=4+CTH+CF =

e

aa 4t A= ¥ a
— e = —————
¥ x x

-+ 2a ¢ ¥ a
(":‘—‘a———) m;b M (265 ) ; par la méme raifon , fT =

CT+Cf=-2fM.
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ol e AP et ey | ——
FIG. 3> TN=PT+PN==1 :"‘ R pictiin o
a
125 atFctxt FM fo
& 127, TR (265).

271, THEOREME V 11. Si Pon tive d'un foyer Fou f, une
perpendiculaire ¥ Qonfgq fur la tangente TM, onauraF Q=
N AT V M

fM o il el FM

Dewm. 1% Soit la Normale M N, les triangles {emblables

TNM,TFQ donneront,T N: N M:: FT:F Q.Subflituant

i ; FM M &
les expreffions d¢ja trouvees, of aura, ____)f_i___ \/FM i

OB M gh FOL -
..xFM.FQ—jMVFﬁfo_—éV_ﬂ__.

2°. Les triangles femblables TN M, T f¢, donnent TN

- : ; I‘MXJ‘MZ’ et L
NM___fT.fg,oublen«——‘-——-—a\/[‘fom:;;!M
fae=1 &_

1 FM'

272. Si 'on méne une autre tangente en un autre point M',
les Rayons vecteurs F M', fM', & la perpendiculaire F Q' fur

la nouvelle tangente , on aura F Q' =5 V .DoncFQ

FMm EM
SPQ L 73 ; e . Or, 1°. dans IEllipfe fi I'on
fuppofe que FM > F M', on aura f M < fM', puifque F M+
fM=F M+ fM = 24 (228 ). Donc alors F;:: i;l{,

FM:FM; & par conféquent onaura FQ: FQ'> v FM !
v F M. 2°. Dans 'Hyperbole les deux rayons veéteurs F M,

FM FM ,
T T S FME M.

Donc aufli FQ:FQ’<\/FM:\/PM.D0L1 il fuit que /es

perpendiculaires

fM, croiffent en méme-tems. Donc —

*
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perpendiculaives menées dun foyer fur les tangentes & différens poines ,F1Ga
eroiffens dans VEllipfe en plus grande raijon , & dans I'Hyperbole en 125 8
plus perite raifon , que les racines quarrées des rayons welleurs wirés *27»
du méme foyer aux points de conraél.

Puifque FQ=5J/ FM ,rg=i |/ I
373. Puifg e

O
st L FM M =
awraF Q' : fgr 1142 }-M—-: é‘%ﬁ— $2 F M:2: fM:. Donc auffi

FM: — FQ:: M — e i FQr: fq* :tEM*: fM2.
O, F» — FQr == MQH , THis — 77 = Mg C 173 ).
Subftituane & extrayant les racines, ona M Q: Mg i FQ:
FqiiF M:fM Ainfi ( 118 ) les triangles FM Q, f Mg, font
équiangles , & l'angle F M Q = l'angle fM ¢. Ce qui prouve
que dans PElipfe ¢r PHyperbole la tangente fair des angles ézaus
avec les deux vayons weélenrs , qui aboutiffent au point ‘de contalt 3
& quainfi pour tirer cette ligne fur le point M, il fuffis de di-
vifer en deux également (60 ), Pangle formé par les deux rayons
vecteurs E M, f M, on par lewr prolongement.

374. Sil'on méne les droites FR , G g, L'une par le foyer,
lautre par le centre, parallélement 3 la tangente T M, le
triangle M'F R aura deux angles égaux (373 ) funen F, l'au-

tre en R. Donc MR:MF:%, & fR=fFMI

MR::a -{-»:cx__a1+rxrzrxlorj(ms)fC:CF:: ‘M
a

a a
SfX:XR=fX.Donc X R:%fl{m :—x; par conféquent X R

AL o

: :
=a; cCeft-a-dire, que /a

+ MR ou MX=x =+ 2>
partie M X du rayon velleur fM , comprife entre le point de contad
M, & une droite G g, qui pafle par le censtre parallélemens & la
tangente T M , waur la moisié du grand- Axe,

375. TatorEME VIIL Dans UEllipfe & dans PHyperbole
toure ligne droise , comme Mm' , qui paffe par le point C , lequel

Qq
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125 & Part & dauere a la courbe , eff partagée dans ce point en deux parizes

127.

128
&i129.
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eff a diftances egafﬁ des deux foyers F , f, @& qui eff serminée de

egales, ou bicnon a C M =Cm',

Dewm. Sidu foyer f, & d'un rayon égala F M, on décrit
un aic de cercle, quicoupe la courbe enm’, & d'un cété de
I'axe oppofé 4 M, on aura le rayon velteur fm'=F M; & par
conféquent (328 & 348 ) fM=Fm'. Donc le quadrilatére
F M fm' fera un parall¢logramme (91 ) : & file point Ceft le
milieu de la diagonale F ', il le fera de la diagonale M m'

133 )5 ou bien, awa , CM=Cun; il en fera de méme pout

toute autre ligne qui, paffant par le point C, fe terminera de
part & d’autre a la courbe.
y 376. Corori. Dece que F M fm'eft un parall¢logramme
on conclura que l'angle FMf=Fm'f , & qu'ainfi 'angle
TMF = m'f, ou bien queles deus tangentes oppofées M T , ' 2
Jont paralleler,

377. DEriniT 10w Le Centre d'une courbe , ainfi que d'un
poligonne quelcongue , eft un point fitu¢ de telle forte, que
toutes les droites qui paffent par ce point & fe terminentala
courbe ou au contour du polygonne , y font partagées égale-
ment. On appelle Diamerres les droits qui paffent par le centre
& fe rerminent au contour de la figure. Ainfi I'Ellipfe, I'Hy-
perbole , le Cercle , & les polygonnes foit réguliers , foit fym-
métriques ( 134 ) ont un centre , & des diamétres. Dans I'El-
liple & I'Hyperbole , deux diamétres Mm', D d, font dits
conjugués T'un i l'autre , lorfque le premier eft paralléle ala
tangente tirée fur lextrémité du fecond.

378. Tufor2me I X, S des exsrémirés M, D, de deus dia®
métres conjugués ont tiré les ordonnées M P, DT ,alaxe Aa, on

aura:1®. M P ¥ Dlzé—tCP ¥ CLuCl:; DIsMPs Z% X
a*= a
CP.2°.Cl: == a:F CP=.
D = m. 1°. Silon méne la Normale M N, les triangles DIC,
MP N érant femblables ( 117), donneront CI: DI ;i MP;
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Aoy g,
BN.Ox, (369)PN=2s=7 CP.Donc CL:DIIIMP: | o0
a Ix c

br b’ 129.
= CP,onMP x DI=".CPxCL ¢

: T Bh e O e .
2°. On aura doncCI‘:Dl‘..MP':B-(JP,Or,(;j‘&.)

AT — b* e
MP:=— (44 FCF)DI: = - (44’ FCI:).Donc

e

— (a2 FCP2): 5 CT*. Ou en

CI‘: (a FCIz )

g,:.

a

:ﬁmphﬁant,c 1*;a' 5= C P iidarm CP':CPp= Ajofitant
les antécédents aux conféquents dans le cas du figne fupé-
rieur , o les fouftrayant pour le figne inférieur , on a rédution
faite,C 1 : a* *¢ = a* 5= CP':at » cc qui donne Culnfz-_i:a’.
FCPe.

379. TnEorEme X. 5 lon méne an diamérre Mm' , sne
grdonnée mp paralléle a fon conjugué D d, on aura, en faifans

2

mp=y,Cp=2,CM=m,CD=n,y"= %.; ( 4=m®
Fa')
D e m. Tirons les perpendiculaires m O, pQ , & la parallcle

pL alaxe A a: nous aulons(:;S}m OF = b2 ~1— LJO Or,

a*

1'.mO=mL-+pQ, & CO==CQFpL.2° Les iriangles
mLp,DIC,dmmentDC(uj:mP(J’)I:DI:minx
DI::Cl:Lp=~CI; &lestriangles CMP, CpQ don-
nemcmm):cP(x)::MP:;:Q:iMP::c?;CQ
= CP.Doncm 0= DI+—MP, CO=CPFx

C1. Subftituant dans la premiére équation , elle devient
e =L b

ne inn i S at p*

Qq ii
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o S g 2%y b by
: -—CP xCI-!-—CP at; 28)MP
128 CF*+ mn ® (378)
& 129. ; 6-——- o
prI:—TCPXCI, &D1 =~ b27F _zc MPr=
b yz
.-;.-6*_1- CPz Subﬂﬂuant&rcdmf’ant,on aura , =z
ol s — — 2= (mt
H;:—-#ib =D°n°J'_——i” F - ml,ou)’ m*<i
Fxt).

380, Corort. Puifque dans VEllyple m m o x#=(m
x) (m—x) =m'p X Mp: & que dans 'Hyperbole x ¥ —
mm=(x~+m)(x—m)=m'px Mp, ona dans 'une &

: nn ; ‘ )
Tautre courbe,yy:a—n:(mpxh’[p):ou bien,yyim'p X

Mp ;2 nn:mm, propriété analogue a celle que nous avons
trouvée ailleurs ( 339 ) pour les axes.

381, Remarque. Silorigine des abfciffes eft au fommet
M, oufi Mp=1x,o0nauram’p=2m =, ce qui change l'¢-

nn nn .
% e M 4 N A
qllation)'y_-uml( mep}enyy._. (zmx—{—xx)

382. Tutorime X1 L'expreffion d'un demiediamére C M,

—+=aa bb 4= cc X%
rapporté aus axeseff CM = V == Er celle d¢

aa

Jon conjugné eft TD =me—x— , ow(365) CD

aa

= \/F M xJ M.
D e wm. Soientles ordonnées M P, DI, perpendiculaires fur

Paxe A a,nousaurons 1°, CM=+/ CP: 4+ MP' =/ x5+

__bbxx bboe
b b+ —— , mettant dans  fa valeur —4-aa~ccde
aa
[ v v n bb=cc
b%b , on arédultion faite, V+ s i

2", CD...VCI+ oI chiw¢:5’;cp.
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Or,Clzﬂiua¢(j 2t :i-’ld¢x¥_ Subftituant & fé- IFzg(g";

. : = b b =
dmfant,CD:Viw-f-xx-{r-o ~ . Mettant 4-aa >

Fce au lien debb , il vient CD —Vf_ﬂﬁ_
aa
= F M X FHL( 365)-
383. Cororr. Ilfuitde A queC M - C D*=b b=
42,00 CD* 4 C M* =4 aa+bb. Ce qui fignifie que dans

ces courbes la fomme ou la difference des quarres des dens demi=dia-
mérves confugués , efl cgule ala fumme ou a la diffévrence des quarrés

des deux demi axer.
f 384. TuEorEMEXIL Le Parallelogramme CM:d, conf-
truis fur les demi-diamerres conjugues CM , Cd, & fiur leur tan-
gentes , eft égal an vectangle des demi-Axes | o bienC Med=—=ab,
D z M. Soit M ¢ perpendiculaire fur C 4, nous aurons ( 164 )
CM:d=Mgx Cd=MgFMx ; M. Or, fi 'on mépe
le rayon vedteur f M, & la ligne f S perpendiculaire {ur la tan-
gente T M, les triangles équiangles MX g , fM S donnerong

FM:fS::MX: Mg, ou( 371 & 374)fM: éVl o

ab
4:Mg=alb Vﬂ Donc M
FMxfM \/FfoM /

X VEM X fM,ouCMid=ab=Mg x C d. Ainfien fai-
fantMg=g,Cd=mn,onawraab=ngqg, & parconféquent
les parall¢logrammes conftruits fur deux diamétres conjugués
quelconques font tous ¢gaux , puilque chacun vaut le rectangle
formé {ur les Axes.

3%¢. Tutortme XILL S¢furles aves de PHyperbole A a
B b, on conflrusic le vectangle RV r w5 les diagonales Rr , V u, fe- 130,
rons les Afymprotes de I'Hyperbole.

D & m. Les triangles femblables CAR, CP N, donnent C A«
R e CP:PN, ouenfiifant CP =%, CA=a, AR=
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b e
F1G.CB=4, 4=b::“PN:Tx.Par{con{équentP N* =

130. bt x? b x2

—. Donc IT—I:I-‘z —P M=

O, (355 ) P M=t o+

At
=62, ceft-2-dire , que dans la méme courbe la différence des
quarrés P Nz &ml eft conflante , ou bien que P M* croft
autant que PN . Donc P M croit plus que PN ; & par con-
iéquent la courbe s'approche toujours. de R r. Cette ligneen
et donc l'afymptotef( 324 ) : & il en eft de méme de V #, pare
rapport a l'autre branche.

386. Tutorime XIV. & dun poins M de PHyperbole ,
on méne a I’ Afymprore voifine la droite M N paralléle au fecond ase ,
& gu'onla prolonge jufqw'a Pautre Afymprote, on aura MN X
Ma=bz2,

D m. Nous avons vu( 385) que P N2 =P Mz == 42.Or,
PN: —PM:=(PN~+PM)(PN—PM)=(Ps+P M)
(PN—PM)=Mn x MN. Donc MN x M n=5’ : pour
Ja méme raifononauramn X mN =423 & fi l'on méne Ee
paralléle A N n, on awa encote TE X Te=42=MN X
Ma=mn X mN. ;

387. TutorkMe X V. 8 dan point quelcongue M de I"Hy-
perbole on méne a I’ Afympeote voifine la droize M p, paralléle 4 Pausre
Afymprote 3 & qwon fae Mp=y,Cp=%,CR=Cua=ar,
on aura Péquation y = g

D gm. Tirons par le point M la droite N M # parall¢le au fe-
cond axe , & M S paralléled CN, les triangles MNp,sRC
ylofceles 8 femblables donneront, M N: 4 R ;2 Mp:CR;de
méme les triangles M S, R C #, ylofcelles & femblables, don-
neront Mn:uR 22 M SouCp:C R. Multipliant par ordre les

termes de ces deux proportions , on aura MN X M#»: a R* J1
Mpx Cp:CR: Or, ( 386 ) MN X Mn=4'=CB:=

CR:
Ah‘-—’:HRJ ._——- DoncauﬁiMP X Cp= ——imets




DE MATHEMATIQUES! 309

. . . ¥y F I G.
sant les expreflions analytiques,il vient,y ¥ =r2, ouy = —. b2

% CR: TP

a'+b" S R .
= —— ¢étant conftante , il s'enfuit que les ordonnées M ¢ &

PAfymptore C R , paralléles a Paurre Afymprote | fonz entr'elles en
raifon inverfe des abfeiffes corvefpondantes.

389. Corori. 1L Silon tire fur une Aflymptote C ¢ des
ordonnées m o, ms , mr,mgq , parallcles 3 I'autre Aflymprote ,
on aura donc :

mo:ms*:Cs:Co
mr:mq i Cgq:Cr
De ces deux proportions on conclura ( 4lz. 209 & 230 )+
Mmom—=ms:Csm=Colims:Co::ms xmo:Coxmo.
mr—mgi;Cg—Criimqg:Criimgx mr : Cr X
mr,

Or, fi 'on fuppofe que m o & m s font auffi éloignées que m r
&mg, onaura C s = Co=Cgq=—Cr, tandis que(386),
Coxmo=Cr Xmr. Doncmo—ms:mr—mgqg .. ms X
mo:mq X mr, oubien les différences de deux ordonnées font en=
#r'elles , comme les produies de cer mémes ovdonnees. Et fi en outre
on fuppole que mo & m s , mr & mq font infiniment prés, on

aura ms X Mmo—umii —m ot & mg Xmr=mg*=umr2,
C'elt-a-dire , que dans ce cas les différences des ordonnées fonr en
ir'elles y comme les quarrés de ces mémes ordonnées,

CHAPITRE TV.

De la Parabole.

390. Df- S
rrion. ) OTE N T les droites indéfinies TN, SD §' per- y5y,

pendiculaires I'une 3 autre. Fixonsa volonté un point F fur
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FIG. Fune , & imaginons que I'on preane fur le plan de ces lignes

131,

des points M , tels que les perpendiculaires M S fur D §, foient
égales aux droites M F , tirées des mémes points au point fixe
F, la courbe quipalle parcette fuite de points eft une Paras
bole. Le point F en eft le foyer. Les lignes telles que F M font
des rayons wecleurs : ladroite S D §', e nomme la Direcirice de
la Parabole : T Nen eft Paxe , 8 fon interfeétion en A, avec
la courbe forme le. jommes : les perpendiculaires MP fur Iaxe
font les ordonnées , 85 AP les abjciffis.

391. Coror i Il {uit de cette définition : 1%. Que FA=
A D, oubien que le formmer de la courbe off améme diffance da fos
yer & de la Direfirice.2°. Que fi Fon prend un équerre DSO,
& un nl inextenfible F M O = § O, dont une extrémité foit fi=
xéeen F; & Tautre en O, la Parabole fera décrite d’un mou-
vement continu, par ua ftile M, qui étant mobile le long de

SO ,tdendrale fil ¥ M O tonjours tendu, tandis que la bran-
che S D gliffera {ur la direétrice S §'. Car alors on aura toujours
MS=MFEF.

392. Pour aveir Uéquation de la Parabole, foit M P=y,
AP=x,AD=A . Cela nofé, le triangle rectangle M-
PFdonne , PM*=ME'—PF".Or, MF=MS=PD
=AP+4+AD=x-+a, PF=AP—-AF=x—a Donc
y? —( 'c—|—‘;)1-—-(x—-- )2 =4 ax.

393. DfrinrT1oN La quantité conftante 4 a s'appelle
le Parameive de I'dx:.SiVon fait 4 a =p , 'équation ci-deflus
devient 3’ =p .

394. Cororr. 11 fuit de 13 1° . Que lordonnée qus paffe par
le foyer , waut la moitié du Paramitre , ou bien que m' F =

spCardansce casx==AF=a=Zp. Donc m'F>=pX

[

¥
;p:ip*, oum Fe==9o,

n

395. 2°. Que p étanc une quantité confltante , les quareés des
erdonnges {ont comme les abfcilfes correfpondantes; ou bien

que
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que fes ordonnees fons entr'elles , comme les racines quarrées des F1G,
abfciffes. I3Ta

396. 3°. Qu'a chaque abfciffe répondent deux ordonnces
égales, 'une pofitive , I'autre négative ; puifqu’on a toujours
y= =/ px Ainfi la courbe a deux branches égales, Pune a droite o
Vawre a gauche de Paxe T N,

397. 4°. Que les abfciffes & les ordonnées croiffent en méme
tems ; qu ainfi les branches de la Parabole -ne peuvent jamais
fe rencontrer en s'écartant du fommet , c'eft-a-dire , gue la Pa=
rabole n’eft poine une courbe rentrantes

398. 5°. Qu'en faifant I'ablciffe x négative ,y devient imagi-
naire. Ainfi la courbe ne s'étend pas au-dela du fommer A,

399. PR 0 BL & M E. Mencr une tangente a un point quelcongue N
de la Parabole.

Sor. Dece point M tirés fur la direétrice la perpendicu-
laire M §': partagés également par la droite M' T I'angle 8' ME
formé au point M par cette perpendiculaire & par le rayon vec-
teur F M’ (60 ), & cette ligne ferala tangente cherchée. Car
le triangle 8’ M' F étant yfocelle (390 ) & M T érant une per-
pendiculaire abaiffée du fommert fur la bafe F §', chacun de fes
points fera 2 ¢gale diftance de F & de §'; donc fi le point o
pris en dedans de la Parabole appartenoit i cette perpendicu-
culaire on auroit Fo=8"0. Doncfi du rayon S0 & du cen-~
tre S' on décrivoit arcon: & fi durayon F o & du centre F
on décrivoit I'arc o 7, ces deux arcs e coupant eno, le point
v {eroit plus prés de la direétrice que le pointe:en outre fi
du point # on tiroit fur la direclrice la perpendiculaire n (", &
du point v la perpendiculaire r [, on auroit Fe=S580=8"n
>'n,&Foe=Fr=fr. Doncfr > ["n,ou bien en tirant
# i paralléle & la dire@ice, [ # > J' n, ou la partie eft plus grande
que le rout, ce qui eft abfurde.

400. C o R 0 L L. L. Dans cerre courbe la tangente M Tﬁsrme done
des angles égaux avec le vayon vebleur MF , qui aboutit au peins
de contall 5 & avec une droice MO 1irde de ce peint parallelemens

Rr
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.a 'ave. Carlaligne O M S érant paralléle 3 I'axe ou perpen~
. diculaire 3 la direClrice , l'angle TMF=TMS=EMO,

qui lui eft oppofé.

4ot. I1. La rangente an fornme: A de la Parabolc ¢ff donc perpens
diculaire a Paxe AN. Car le rayon velteur F A & la ligneAD
parall¢le a I'axe , étant dans le méme alignement , font cenfés
faire en A unangle de 180° Donc l'angle F AQ, qui en eft
la moitié, et de g0°.

go02. 111, Le triangle F M T eff done yfocelle ; car langle F-
MT=EMO=MTF(38).

403. Tutonitme L. La foutangente P'T dans la Parabole
eft double de lab/ciffe correfpondante P A, on bien [on expreffion eft
PT=2x, & celle de la rangentc M T efi 3/ px -4 x %,

Dewm. 1° Le triangle ylocelle FMT donne FT=FM
=MS=PA+ AD. Donc FT—AD, ouFT—AF ,
ou encore AT =P A, & par confequent PA-~AT,ouP T
=m2PA=2z2x

2°. Le wiangle reftangle MP T, donne MT: =M Pz
PT:=yy +g4xx—=px44xx. DoncMT= V’W

404. Tufor Eme II. Daus certe courbe la fou- Normale P N
waut [a mortié du Parametre & la Normale M N wvant ls racine
quarrée du paraméire multiplié par le rayon vecleur qui abowsir au
poine M,

D s m. 1° Ayant élevé fur le point de contact la perpendi-
culaite M N f}}l’rlcj tangente MT , on aura (123 ) =P T

’ b GBI gxt A
PM:PN.——P—T—_..;‘-A‘—_-EP.

2°. Le triangle rectangle MNP, donne M N = P Mz
FN'= ) patip = V' P(5+3p). O, x4 lp=

PD=MS=MF. DODCMN:\/{/ x F M.

405. Carorr Silon abaifle du foyer F, la perpendicu-
laire F Q fur la tangente , les triangles FQ T, NP M, don-
neront, MN:PN: FT:FQ. O, MN=Vp xFM, PN
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...;-:;;:, F T =F M. Subftituant on trouvera,F Q:i\/}xbm. F1G.

Puifque dans cette expreflion tout eft conftant excepté F M,
il s’enfuit que dans la Parabole les perpendiculaires menées du foyer

Jur les tangentes aux différens points de la courbe , font comme les ra-

cines quarrées des rayons veffeurs corre[pondants.

406. DErFiniT10N. On appelle Diamétre toute droite ML,

tiree d'un point quelconque M de la Parabole, parallélement 3%

i fon Axe A O. Le point M en eft l'origine. Ses Ordounées font
les droites m p paralléles 3 la ligne T M , qui touche la courbe
a l'origine de ce diamcrre. L' 4bfciffe eft la partie M p du Diamé-
tre , comprife entre fon origine M & l'ordonnee correfpoudan:

te mp.

407. Pour avoirl'équation au Diamétre , foitmp =y, Mp
= » : menons a ’Axe les ordonnées M P , m O, ainfi que la Nor-
male M N : faifons de plus A P == ¢, P M = 4. Cela pofé, nous
aurons m O* ==p X A Q.Or, 1°.m O=m L+MP=m L + &:
AO=AP~+Mp+pL=c—H=x~p L. 2° Les triangles
PMN,Lpm, donnent (117 ):M N, ou \/p ¥ MFE tmapi

I
T
V’p X ME

by lhv
=v,—>?'mﬂ' DonemQ — — 2
? Vpx MF

ouy:iPNouzp:mL=
%

%

(it PM, oub: pL

kb 8 A D=y

. Subftituant dans m O*==p x A O, il vient

\/p XMF
I ] 2
e ¥y
"—?—:+*——-———m1+55=pc+px+ P-?-__—,h.Ory
oy

- — I3 i e A _ -
bb=7P M=z =p X AP=pec. Donc en réduilant 0

pr.ce qui donne y y == 4 M F X x( la quantité conftante 4 M F
s appelle le Paramétre du Diamére ML , & fi on le fait =g, on
aurayy =g¢ ¥, ainfi que pour 'axe ('393)).

Rr}
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CHAPT T RSV

De la Cycloide.
308. Dér1-

NITION, S I un cercle A E R roule {ur une droite A B, polée
dans le plan de cette figure , de forte que A B foit toujours
tangente , le point A de la circonférence qui d'abord eft en
contact avec cette droite, décrira dans ce mouvement une ligne
courbe AMS B, que I'en nomme Cycloide. La ligne AB en eft
1a Bafe 5 la perpendiculaire D S fur le milien de la bafe eft fon
Axe 5 le point S le Sommis; & le cercle A E R eft appelle le
cercle Génerarear.

Si ce cercle ne fait qu'appliquer {a circonférence fur A B,
alors la bafe A B eft égale a la circonférence du cercle géné-
rateur , & la courbe A M'S B eft une Cycloide erdinaire, 5l a
un mouvement de rotation qui lui foit propre au tour de fon
centre dans le fens A ER , outre celui quil a dans le méme
fens en roulant fur A B, le point générateur A reviendra en conz
taét avec A B plutét qu'ilin’y feroit revenu fans ce mouvement
propre 5 & alors la bafe fera plus petite que dansla Cycloide
ordinaire , on bien elle fera plus petite que la circonférenice du
cercle générateur ; & dans ce cas la courbe tracée par le point
A eft une Cycloide accourcie. Enfin fi le cercle générateur rou-
loit d’'un mouvement propre dans le fens A R E , par une rai-
fon contraire, la bafe {eroit plus grande que la circonférence de
e¢ cercle , & alors la Cycloide {eroit allongée.

409. Il {uit de 13 1°. Que la Cycloide fera ordinaire, lorfque le
point A ne tournera au tour du centre du cercle générateur,
qu’en vertu du roulement de ce cercle fur A B ; qu'elle fera ac-
courcie , lorfque ce point aura un mouvement propre dansle
méme fens ; & qu'elle fera allorigée lorfquil aura un mouves

ment propre en fens contraire.
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410. 2°. Que dans la Cycloide ordinaire la bafe eft égale a FIG.
1a circonférence du cercle générateur, qu’elle eft plus petite que 7533,
cette circonférence dans la Cycloide accourcie & qulelle eft
plus grande dans la Cycloide allongée.

411. Remarque Il faut que le mouvement du point gé-
nérateur dans le fens A R E , foit plus petit que celuiqu'il a dans
le fens A E R par le roulement du cercle furla bafe A B. Sans
cela il pourroit fe faire que ce point générateur décrivit une
ligne droite , ou bien d'autres efpéces de Cycloides , dont nous
ne parlerons pas ict.

41z. Tuftortwme. I 5 dan poine quelconque M de la Cy«
cloide ordinaire on tire la perpendiculaire M P fur I'dxe DS , fa
partie M O fera égale a Parc correfpondans S O du cercle générateur
décris fur I'Axe , compris enire cette droite M P, & le fomme: S.

D E M. Suppofons que lorfque le point générateur eften M, le
cercle générateur touche la bafe au point V : nous aurons larc
MTV=Tarc OoD ( g7). Par conféquent (38) la corde
M V fera parallele 2 la corde O D , ce qui donnera (88 )M O
=D V. Or, par la nature de la Cycloide ordinaire , la demi-
bafe A D = la demi-circonférence DO S, & la partic A V=
l'arc appliqué MT V=0 0D. Donc D VouMO =D O §—
DoO=S80.

413. Cororr. D'aprs cette propricté il eft aif¢ d'avoir
I'équation ala Cycloide. Car appellant I'ordonnée MP, y:
& l'arc SO, u: onatoujours O M =u & O P = fin u. Donc
MPouy=—u-finu

414. TutorimE 1L Lasangente en un poine guelcongue M
de la Cycloide ordinaive , eff paralléle ala corde S O de Parc cor-
refpondant S1 O du cercle décrit fur U Axe,.

Dewm. Soit Mm un arc élémentaire dont le prolongement
en ligne droite forme la tangente M T : menons M P, m p, per-
pendiculaires fur 'Axe : Mr paralléle & O o : prolongeons S O
jufquen #, & o O en une ligne droite 0 O N. Le triangle O o »
aura fon angleen O égal al'angle NOS (32), fon angle en
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¥ égal 3 langleSOF (50). Or, NOS=8O F, puifquiils
font mefurés ( 65 & 67 ) par les moitiés des arcs égaux ( §6)
S10 , SKF.Donc (82)00=0x =Mr=mr. Doncles
triangles O o ¥ , M r m, {ont femblables , & I'angle en » = l'an-
gleen m. Donc mM eft paralléled ¥ O, ou bien T M eft pa-
rallelea SO,

415. Tufortme 111 Ur arc Cycloidal quelcongue S M eff
double de la corde S O de Parc corvefpondant ST O du cercle généra=
sear décrit fur PAxe yon SM =2 § O,

D e m. Soit 'arc no décrit du point S comme centre avec le
rayon So, il eft clair que nO & M m ou O #, font les incrémens
correlpondants de la corde S O , & de l'arc Cycloidal S M. Or,
Ox=2n0(r125), DoncaufliS M =2 S O.

416. Coroii La demi-Cycloide A M S eft donc double
defon Axe § D, puifque cet Axe eft la corde de l'arc corref-
pondant dans le cercle générateur ; par conféquent la Cycloide
enticre eff quadraple de  fon Axe.

417. Todortme I V. Lazangente MT a un point quel-
congue M de la Cycloide , fatt avec Pordonnée P N, qui aboutit a ce
point , un angle PM T, dont le cofinus varie en raifon de la ra-
cine guarrée de la parsie de I'dxe P D, renfermée entre la bafe DA
¢ Pordonnce P M.

Dewm. La corde SO étant paralléle & la tangente M T
(414 ),langle PMT =P O § , dont le complémenteft P S O.
Or, dans le triangle rectangle SO D, i D S eft pris pour le fi-
nus total , D O {era le finus de ce complément D 8 O: d'ail-
leurs D O varie en raifon de la racine quarrée de P D (181 ).
Done le finus de I'angle D S O, ou bien le cofinus de 'angle
P M N, varie dans ce méme rapport.
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Servant d'introduction & ee Calcul,

418. S I Pon infcrit ou fi 'on circonferit des polygonnes & une
figure courbe , on pourra tellement augmenter le nombre des
cotés de ces polygonnes , qu'ils différeront de l'aire curviligne
d’une quantité , qu’on rendra toujours auffi petite qu'on voudra,
& par conféquent plus petite qu'une quantité donnée quelcon-
que. Ce que nous avons dit des polygonnes rélativement aux
figures courbes & planes , on peut le dire des polycdres , réla-
tivement aux figures folides & courbes: & méme en général
de toute forte de quantités variables , rélativement 2 celles
dont elles s'approchent tellement dans leurs variations, qu'elles
en peuvent différer d'une quantité moindre qu’une quantité
donnée quelconque.

419. DEériniTion 1. On entend par Limite d'une guantité
variable , la valear ou Uétar auguel elle tend toufours dans fes varia-
sfons , [ans y parvenir jamais 5 & dont elle peut cependant approcher ,
de maniére gw'elle en différe d'une quanticé moindre gw'une quantizé
flonace quelcongue, Ainfi le cercle ( 143 ) , ou méme en général

FIG
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F1G. une figure courbe & plane quelconque et la limite de fes poly-

gonnes , foit infcrits foit circonferits 5 la {phere eft la limite des
{phéroydes , & le Cone celle des pyramides , qui peuvent lui
étre infcrites & circonferites.

420. T utortmel. §il'onadens fuites de quantités croiffan-
15, 8,08, 80 0Cuibyd,fyh . G qui aboutiflent Pune a la
quantité @ , Uautre a la quantité x5 & que les termes corvefpondants
dans les deux fuires , faveiv a & b, ¢ & d, e f, &c. foiem
dans un rapport conftant , je dis que leurs limites u & % 4 ferons dans
le méme rappore , o bien guwon aura ,ai b =u;x.

D e M. Pour démontrer ce Théoréme , il fufit de faire voir
qu'on ne peut {uppofer , fans qu'il s'enfuive une abfurdité , que
le rapport de u 4 % {oit ou plus grand ou plus petit que celui de
ad b, Suppofons en effet quion efitu:x >a:b; en prenant
dans la premiére {uite une quantité m plus petite que la limite
# , on pourroit donc avoir m : x.=a: b. Or , quelque petite que
foit la diffiérence entre m & u, on peut trouver une infinité de
quantités plus grandes que m & plus petites que #: fi nous fup-
pofons qu’une de celles-1a foit o, & que {a correfpondante dans
Pautre fuite {oit p , on aura par I'hypothéfe , 0: p=2a: 5, Donc
o:¥>a:b;&partanto:x >o0:p, onbienp> x,ce qui eft
abfurde , puifque p eft contenu dans «.

Si l'on fuppoloit que w: x<Ca: b, on auroit , Fnvertends
s:u<b:a, ce que l'on démontreroit abfurde par un raifon-
nement {emblable an précédent. Il faut donc que on aitné-
ceflairement u:x=a: b, :

g21. Cetre propriété des limites & celle que nous demon-
trerons dans le Théoréme {uivant , ont fourni aux anciens une

méthode des plus ingénieufes , pour paffer des figures terminées
par des lignes droites ou par des plans , a celles qui font termi-
nées par des lignes ou par des furfaces courbes. Pour demon-
trer , par exemple,, que deux cercles différens A & B , font
entr'eux comme les quarrés de leurs diamétres, Euclide rai-
fonne a-peu-prés de cette manicre , dans la 2me. propofition du
12me.
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rame. Livre. Si 'on inferit des pelygonnes femblables dans pyg.

des cercles différents , ces polygonnes font entreux com-
me les quarrés conftruits furles diameétres de cesicercles ( & ce-
laeft prouvé dans la 1™ propofition du méme Livre ). Donc
quelque grand que {oit le nombre des cotes de ces polygonnes,
la méme raifon f{ubfiftera toujours entre ces figures ; 8 ce fera
par conféquent la raifon entre les limites de ces polygonnes
croiffants, lefquelles limites n'érant autre chofe que les cercles
A& B, il senfuit que ces cercles font enireux comme les
quarrés de leurs diameétres.

42z. Nous verrons plus bas que les modernes ont fuivi la
méme méthode toutes les fois qu'ils ont railonné dapres I'idée
de linfini ; mais auparavant faifons quelgu’autre application.

Soit la demi-Elliple AIB, & le demi-cercle A H B , décrit
fur fon grand axe AB:quon tire les ordonnées DP,FQ,
H C,perpendiculaires 3 I'axe, de facon que AP=PQ=QC:
quon tire aufliles cordes AE, EG,GI, & AD,DF, FH.
Les triangles A PE, AP D, ayant méme bafe AP, feront
entreux comme leurs hauteurs P E, P D : ou bien ( 340 ) com~
me le petit axe ( 2 &) eft au grand axe (24 ). Pareillement les
trapezes correfpondants comme PE G Q, P D F Q, ayant leurs
corés paralleles & égale diftance , font comme les fommes de
cescotés ,ou it PE+-Q G:P D+ QF. Or, puilque ( 340 }
PE:PD::QG:QF,onaPE+4+QG:PD+QF ! PE:
PD::2b:2a Donc (Alg. 231 ) la fomme des triangles & des
trapczes contenus dans I'Ellipfe , ou bien le polygonne inferit
dans cette courbe , fera & la fomme des triangles & des trapeze
contenus dans le cercle, ou bien au polygoane du méme nom-
bre de c6tés , infcrit dans le cercle , 12246:27;& la méme
raifon {ubfiftera ronjours entre les polygonnes ainfi décrits, quoi-
que en augmentant le nombre de leurs c6tés ils croiffent con-
tinuellement. Dounc leurs limites, qui font évidemment UEllipfe

& le Cercle circonferit, feronrdans la méme raifon , ceft-a-

dire , comme le petit axe eff au grand axe.

Ss
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rI1G. Nous avons vu ( 168 ) que la furface de tout polygonne ré-

gulier vaut la moitié du produit de fon périmétre multiplié par
fon apothéme. Elle vaut donc celle d’'un triangle qui auroit
l'apoth¢me pour hauteur, & le périmétre pour bafe. Or, fi 'on
congoit un polygonne régulier infcrit dans le cercle, & que
le nombre de fes cotés aille toujours croiflant, on aura une
fuite de polygonnes qui croitront toujours & qui auront le cer-
cle pour limite ; & fi I'on fe repréfente une {fuite de triangles
qui aient pour hauteur I'apothéme du polygonre correfpondant
& fon perimetre pour bafe, chaque triangle fera égal a chaque
polygonne;& la limite de ces triangles croiffants fera un triangle
qui auroit le rayon du cercle pour hauteur & fa circonférence
pour bafe, Donc le méme rapport d’égalité qu'il y avoit entre
chaque triangle , & le polygonne correfpondant , fubfiftera en-
tre les limites: ou bien le cercle fera égal 3 un triangle qui
auroit le rayon pour hauteur & la circonférence pour bafe.

423. Tufortme 11 Ce que nous avons dis dans le Théoréme
précédent , des quantizés qui font les limites des fuites croiffantes , dois
s'ensendre auffi de celles qui font limites des fuizes décroiffantes.

D e m. Car fi cela n’¢roit pas ainfi , on pourroit donc dire en

employant les dénominations du Théoréme précédent que s :

x ;a :6.0r, il eft d'abord impoflible qu'on aitu:x<<a:b.

Car alors en prenaft parmi les quantités décroiffantes qui abou-
tiffent 3 #, une quantité m > # , on pourroit avoit m:x=atib,
Or, entre m & u , on peut [uppofer dans la premicre fuite une
infinité de quantités chacune plus grande que u & plus perite
que m. Donc fi une de ces quantités eft o, & que fa correfpon-
dante dans 'autre {fuite foit p , on aura , par I'hypothéfe ,
o:p=a:b, orx<<m:x, & par conféquento:x<o:p.
Donc #>> 1, ce quieft abfurde , puilque p eflt une des quanti-
tés décroiffantes qui aboutiffent a x. En raifonnant comme dans
le Théoréme précédent, on démontrera qu'il eft abfurde de
{fuppoferu:x >a:b3doncon au: x=a:é.

424. Coror L. L. Dens fuises de quamiisés ay ¢ ¢, gu. &eu.
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b,d, f,h...&c. dons les correfpondantes fonr égales y ont pour
limire la méme quantité ou bien des guansirés égales. Car quelles
que foient ces quantités , foit croiffantes foit décroiflantes, la
méme raifon d'égalité, qui fe trouve entre deux termes cor-
refpondants quelconques , doit {e trouver entre leurs limites.

425. Corowrr 1L L'on conclura de [3: Que fi l'on a deax
[uites de raifons | dont les corvefpondantes foient toujours égales , el-
les aurons powr limire la méme raifon, ou bien des raifons ézales,
Car confidérant ces raifons comme de vraies quantités , ainfi
qu'elles le font en effer, ces deux fuites doivent aboutir 3 la
méme raifon oun i des raifons égales.

426, Tutonreme 111 Silonadeus fuites de quamirés

_wariables | foircroiffances foir décroiffantes y dons Punea,c,e,g.&c
sbouriffe & la quantité uw , & Pamtre b, d , f, hon@rc, abouriffe a
la quantieé ¢ , je dis que la fuire des vaifons des termes correfpondans,
Javoirya b, e d,e:fo... &rc, aboutira a la vaifon des deux
limites u @' % ; 04 bien que la limite des vaifons [era la vaifon des
limizes.

D e m. Défignons par 4 y la différence variable entre u &
chacune des quantités a4, c,e,...8¢c. qui aboutiffent a u:
& par+z la diftérence variable entre & chacune des quantités
b,d,f... &c quiaboutiffentd » ; ce qui donnera u -y pour
chaque terme de la premicre {uite , ¥+ z pour chaque terme
de lafeconde , & # 4y : ¥~ z pour exprimer en général la
raifon entre deux termes correfpondants quelconques.

Or, y & z pouvant toujours approcher de o fans y parvenir
jamais , & en différer auffi pen quon voudra , la raifon de
#-y: 2z pourra toujouts approcher de cellede #: &, {ans
y parvenir jamais , & en difiérer moins que d’une quantité don-
née quelconque. Donc u : #, favoir la raifon des limites » & x
de ces quantités , eftla limite des raifons de & 4-y : # 4-2 , qui
fegnolent entre ces mémes quantités,

427.DEr1n1T10n L1 Nous appellerons derniére raifon celle
qui eft la limite d’une {uite quelconque de raifons ; & fi cette
Ss 1§

F1G.
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FIG. {uite eft comparée avec une autre qui lui foit égale terme i tet-
me , nous appellerons ces deux fuites de raifons des fuires pa-
ralleles.

136.  428.Cororr. Silona unecourbe RMA, qui tourne fa
concavité vers 'axe A B, que par I'extrémité de deux ordon-
nées RP, M Q, on fafle pafler la fécante RMS, & que lor-
donnée M Q étant immobile, I'ordonnée R P s'en rapp mche
continuellement ; il eft évident que les {écantes RS, R'S
R"S". . &c. paffant au point M, ont pour limite la tangente
M T : que les fons-fécantes correlpondantesP S, P'S" , P*§*
.. &c. ont pourlimite la foutangente QT : & que les or-
données décroiffantes R P, R’ P/, R" P” ... &c ont pour limite
Tordonnée M Q. On peut donc conclure d’aprés le Théoreme
précédent , que powr rourer les [écantes qui paflent aw point M la
derniére raifon eutre ces [écantes & leurs [ous-[Ecantes eff la yaifon
de la tangente M T 4 fa fous-rangente Q T : que la derniére rai<

[fon entre les ordonndes décroiffantes & leurs fous—[érantes, eft la rai-
fon de Pordonnée M Q, tirée fur le point M, a fa fous-tangente QT
gue la derniére raifon entre les ordonndes & les [écantes efl celle de
la méme ordonnée a la tangente M T , roufours menée de ce point M.

420. TutorEME 1V, Quoiqu'on ait dens fuires de quantités
décroiffantes qui aboutiffent @ zéro , om peur wmianwmoins concevolr
que leurs vapporis ne :'c"rm:amﬁm pas , ou bien que leur derniére
raiforn eff une raifon finie & déterminde.

D ewm. Soit la coutbe R M A, dans laquelle on prend deux
ordonnées M Q, PR :du point M foit tirée M N paralléle a
F'axe des ablciffes AB, ce qui dennera RN pour Ja différence
des deux-ordonnées, & M N pour la différence de leurs abfcil-
fes. Concevens que Iordonnée M Q étant immebile, RP
s'en rapproche toujours , de fagon que les différences des deux
coordonnées , favoir RN & MN, R N'& MN', R'N" &
MN"...&c, diminuent mﬂimm“[cmc » pour sévanouit
lorfque le point R arrivera en M. Cela pnh > je dis que la

railon entre ces mémes différences ne tend pas a s'¢vanouin
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ou bien que la limite de ces raifons eft une raifon finie & d¢- F1G.
terminée. Car & chaque point comme R, R', R" ... de Farc 136.
R M, on aura trois triangles femblables , {avoir pour le point R,
RNM,RPS, MQS. pour le point R, R“"N"M, R"P'S' ,
MQS':pour le pnint RUGRYN#M SRUPYS" ' M Q8" Bcs
Donc on aura ces trois {uites de raifons dont les correfpo n.laru
tes font épales:

RN:MN RP:PS MQ:QS

RN :MN ¢ Ripi=Pugt M QS
R'N": MN" TLRIP S PES T MO 0B
S e QLCy= riBacs 8o s plie,

les raifons de la troificme fuite vont en augmentant,
puilque les antécédents font conftants , & que leurs confé-
quents diminuent, en devenant Q 8',Q 8" ... &c. Donc les
railons de la premicre {uite croiffent aufli , quoique leurs ter-
mes RN & MN, RN & M N'. . . &c. tendent a s"¢vanouir,
& s évanouiffent en effet lorfque le point R tombe fur M. Lear
limite n’eft donc pas zéro , puifque loin de sapprocher de
cette prétendue limite , elles s'en - écartent toujours. D'aillenrs
les raifons de la feconde fuite ont pour limite une raifon dé-
-terminée , favoir, celle de Fordonnée M Q i fa fous-tangente
QT (428). Donc les autres {uites ont aufli la méme limite on
une limite égale (425 ). Par conféquent quoiqu'on ait deux
fuites de quantités décroiffantes , &c.

430. Remar qu e Il faut obfetver ici que dans deux fui-
tes de quantités qui aboutiffent & zéro , on ne peut point dire ,
d’aprés le Théoréme ITTL que la limire des raifons eft la raifon
des limites ; car ces limites n’étant point des quawus on ne
fauroit concevoir un rapport entr'elles. Il faut donc alors cher-

cher ‘cette dernicre raifon horsde la fuite décroiffa
quantités , & prendre la raifon de o:o qui eft da

ﬁ

celle des limites, plutot pour un Symbole qui annonc
raifon , que pour 'expreflion de cette raifon.
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431. Tudonrtme V., Pour avoir la limite dune [uite de vai-

Jfons , done les sermes abonriffent en méme-tems a o , il faur prendrela

yaifon des termes corvefpondanis & o , dans une [uite paralléle de rai-

Sous done les sermes ne sévanoniffent pas.

Par exemple, fiyaila fuitederai- C D
fons C 3 ’cjlont lcs termes ¥ & y ter?- i) R 'y
(lrcm: :. s'fi:'vanoaﬁlr til;l devenant‘, By AP
grnst g oy Sl osie e dis X' " aibay"
que la limite de ces raifons fera la rai- w g r=4 .4 -+
fon des deux termes a & 4, qui dans « : . s
la fuite parall¢le D, correpondent i o7 3 ;;

3 & = devenus o. X

D E m. 1° Puifque y diminue en devenant 3', 3" ,9" ... &c,
chaque raifon de la fuite D , & par conféquent chaque raifon

de la fuite C ( 425 ), approche toujours de Ja raifon de «a b,
2°. Pour rendre la raifon de x: y égale a la raifon de a: 5, il
fandroit fuppoler que x &y font o, & que cependant il y a

.

536

une raifon proprement dite entre ces quantites, ce qui eft con-
tradictoire ( 4lg. 202 ) 5 donc la raifon de »:y , n'atteint ja-
mais a la raifon de a: 4. 3°. Cependantx & y peuvant chacune
approcher de ode plus prés quune quantité donnée , quelque
petite qu'on la fuppofe , la raifon dex: y pourra aufli appro-
cher de celle de a:4 de plus prés qu'une quantité donnée,
quelque petite quelle foit. Donc (419 ) cette raifon dea: b a
toutes les propriétés qui doivent caractérifer la vraie limite des
raifons entre les variables s & y qui tendent 4 s'¢vanouir.
432. Corocrr I. On conclura de li que fi dans une cour-
be R M A, les différences de deux coordannées , favoir RN &
MNXN , ainfi que la corde interceptée R M, décroiffent jufqu’a
s’évanouir, par le rapprochement continuel du point R vers le
point M, lalimite Giométrique du rapport des deux difference RN
& MN fera le rappore de Pordonnée M Q a fa fourangente Q T 2
gue la timite du rappors de la corde R M, a la différence MN
des deus abfciffes, feva le rappors de la tangente M T & la fous

p——

p—
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tangente Q T : & que la limite du rappore de la méme corde R M FIG.
a la difirence R N des deux ordonndes , [erale rapport de la tai~ 136.
genre M'T a Pordonnée M Q. Car quelque part quaboutiffe ce
point R dans l'arc R R’ M, le triingle R M N étant femblable au
triangle RSP , on aura toujours AKN: MN:RM:;:RP:
PS:RS. Or, quand les trois premicres lignes , favoir R N ,
MN,R M , deviennento, RP devient MQ , PS devient
QT ,RS devient MT. Donc ( 431 ) les raifons entre ces der-
nicres lignes MQ, QT , M T,, font les vraies limites des rai-
fons qui regnoient entre les premicres. :

433. Cororr. 1L 1l fuitde la que la condition qui donne la

dernitre raifon dans une fuite de quantités décroiffantes fufques a o,
eft de fuppofer ces quaniités égales a o. Cleft par 12 qu'on trouvera
dans une fuite parallele de quantités qui ne s'évanouiffent pas ,
lexpreflion analytique de cette derniére raifon; & fi d'ailleurs
on en connoit auffi I'expreflion géométrique , on pourra de ces
deux raifons égales former une proportion , & trouver par ce
moyen la valeur de quelqu'un des termes qui entreront dansla
proportion.

434. Par exemple,{uppofons que la coutbe R M A foit une Pa-
rabole ordinaire,8 propofons-nous de trouver d'aprés {on équa-
tion yy = p x,l'expreffion analytique de la dernicte raifon entre
les différences variables R N, M N, de deux coordonnées aux
denx points R & M : appellons z la différence décroiffante des
deux ordonnées, tellesque RP&MQ,R' P& MQ, R"P”
& M Q, &c, laquelle différence tend  s'évanouir : appellons
u la différence décroiffante des ablciffes correfpondantes , la-
quelle devient fucceffivement M N , MN', MN" ... &c. Ala
place de y,nous avons donc y-+4z: & i la placedex,
¥~+wu (*). Donc I'égnation de la courbe devientyy--2yz

(*) Onvoit affcz que cette difitrence = ( & il encft de méme de » ) &R}
pofitive ov négative , fuivant qu'on foultrair la plus petite ordengée de la plus
grande , ou la plus grande de la plus petite,
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FIG +zz=px-pu Otant la premicre de celle-cion 3,292 -
136. 22 ==p#. Ce quidonnep:2y—2:lz:u Or, fi lon fuppole

ici z==o & u = 0, ainfi qu’il le faut néceffairement pour avoir
la derniére raifon de z i «, la raifon correfpondante devient
p:2y, ceft-i-dire, que la derniére raifon entre les différen-
cesz 8w qui décroiffent jufqu’a s'évanouir, efl expriméeal-
gébriquement par la raifon de p: 2y. Or, l'expreflion geome-
trique de cette méme raifon eft la raifon de I'ordonnee M Q i le
{ous-tangente Q T ( 432 ). Noys pouvons donc direp:2y il
MQ:QT; ouw bien , puifque MQ eft y, pri2y 3 13:QT
— Ef e ; s, e » Ceft-a-dire , que par cette méthode ,
ainfi que par la méthode ordinaire (403 ) on trouve dans cette
courbe la foutangente double de l'ablciffe correlpondante.

435- REMARQUES IMPORTANTES. 1°. 81 an lieu de
prendre la derniére raifon des variﬁulcsx&y du Théoréme
précédent; dans une fuite parallcle D, on vouloit fe la re-
préfenter dans la fuite méme C de ces variables décroiffantess
on le pourra a ces conditions-ci: 1°. Que les dernicres va-
leurs des quantités » & y ( que je defigne par cette caractérifti-
que d en cette maniére dx , dy (*)) foient confidérées com-
me de vraies quantités , afin d’établir-entr’elles un rapport ;
2°. Que ce rapport égale celui de a:6 , qui eft la vraie li-
mite des rapports entte ¥ & 3, dans I'exemple du Théoréme
précédent ; 3°, Que les dernicres valeurs d #, dy , foient Iup'w}-

{ées plus petites que toutg quantité aflignée dans la fuite de-

croiflante des» & desy , & par conféquent plus petites qu'une
quansité donnée quelcongue. Ainfi les derniéres valeurs de denx
quantités ¥ 89, qui déeroiffent julqua sévanouir , pourront
étre confidérées {ous deux rapports différents, ou comme fi-

(*) Now avoss adopté de préférence cette cara&ériftique 4 , pour défigner uns

" dernicee valeur , parce que <ult la letre initiale du mot dernjer.

mites




mites de ces quaniités , ou comme zermes de leur derniére raifon
prife dans la fuite méme de ces quantirés : fous le premier rapport
elles font o, fous le fecond elles peuvent & doivent éure con-
fidérées comme de vraies quantités.

436. Si ces derniéres valeurs des quantités décroiffantes fone
confidérées comme termes de la derniére raifon , elles doi-
vent néceflairement admettre toute forte de rapports entr’elles ;
puifque cette derniere raifon que leur rapport repréfente, peut
étre une raifon dérerminée quelconque. Mais foit comme li-
inites , foi comme termes d’une derniére raifon, il feroit ab-
furde de dire : 1°. Qu'elles ontr un rappors affignable avec ane quan-
2ité donnée a: 2°. Qu'elles peuvent angmenter par Paddition o di-
mimuer par la fouflraction cere méme quantiré, Car file rapport
de dx:aéroir aflighable, ou pouvoit étre repréfenté par ce-
lui de deux quantités donnéesm8n on auroitdx:alim:n s

; am ; : P
& par conféquentd x =-——. Or, fi d » eft pris comme limite
n

£ . . 3 r . am
des décroiffemens, il eft o, 8 I'équation devenant o = —eft
n

évidemment abfurde : fidx eft pris comme terme d'une der-

nicre raifon , il eft {fuppolé plus petit que toute quanticé don-

’ e - am ’ . S

née , & cependant I'équation d ¥ =—— détermine une infi-
I

4 oy 4 . . d m am am
té de quantités plus petites que d x , favoir , — , s
o 21 3n " 4n

&c , ce qui feroit contradictoire, Si Fon difoit que & ~+ d & vaue

une quantité plus grande que 2, pat exémple 6: & que a—d«»
vaut aulli une qu;inti':c moindré que a, par exemplé ¢, on au-
roit donc a~dx =5 , & d—dx=c ; & par conféquent
dx=t—a,&di=a—rc : equdtibns ¢videmment ablur-
des pour la méme raifon que Féquartion précédente , foit quon

confidére d  comme 0, foit qu'on la confidére comme terme”

d'une derniére raifon. Ainfiles dérniéres valedrs des quansités qui
décroiffent jufquw'a & dvanoair , de cutlque maniére gu'on les confidere ,

Tt
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F I G. font abfolument incomparables avec une quantité donnée quelcingque.

437. Aprés ce que nous venons de dire , il fera aifé de fe fatre

des idées exactes fur ce quon doit entendre en Géométrie par

les infiniment petits & les infiniment grands. Nous dirons donc,

pour commencer par les premiers, que les infiniment petits ne

font antre chofe que les derniéres valenrs des quantités qui décroif~

ent jufqw'a s'évanouir. Or, ces dernicres valeurs pouvant étre

confidérées ou comme Limizes de ces quantités , ou comme #or=

mes de lears dernidres raifons il s'enfuir que les infiniment pe-

tits peuvent étre confidérés , & le font en effet, {ous ce double

rapport. En tant que limites des quantités qui décroiffent juf=

qu’a s'évanouir , les infiniment petits font o, & on ne pent dire

fans ablurdite que les uns font plus grands que les antres. Ils

ne peavent donc point fous ce rapport admettre quelque rai-

| fon entr'eux , ni devenir par conféquent Uobjet du calcul. En

| tant que termes des derniéres raifons entre des quantités dé-

croiffantes jufqu’d sévanouir, ils font confidérés comme de

| vraies quantités , néceffairement plus petites que toute quan-

tité¢ donné¢e. Mais de quelque maniére qu'on confidére Iinfi-

niment petit, onne peut point dire fans renverfer les fiuppo-

fitions d¢ja faites , qu'él a an rapporz affignable avec une quantité

donnée a , on qu’il pent augmenter cetre quanticé par Paddition &
la diminucy par la fouftraction (436 ).

438. Les infiniment petitsd  , dy , en tant que termes des
derniéres raifons entre les variables » &y, étant confidérés
comme quantités , peuvent donc étre pris pour de nouvelles
:. variables décroiffantes , qui auront encore leurs dernicres va-

leurs, qu'on défignera par la caraltériftique dd, de cette ma-

) nicteddx, ddy, & quon appellera des infiniment petits du
Jecond ordre. Ceux-ci 4 lenr tour confidérés comme limites des

variables décroiflantes dx, dy, {eront o: comme termes de

| leur dernicre raifon, ils feront pris pour des quantités , plus
petites  la vérité que toute valeur donnée dans la fuite dé-
croiffante des d* & dy, & excluant par la tout rapport aflg-
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nable avec ces quantités , mais fulceptibles de repréienter par F 1 G

leur mutuelle comparaifon toute forte de rapports finis & dé-
terminés.

On vojt affés que rien ne borne 'efprit dans cette grada-
tion d’infiniment petits confidérés comme termes de dernicres
raifons entre des quantités décroiffantes ; qu'ainfi on pear fous
ce rapport s'en repréfenter dune infinité d'ordres diffévens & que
Jans venverfer les fuppofitiens déja faires , ceus d'un ordre quelcon-
gue ne fauroient érre comparés avec ceux d'un ordre fuperieur,

439. Sil'on demande préfentement de quel ordre fera le pro-
duit de deux infiniment petits du premier ordre ,d ®, dy ; il eft
aifé de prouver que ce fera un infiniment petit du fecond or-
dre , ou bien qu'il anra avec l'infiniment perit du premier , un
rapport plus petit que tout rapport donné, c’eft-i-dire, qu’il
fera incomparable avec lui.Cardx X dy: dxiidy:1. Or
dy:1 eft plus petit que tout rapport donné , fans quoi dy an-
roit une valeur déterminde ; doncauflidx X dy: dx eft un
rapport plus petit que tout rapport donné. Le produit de trois
infiniment petits du premier ordre fera pour la méme raifon,
un infiniment petit du troifiéme , ceft-a-dire , qu'il aura avec
Uinfiniment petit du fecond , un rapport plus petit que tout rap~
port donné; puifque dx X dy X dz:dx Xdy (1dz;:1; & rou-
jours de méme , de facon que Vordre d'un infiniment petic eff dérer
miné par le nombre de fallcurs infinimant - perirs du prewier ordre |
qwil renferme. Ainfi (dx ) eft infiniment petit du fecond or-
dre , (d = )? eft infiniment petit du troificme ordre, (d = )7 eft
infiniment petit de I'ordre n,

\ 440. Tout ce que nous venons de dire de 'infiniment petit ,
doit ‘s'entendre de Dinfinimeat grand & f{e prouver de méme.
Sil'on demande dopc ce que c'eft que linfiniment grand on
fimplement Finfini, nous dirons que ’eff la derniére valeur d's-

tie quantité qui croit au-dela de tour terme affignable : que cette
derniére valeur peut étre confidérée ou comme limite d’accroif-
femens , ou comme serme d’une dernicre raifon entee diverfes quan-
Tiij




330 ELEMENS

FIG. tités. Sous le premier rapport, l'infini n'eft point une quantité ,

puifqu’on ne peut rien concevoir de plus grand que lui ; c'eft
pour les quantités croiffantes , ce queft o pour les décroiffan-
tes : fous le fecond , I'infini eft confidéré comme une quantité
toujours plus grande qu'une quantité donnée dans cette {uite
croiflante , & cependant pouvant étre confidérée comme une
nouvelle variable , qui donne naiffance & des infinis d’un or-
dre fuperieur, fans que rienen borne le nombre. Mais tout ce
que nous avons dit ci-deffus , foit des quantités finies par rap~
port aux infiniment petits , foit des infiniment petits com-
parés entr'eux , ‘doit sentendte également des infinis com-
parcs , foit avec les quantités finies, foit avec d'autres in-
finis. Ainfi nous dirons 1°, Que de quelque maniére quon
confidére l'infini , foit comme limite d’accroiffemens , foit
comme terme dune derniére railon, il ne peut avoir aucun
rapport allignable avec une quantité donnce 2. Car fi ce rap-
port ¢toit affignable , ceft-a-dire , s'il pouvoit étre repréfenté

.

par celui de deux nombres donnés m 8 » on aurcit co:a ;i m

, am / :
11, donc oo == — , ce qui eft abfurde. 2°. Que toute fration
s

qui a pour numératenr une quantité donnée & pour dénomi-

B Ll e a r . 3
nateur , l'infini, comme s eft o. Car elle eft la limite d'u-
2t b a a a a a : ’
ne fuite de fradtions—, -, =, 2., o> qui ont le numératenr

conftant & le dénominateur toujours croiffant , laquelle limite
eft néceflairement o (419 ). 3°. Qu'une quantité donnée quel-
congue ajotitée ou foultraite a I'infini ne fauroit le changer,
ou bien que o +4-a=0o , & quiln'y a point la, 2 propre-
ment parler, d'addition ni de fouftraltion ; car oo 4-a:00 ;2

r Tue a
r 4+ —: 1 (en divifant chaque terme par o ): Or , 1 e
i o

’ £ a
:1i:r:1, puifque nous venons de voir que — eft 0. Done
0o

o0 -—a==¢2. 4% Parce que nous avons dit , on voit encore
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FIG.

X o :
dans quel {ens il faut prendre cette expreffion - =1 , quon
Q

trouve fi fouvent dans le calcul ; car cela fignifie que 1 eft
la limite, & laquelle tend une fuite de fractions, dont les
numérateurs 8¢ les dénominateurs décroiffent toujours jul-
qua s'évanouir , comme feroit , par exemple celle - ci

o] T .
s aeena s Et en effet cette fuite vaut celle-ci,

R I
Blm W=
wile s [
Pl ey i

[ x=

| -

co ;
ceras =, dans laquelle le numérateur & le

-

By
(= ]

E

LS
Wl
[
~
2 e |

dénomin
la limite eft néceflairement une frattion , qui a fes deux
termes égaux, ou qui vaut 1.

teur de chaque fraction , tendant ronjour a I'égalice,

CHAPITRE 11

Contenant les principes du calcul Différentiel.

441. Dirr- e

NITION. E calcu! Différenticl n'eft autre chofe que la
méthode de réfoudre , dans tous les cas , le Probléme fuivant :
Connoiffant la Loi qui reone entve dewx Variables x € y : & défignant

q g L 18
par Dx * [z diffévence finie de deux waleurs de x , par Dy la
difference finie des wvaleurs corvefpondantes dey , trovver Pexpref-
fion Algébrigne de lg derniéve raifon entre les différences finies D x
& Dy, quand elles décroiffent jufge'a s'évanounir en méme-remps.
Par exemple , connoiflant d’aprés 'équation de la courbe R M
3
A, laloi qui regne entre fes ordonnées & fes abicifles : & {up-
1 = I

*Lalettre D n'ell ici g

une caraffriftique, fervant d défigner la difference

s d'dne méme variable,
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F 1G. pofant gue R N foit la différence finie de deux ordonnées R P,
136. MQ:8 MN celle de leurs abfciffes correfpondantes A P,

A Q, on [e propole , par le calcul Différentiel’, de trouvet Ia
limite des rapports,, ou biengla derniére raifon entre les dif=
férences RN, M N, qu'on fuppofe décroiflantes jufqua sé-
vanouir en meéme-temps.

Or, nousavons vu ( 431 ) que pour trouver la limite des
raifons qui regnent entre des quantités qu'on fuppofe décroitre
jufgu'd s'évanouir , comme font ici les différences finies Dx ;
Dy, il tlmt avoir une fuite paralléle de raifons, formée pat
des quantités quine s'évanouniffent pas, & prendre dans cette
fuite laraifon des termes qui correfpondenti D & Dy, de-

venus o 5 ou bien qu'il faut fimplement fuppofer ces différences:

Dx, Dy, égalesao(433), & voir ce que devient , d'aprés
cette fuppofition , la raifon des termes correfpondants dans la
fuite paralléle, pour faire de cette raifon la limite cherchée.
Ceft ainfi que nous avons procédé dans le Chapitre précedant
n°. 434, quand nous avons déterminé la limite des rapports
entre les différences finies RN, M N, des coordonnées dune
Parabole ; & par une {femblable méthode on exprimera toujours
en termes finis la derniére raifon entre le différences finies
Dx,Dy, des coordonnées d'une courbe, pourvu qulil n'en-
tre dans fon ¢quation d’autres indéterminces que x 8 3,

442, 81, non feulement on vouloit prendre cette derniére
raifon dans la fuite paralléle, ou elle eft exprimée en termes
finis & déterminés, mais qu'on voulut {fe la repréfenter dans
la fuite méme des différences décroiffantes D x, Dy, il fau=
droit, d'aprés ce que nous avons vu (437 ) , {uppofer ces dif-
es infiniment petites, ceft-a-dire, telles que nous avons
fuppofé les dernicres valeurs des quantités décroiflantes jul-

feret

qua o, quand nous les avons confidérées comme termes de
lear derniére raifon. Les différences finies D », D» , confidé-
rées fous ce sapport ; feront défignées par la caractériftique d
en cette manicre dx , dy; & nous les appellerons des Diffe-
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venrielles on des différences infimiment patives , ou fimplement en-
core des differences ;5 car pat ce mot on n'entend dans ce cal-
cul que des différences infiniment petites. Nous pourrons donc
diftinguer divers ordres de différences, ainfi que nous avons
diftingué précédemment divers ordres dinfiniment petits , &
nous appellerons différences premiéres celles du premier ordre ,
qui feront défignées patla fimple caraltériftique d ¢ diffirences
fecondes, ou différences de différences , celles du fecond or=
dre, indiquées par la double caraltériftique d d ou oud®, en
cette maniére dd¥, d° x ; ce qui défigne différence feconde de
x:de méme dddx ou d3x défignera la différence rroifiéme de
x:dtx,la différence quairieme, &rc. de forte que dans ce cal-
cul la lettre d n'exprimant aucune quantité, & la lettre x en
exprimant une dont on ne soccuppe pas, on ne peut ni fup=
primer ni écrire Fune fans lautre.

443. REMAR QU E 5. L. Puifque différentier n’eft autre chole
que chercher l'expreflion finie de la dernicre raifon entre des
quantités qui décroiffent jufqu'a s'évanouir , & que pour trou-

ver cette expreflion, il faut deux fuites paralléles de raifons,

dont l'une renferme des quantités qui s'évanouiffent , & l'au-
tre des quantités qui ne s'‘¢évanouiffent pas; il s'emfuit quon
ne peut différentier que des équariens & non point de fimples
quantistes 5 car il n’y a qu'une équation qui puiffe fournir nne
proportion , ou bien deux raifons égales qui feront chacune
Forigine des deux fuites parall¢les de raifons qu'il faut nécef-
fairement avoir pour différentier. Et fi dans la fuite nous dif-
ferentions des quantites abjolues 4 il reftera f{ous-entendu quel-
les font fuppefées former un membre d'équation , & qu'etant
combinées avec celles qui forment Vautre membre , elles
donnent deux raifons ¢gales, qui fervent d’arigine aux deux
fuites paralléles de raifons dont ona befoin ici.

444. 11 Lorfque nous voudrons indiquer une différentia-
tion 3 faire, nous renfermerons la quantité qui doit érre dif-
férentiée entre deux crochets , précedés de la caralteridtique,

FIG.




394 ELEMENS

FIG, de cette rr-am:,lcd( Y, d(ay+=x), d(x*), &e. Lotlque

\.

nous aurons 3 exprimer le produit d'une différentielle multi-
tipliée par elle-méme , comme d ¥ X d» , nous écrirons d x2
pourdx X dx X dx, nous écrirons d 3 ; &c. Il faudra done
bien diftinguer ces trois expreflions d* »,dx*; d( **); car
la premicre défignera la diftétence feconde de # : la feconde,
la différence premiére de ¥ multipliée par elle-méme ;& la troi-
fieme , une différentiation z faire fur **. :

445 REGLE GENERALE. Pour différentier une quantité
1°. Subflituez & la place de chaque wariable , cette méme variable
= [a diffévence , felon gque la variable angmentera ou diminuera :

2°. Du réfuliat retranchez la quantité propofée & le refle fera
la différence cherchée.

Dans les applications que nous allons faire de cette Régle ;
nous ne regarderons comme variables que les quantités re-
préfentées paru, ¥, y,2, & moins que nous navettiflions du
contraire.

Exgumpre 1. On demande la différence de a =%+ 7.
Je fubftitue ¥ 4-dx au lien de ¥, & y +dy aulicu dey;
ce qui change la quantité propofée en celle-ci, a4 »+d¥
~ydy. Je retranche la propofée, & il vient, reduétion
faite , +-d x4 4dy.

446. Corocrw. Mliuitdeld que Von aura rour de fuire la
différence d’une [omme de quantités , en effacant les termes conftans ,
& fubfiituant , & la place de chague rerme wariable, [a différences
Ainfi d(a~—=x)=—4d&, ou-dx felon que ¥ augmente ou
diminue , ce qui eft dalliculs évident.

447. Exgmrre IL On demande la différence de' ax. Je
fubftituex4~d » au liendex, faia X ¥ fdx=—ax 4+ ads.
Donc retranchant la donnée ax , d(ax ) =--adx. Ce qui
fournit cette Regle :la différence du produir dune conflante & d'une
wariable , vaue Ie produiz de la quansité conflante , muliiplice par
la diffévence du fattenr variable. Ainfid(axy) =ad(xy).

448, Exzxymere IIL. Cherchons la différence de thL. 11
aut
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faut metire ¥ 4-dx aulieu de », &y-+rdyau lieu dey, ceFIG

qui changera le produit propofé en celui-ci, x 4 dx Xy +ay
=y Aydx—xdy+dxdy;Doncd(xy Y=d-yds—xdy
~-dxdy,oubien (436 & 439)d (vy) =-ydx-2dy. Pourla
mémeraifond (¥yz)=(x+dx X y+dy X z -4 z) —
xyz=-yzdr-xz2dy4xydz, &c. D'od il fuit que pour
avoir la différence dwn produiz, dont les falfeurs fons variables
¢l faut différentier ce produit pour chague wariable , comme fi tous
e refle éroir conflant 4 € prendre enfuite la fomme de ces différences
pour la différence cherchée. Sil'on fuppofoit les falteurs varia-
bles égaux , le produit feroit une puiffance, que lon diffé-
rentieroit de méme ; mais nous allons la différentier d’'une ma-
nicre plus générale.

449 Exemrre 1V, Pour avoird (=7). Je mets ¥ -d=

au licu de &, ce qui change ¥ en x 4 d & \== 2™ A4 m 7= ¢ X
Mo =1

dx+ g i dx® 4, &c. ( 4lg. 134 ) : fouftrayant la
propofée ¥™ ( 445) , & rejertant les termes qui renferment
plufieurs différentielles pour facteurs ( 439 ), on aurad (™)
== - m xm=1_d k. Pour avoir donc la différence d'une variable x qus
a un expofant m canflant , il faus merrre — 1 & la fuite de fon expo=
Jane , ce qui donme ici xm=% , malripliant enfuite ce réfultar am=*%
par le promier expofaus m , & parla différence 4~ d x de la racine ,
le produis - m x™=* d x fera la différence demandée. Ainfid (2*)
==nzt-ldaz,

2 ; A 1 .
Sil'on fait dans 1a dernicre expreflion n=-, ce qui donne
2

1 x 1
e -_=1
2= 1
2ime z2m \/2,& 2" t=2? =3 2 = —— onaurad(y/z)
S-1dz V%
e Sil B atene ot x
“-—-\/—z .Silon eit faitw=—p, on auroit eu d(z -7)
= Fedz
== =Pl e —
"f“?z gi —_ ZPr "

Vv
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Soitz==(a"=~=x"), on anra d((a* —x* )" )=3-n (a*
wmxt Y=t d(at— 3" Y=pn( @’ —x2 )1 X i-2xds
= 2nxds (a’—x?) -1,

¢ : y ke ——, |
Sinz=—1,il vientd(z-1)="Fz-1®i dz= ;f
4
: Fd=z
Maisz—1 =21 Doncd (=)= —.
3 = 2 c(zJ =%

, Lk : o
450. Pour avoir la différence d’une fraction - c= <, on fera
: z

( 448.)4 ( )-* ks Mi—}—nd( ) “"d"“"z‘i"’_—_
;hchﬂ—l—uaz

it S s B
. 5 ainfi pour differentier wune fratlion —, il faus
@ =

prendre le produit (= z d u ) du dénominatear , multiplié par la dif-

févence du numérateur ; enfuite le produit ( = u dz ) du nieméraresr s

multiplié par la différence du dénominasewr : fouftraire enfin le fe-
cord produis du premier, ¢ dbvifer levefle (d=zdu==udz ) par le
quarré 2° du dénominarear.

Si le numératenr u étoit une quantité conftante 4 , on feroit
p ; a Fadz R
du=da==0, ce qui donneroit ,d (—) el fi I'on

fair feulement le dénominateur z conftant , on aura dz =03
+ 6 du __o-du
‘uq{'d( )W = ——, Soitw=a™, b==m, hous

M= F
aurotis d(—) _,i..”fi_._ dx ==+ xm— 1 dx, Ainfilesap~

plications que nous avons faites de la régle générale (445) font
voir comment on doit différentier les quantités variables; &
les regles particuliéres que les réfultats nous ont donné , four~
niffent le moyen d’en abréger le calcul dans les divers cas.

_ Lo ey o T
451. Cor ot 1. Soient les deux fractions —» 5 »quiayent

un méme numérateur conftant,& fuppofons queds==4d x'icela po.
Fmdx Fomdx
i,,onaurad( )._ ,&:d( ) e . Done
x J‘

x &
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d(j) g (E)._ Fmdx Hmdx | m m m[’](},

T ooy .w . -

xx % s Ay X x

( i ) ( ) Cleft-2-dire , que dans ces fortes de

Ir -:f"fam les différences font proportionnelles aux quarrés de ces mémes
Jractions , ou bien que la dernicre raifon ‘entre feurs defférences
eff la raifon delewrs quarrés.

wm

Or, dans I'hyperbole rapportée i fes allymptates , les or-
données qui répondent aux abiciffes ¥ , »" , peuvent étre repre-

y a m m
fentces par ces frations o (388); donc , fi on fuppofe

les différences de ces abcifles , favoir dx, d«', égales, les
différences des ordonndes [eront comme les quarrés de ces mémes ors
données , ainfi que nous l'avons prouvé plus haut ( 389 ) d'une
autre maniere.

452. Outre les différences premiéres , on fait fouvent ufage
dans ce calcul des défférences fecondes ; & pour trouyer celles-ci,
il faudra les prendre fur les différences premiéres , de la méme
manicre que ces derniéres ont été prifes {ur les quantités don-
nées (445 ), en regardant comme de nouvelles variables les
dx,dy, &c. des variables », y, &c. (nous prendrons les for-
mules précédentes avecle figne {uperieur ).

453. ExeMrrLes. d (ax)=d(ads) =adx (445)....
A'(xy)=d(xdy4-ydx)=d(xdy)4+d(ydx)=xdry
+dxdy4-dyds+yd'x=xd* y+2dxdy~4yd x. Si
Yon fuppofoir d ¥ conftante , on auroit d* x =0, ainfi alors
d* (xy)=xd*y+2dxdy.

454. En fuppofant que la différence d x d'une variable x eft
conftante , on fimplifie fouvent les calculs 5 ¢'eft pourquoi
nous ferons ulage par la fuite de cette fuppofition.

dz (am ) e=md{miam— 1 JixYin magm=1dr x— ™. o— 1.
xm—2 dx* 81 dxelt conftante, on a, d"'*¥=a0 ;
(%7 ) == m. M= 1. %7 =2 ] 52,

‘.rv 1}
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Soitx—12z, & m:-}, nousauronsd x =dz,d: x=4d*z,
T 1 1 3
——1 i e S0 e e
Nk e g —— i AR V, s XM =20z 2 il
.2 :
I
= —— = ———, Subftituant dans la premicre expreffion de
T
dx (xm), il vient d* /3= — X o LY =
2 it vV z 2 )
I dr z dazz 2zd*z—dz2>
X T d = / ey = %
zy/z Wz 4z = 4z =z
: f S ;
Soit maintenant z =px 4 e & faifons d x conftante;
R d x2
nous aurons , dz =pd x = ﬂ—usdoncdizm$? 3
a a
2 xdxt
ou, en muTtiphant parla valeur de =, zdrz=TF L
a

3 d' iy
il i : fubfticuant ces valeurs dez d* z & de d = dans

d* \/ z, que nous avons eu précédemment, il vient , réduc-

—_—p2 2
tion faite , 42 pxq'_fﬁ e 1P A% .
24 P X R
{porb PR
i 2

455, Dans I'Elliple 8 'Hyperbole ona ( 343 & 360 )y =p *

z
= -—:%—- : le figne fuperieur eft pour PEllipfe 8¢ I'inférieur pour
YHyperbole. On a donc aufiy = Vp x $% ;ond: y=

. z L A N
d: Vp il i ot 5 . On auroit 1a méme valeur
2a 4y

pour gt y, d'aprés I'équation y*==px, & lune & Tautre de
ces valeurs nous fenrl‘ont dans la fuitc :
456. Propofons-nious de trouver la valeur de d# y par I'équa-

Vz @ X == %% , IOUS aurons, 4 x étant conf-
X
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tante, !I’—y:n———d(V:.ax—-—xl)-}- Vzaa,-—xlx

s 17 . e A ] Ax
d(—-—),(445‘)50rdV e ,c.l\v}
X \".?.’.'x»-—-'t‘-
=—a’x‘:doncdly=adsi“——xdi_dkl\/::::x-—x’
x* *v/2ax0—x5" x%
(adar—xda’)2—dx*(2ax—x2)  —ade
2 Vg —3z x\/2a%x—=x"

4%7. Diffévences des Sinus , &re, Si dans un cercle l'on imagine
un arc différentiel Mm , fon finus m P , {a tangente M s, fa {é-
cante Cr, & qu'on méne m r paralléled C M, les triangles C
Pm, mre,donnerontCP:Pm s mrou PM:r:e. Or, (436)
P m doit étre négligé par rapport 2 C P. Donc auffi r ¢ doit étre
rejetté par rapporta Mrou MP. Dailleurs P Meft (373 ) de
I'efpéce des différences fecondes ; donc r ¢ fera de Uefpéce des
différences troifiemes. Or , r t==M ¢ — P m. Donc la différence
du finus & de la tangente d’un arc diffiérentiel eft nulle!, ou bien
le finus & la tangente d'un arc différentiel doivent étre regardés
comme des lignes égales, Pareillement la corde qui eftplus gran-
de que le finus , & I'arc qui eft plus petit que la tangente ; feron®
des lignes égales entr'elles & égales aux deux premiéres.

Cela pof¢, pour avoir la différence du finus d'un arc donné
AM =, je fuppole que. M m foit la différence de cetarc; je
méne enfuite les rayons CA, CM,lesfinus MP ,mp; & M~
parailéle 2 C A. Les triangles CP M, m r M, donneront, C M :
CP::mM:mv. O, CP=cof AM=cofy , nM=dx~,
mr=—d( MP)==d (finx);donc en faifantierayon CM =r,

: x:o_;"x . Cleft-3-dire ,

on aura , ricef® 1 d¥:d( finx)=

gque la différence du finus d'an arc vaue la différence de ces arc mul=
tiplide par le cofinus du méme arc & divifée par le rayon,
458. Pareillement fi I'on nomme un autre arc du méme cercle &,

dx' cof &'
: ¥

onaura d(fin ") s ainfien fuppolantd x == d «’, nous




FIG.

1390,

340 ELEMENS
auronsd (finx): d(fina' )13 cof ®:cof . Or , fi x<<s, cofw
fera > cof «'. Donc les différences des finus des pevits arce fons plus
grandes que celles des fruus des grands arcs.

459. Les mémes triangles C MP, mr M, donnent ,CM;

PM:mM:Mvr,our: fin x;:dx:l\‘[rr:,f—x%ii. AiniCyp

d xrﬁix_ Donc d (cof %)=

—dxfiny

=CP —Mr=cofx —

.

Ou bien la différentielle du cofinus d’un arc vaut le finus de'cet arc
multiplié par fa différentielle |, prife avec un figne contraive @
divifée gar le rayon.

On pourroic de la méme maniére trouver les expreffions dif
férentielles de la tangente , de la cotangen:e , &c.

460. Différence des Logariihmes, 8i fur une droite A B, on prend
des partiesaP ,2p,aQ , aq, &c. en proportion ou en pro-
greffion arithmétique, & fi fur leurs extrémités , on éléve des
parpendiculaires PM,pm , QN , ¢n , &c. en proportion ou
en progreffion géométrique , la courbe &6 M m N n, qui paffera
par les extrémites de ces perpendiculaires, s'appellera Loga-
rithmigue , & cette dénomination eft fondée fur ce que en fup-
polant 1 , la perpendiculaire a b, qui répond i lorigine g
des abiciffes aP , ap, &c. ces mémes ablciffes font les loga-
rithmes des ordonnées cotrefpondantes.

461. SoitaP =#,Pp=Qq¢g =dx, on auraaP. ap:4Q,
aq, & parconféequent PM:pm i QN:gn,onpm—P M
:PMi: go—QN:QN 5 ou bien mr:PMiins: NQ.
Or, en menant les tangentes MT ; NF, & les lignes Mr,
N s, paralleles 3 'axe A B, les triangles mr M, M P T', donne-
rontmr: PM 2 MrouPp:PT; &lestrianglesns N,NQF,
donneront, ns: NQ 2 Nsou Qq4:QF. Donc Pp:P.T 32
Qq:QF, par conféquent BT = Q F. Ce qui apprend que
dans la logarithmique les [onzangentes font tonces €gales & confs
Faniess

462. Cela pofé, n mr=dy el ==y,
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Pp=dw,PT=m,la proportion my: MP ;:Pp: PT de-FI(.

d
vientdy:y Jcda:m,dou da=""2

Ie de la Logarithmique.
¢63. Puifque en faifant ab==1,0naaP,oux=I/(PM) |

s=](y), ilfuit queds=d{ly) = m,d’ Si la foutangente

d
mouPT=ab=1,on aurad(ly):—yl-,&commclafup-'

d . 13
pofition m == 1 cft la plus fimple , on dit que -—yz eft la différence

du logarithme maturel de y.D'ou il {uit que la différence du Logarith<
me nararel d'une quanzizé y vaus la différence de cere quantire divifée
par la quanriré méme 5 mais dans toute autre fuppofition /a diffé=
rence du Logarithme & une quantité'y vaudra le produir de la différence

du logarithme naturel , malsipliée par la fou-1angente m.

464. La quantité par laquelle jil faudreit multiplier le lo-
garithme naturel d’une quantité pour avoir fon logarithme
dans une autre Logarithmique , eftappellée Je Module. 11 doit
€tre conftant pour tous les logarithmes d’'un méme fyfiéme ;
car par la nature de la Logarithmique , fi les ordonnées font
en proportion ou en progreffion géométrique , leurs abfeif-
fes, que nous prenons pour leurs logarithmes, doivent éwre
en proportion ou en progreflion arithmétique. 1l faudra donc
que les abfeiffes de la logarithmique naturelle , foient multi-
plies par une 'méme quantit¢ pour devenir égales - celles
des mémes ordonnées dans une autré logarithmique.

465. Soit {yle logarithme narnrel dey , p le module dans
un antre {yftéme de logarithmes , nous aurons ply pour le
logarithme de y dans le dernier fyftéme. Or, en diffiérentiant

d(ply)=p.d(ly)= g Y Donc le module dans an [y fpéme
}’ 3

de logarithmes eff égal a la foutangents m de' la logarithmique
gui reprefenté ce [yflémen

', équation différenticl- 139,




FIG,
139.

342 ELEMENS
466. Pour avoir d (I (a=x) ), je feroisy=8a~-x , ce

qui donned y==dx, fubfticuant dansd (ly )= -—yl, on trotie
dx

7 ! = ——

vera d(l(a-2)) ook € lorfque la foutangente ou le

a1y it
module == 1 ; 0u en fubftituant dansd (ly) == 277 ilvient

mdx

d (l(ax)=

pour le module m. Il fera donc ailé de
a-rx

différentier les expreflions qui contiennent des logarithmes ,
il fuffic pour cela que Fon puifle prendte y pour la quantité
dont on a le logarithme. Or, en fuppofant 4 5 pofitive , I'ordon~
nee y ne peut repréfenter que des quantités pofitives ; & s'il s'a-
giffoit de différentier le logarithme d'une quantité negati-
ve , on obfervera que les quantités négatives ne peuvent point
étre comparées aux quantités pofitives { 4lg. 203 ) ; & qu'ainfi
clles ne fauroient avoir des logarithmes , relativement 2 I'unité
pofitive ab. Mais fi 'on prend ab'==ab, & quon prolonge
dans le fens négatif les ordonnées PM , Q N, &c; de manié~
reque? M=PM;QN =Q N, &c. la courbe ' M’' N', qui
paflera par tous les points &', M', N', 8&c. aura pour fes or-
données des quantités négatives P M', Q N', 8c. qui auront
avec 'unité négative a &', les mémes raifons que les quanti-
tés pofitives PM, QN , &c. ont avec 'unité pofitive 45 ;
& quainfia P étant fuppofée == logarithmede P M , on aura
auffi a4 P == logarithme de P M', &c. par confequent Ze loga-
rithme d'une quantité négarive eft le méme que celui de la méme
guantisé pofirive. Donc la différence du logarithme d’une quan-
tité négative fera la méme que celle da log. de la méme

d g A
quantité pofitives Ainfidl { =y ) = -J-J} . La régle pour avoir

cette différence ferala méme que pour d/ (3 ). Ainfi je prends
la différence de — y, qui eft = —dy, je la divife par la quan-
—dy

2 " ¥ d . - A
tité =y , cc qui fait = % Si le module au liey d'éa

Lo 4

tre
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: : md
fre == 1 étoit==m, on aur01tdi(—-y)=~—y—y-. FIG.

d
467. L'équation d (ly) = -}3— donne dy=y.d (ly). Ce

qui nous apprend que Iz différence ( d y) d'une quantité (y ) vans
le produit de la quantité méme (y), mitriplice par la différence d (1 3)
de fon Logarithme naturel, Par exemple ,d (sm)=um, dl(sm)

mdx maxmdx '

=x"d(mlx)=am, — = =maxm=14x 1l en
o x

eftde méme des différences des autres quantités : on peut les
trouver par cette nouvelle régle,a laquelle il faut néceflairement
recourir lorfque les expofants font variables. Ainfid (4*) == a* x
d(la*)=a% d( xla)e=a* dx]a(les quantités a*, x1 , &c.-
sappellent quantités exponentielles ),

468. Pour faire quelque application des principes précédents,
propofons-nous de dérerminer la tangente d’'une courbe quel-
conque dont on ait I'équation , en fuppoflant les coordon=
nées perpendiculaires entr'elles. Il eft affez évident que les
expreffions différentielles de la tangente ou de la fou-tangente ,
de la nogmale ou de la fou-normale , font également propres
aréfoudre ce probléme. Or, pour trouver ces expreflions , {oit
M m Tincrement de l'arc S M ; fon prolongement en ligne 140,
droite formera la tangente T M. Tirons les ordonnées M P,
m p , perpendiculaires fur I'axe S N, la droite M r paralléle au
méme axe , & nommons PM =y, mr=dy,SP=ux,Pp

=Mr=dx, Mm=+dst 4dyr=54ds.

Cela pofé , les triangles Mm» , MP T, donnentm r (dy ) :
Mr(dx)::PMp): P T=’f ¥
J
fou-tangente P T. On n'aura donc qu'a différentier I'équation

» expreflion différentielle de Ia

: d
de la courbe pour avoir la valeur de —5—‘- , &la fubftituer, ce
¥

qui déterminera la valeur de la fou-tangente.
469. Par exemple , dans la Parabole ordinaize y* ==p x5 donc
Xs
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: dx X T 252
dy=pdeou —=""LAinfi PTe= = o L
5 2yay P x T.lay ? 1011 » 255
comme on l'a déji trouvé ( 403 ).

b:
470. Dans I'Ellipfe y2 =—(2ax=x2) ;: Ainfi2ydy =

bx d
-——-(zadx-zxdx) donc-&f ..--..—b;—-y—-— AinfiP T
& "“—;(“-"3)
e ___a ____2:1#—-8 i i
e ( ; e . L'équation
 — %
a}.

du cercle y2 =2 a¥ —x2 donne le méme réfultar,
b :
»1. Dans I'Hyperbole y2 = ;—1(2. ax =+ ¥*), ce qui donne en

24X x*
Ta+x
472. Les mémes triangles Mmr ,M T P, donnentmr (dy ):
.o yds SRRV T
Mom (ds) : PM(y)-TLi:E.:V,;_FlEE‘;__‘
011 pourra donc déterminer la tangente , en différentiant I'é-
quation de la courbe.
1l en fera de méme de la normale M N, & de la fou-norma-
le PN, dont on aura les expreflions différentielles par les trian-

d
gles Mmr, NMP, quidonnent P N=22, & MN =222

dx
2 dyz
.....V iJ’ J’_

473. Nous ferons encore ufage du calcul différentiel pour

- décerminer le rayon de courbure en un point quelconque d'une
courbe dont on ait I'équation.

Suppofons que Larc différentiel M m = d s puiffe étre décrit

du centre C avec lerayon CM==Cm (la ligne CM eft ap~

pellée vayon ofculareur ou rayon de courbure ) : foient les ordon-

calculant comme pour I'Ellipfe, P T =
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nées M P, mp , perpendiculaires fur 'axe SP, & laligne M » FIG.

paralléle 3 cet axe: du centre C & durayon CN décrivons 140.
I'arc Ng:faifons MP=y,mr=dy , SP=x,Pp=My~
== d x , & fuppofons d x conftante. Nous aurons N n = 4 (SN)
ydy)__ dx’4dy> +yd'y A ya g,
R Lo e dx dx
Celapofé,onaNg:Mm::CN:CM,ouMm—Ng:Mm
©:CM—CNouMN:CM. Or,(m)MN:”::,Mm
=d s ; d'ailleurs les triangles N g n, Mr m, donnent M m ( d )
ds 4y d> dstemyd'y
:Mr(dx)::Nn(-—‘—#):Nq: . d: ysam-
=gdry
ds
—yd‘)’,d o YA ds’

"t odw L —dxdry

=d(%+

fiMmeNg= . Subftituant dans la premiére pro-

portion ;- il vient

(Vx> +dyr)3
T e a0 yd e
474. Pour appliquer cette formule aux fections coniques , ob-

dyxd ——;

; M N ; fobfli-
¥y

fervons que MN = ’—';ﬁ—; doncd s} =

dx* NN’ 4
—jiary

Or, dans IEllipfe & I'Hyperbole (455) onad* y=

tuant on aura C M =
e P:‘. dxr

43’

P ety

: m; b at—;2x2
ainfi C Mz—l—P-;— Dailleurs (369) M N = ;V S

a*

4
& en menant le diamétre Dd pasallele a MT, ona (38¢) 128,

ab
a% — 2 xt
V(—ai_—")

Mg=g= (AinfiM N x g==54%,0n MN& 1254

X xij
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F1G. 5 T
HEE ar p* ;
e 20 e MN‘=EE=4Q;P ( 342) 5 pat conféquept
9
—— = 4 X z 6‘ - » h
M N3 =£-q—f;izs ce qui donne CM:%—...S; I'on mene

128. du foyer fle rayon veteur fM =R , la droitc fS=T perpen-
& 129.diculaire furla tangente MS , on aura M X =2 (374 ) 5 ainfi

les triangles M X ¢, fM Sdonneront fM (R ) : fS(T) 11 MX
bz R3
aTs?

{a): Mgmq:ﬁg—; {fubftituant il vient CM =

=;P33, Si on fait FM=¢ , FS=1¢,on aura CM

T3
i prd ’
—_— T
475. Puifque (455)Téquation y* = p = donne d* y‘=‘:_P4_;i 2%
i Giti an iy M N3
il fuit qu'ona de méme dans la Parabole C M = — e

4
33, Soit F M=F T =r, foit la perpendiculaire F § tirée du fo-
yer fur la tangente ==1¢; nous aurons la normale MN =22,
aini M N* == 4¢2.0r, ft lonméne S A, elle fera ( 401 ) pa-

ralltle 3 MP;ainf (1:4) ES on 2=FAx FT=3
27 (393). Donc MN* =pr ; & MN’ =2 pr+. Par confé-

zpre 27E

=

r 1z 2r?
quent C M == . Or, +—p=—;— ;donc C M=—-..

1 '

3
e 7P
.. .Si l'on multiplie cette valeur par ;p, 8 quon la divife
o 7 ir :
enfoite par fon égale — , ce quine peut la changer, onaura
x .

I
P

comme ci~devant,C M = reres s
2

-
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476. Pour trouver le rayon de courburejdans la Cycloide or- F1 G,
dinaire ou fimple , prenons I'arc diffétentiel M m , menons les
ordonnées M P, mp , perpendiculaires , & M r pd.\'&”(:le ataxe
8 D ;dans le cercle générateur S O DR , tirons les cordes O S,
ODj; & faifonsSP=x,MP=y, DS == 24, nous aurons
Pp=Nr=dzx, mr=dy. Cela pofé :

Puifque (414 ) S O eft paralléle & latangente T M , les trian-
gles Mmr, SO P, donnerontmr : Mr i OP:SP,oudy:d»

134.

Syt ains A P SRS Jgy
::'\/z.ax—-xzzxgdoudy:-—\/zax—x’*sa-mﬁ(‘?ﬁ)
*

2adx®

A = i —————
d1j=-—*-—--—-———38€d}"=(i£\/1ux—x‘-)":
*y/2zax~—x° o *
2adx?

=—dx*,ou biendx? 4-dy>* = , Oll encore v/ dx*—dy=

x -V-i__":i Subftitnant ces valeurs dansla formule gé-
Vdsi+dy )
—dxd'y
CM=2y2a(2a—=x); =24 DS xDP. Or , (124)
DSxDP=DOQ* . Donc CM=2xDO0O=2 x MK

( 88) sce qui fait voir que la bafe A B dela cycloide divife le
rayon ofculatenr C M en deux parties égales CK ; K M.

nérale CM = (

on aura , réduction faite,

CHAPITRETIE

Contenant quelques notions de calcul Intégral.

477, L E caleul intégral n'eft autre chofe que la méthode in-
wverle du calcul différentiel , & fon objet eft par conféquent la

{olution de ce prob‘cmc connoiflant les derniéres yaifons entre les
différences de denx quantités § trouver les raifons mémes qui- exiflent
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F1G, enere ces quantirés, Le nom de calcul intégral a été donné i cetee

méthode , parce que dans les principes de Leybnits fon objet
eft de fommer ou de rendre entiéres des quantités dont on
ne connoit que des parties infiniment petites. C’eft pourquoi
on défigne tonjours une intégration 3 faire par la lettre f,
quon met devant une expreffion différentielle : ainfi fLads#
veut dire sntégrale de ad x , ou [fomme ad x , ouenfin fomme de
adx; ces trois maniéres de s ¢énoncer font également ufitées.

478. Corouwr. Il fuit de 1a que les régles du calcul integral fe-
ront les inverfes de celles du caleul différenticl 5 8¢ qu'ainfi les ré-
fultats {eront exalls, fi en les différentiant , leurs différences
font égales a celles que lon s’étoit propofé d’intégrer.

479. Daprés ces notions on croiroit qu'il ne deit y avoir
aucune difficulté 2 intégrer une différence quelconque. Cela
feroit en effet, sil ne {e préfentoit que des différentielles com-
pletes , c'elt-a-dire , conformes aux réfulrats du calcnl difféventiel,
Mais fouvent la folution d’un probléme dépend de l'intégra-
tion d'une différentielle qui n’a pas cette condition, foit réel-
Jement foit en apparence. Alors oneft obligé d’avoir de nou-
velles régles pour la ramener i cette forme , lorfqu’on le peut ;
ou bien'on la réduit en féries dont on puiffe intégrer tous les
termes {éparément, 8i enfuite on pent fommer la férie, ona
Tintégrale exalte ; autrement on f{e livre aux approximations.

Avant 'd'aller plus loin ; nous obferverons quune méme dif-
férence peut avoir des intégrales différentes ,  raifon des conf-
tantes ;qui (446 ) ne fauroient faire partie des différences. Le
calcul intégral appliqué 3 la folution de quelque probléme ,
doit choifir celle qui enremplit les conditions ; il doit par
conféquent faire déterminer la conftante néceffaire que nous
repréfenterons généralement par C, & que ‘nous ajotiterons &
I'intégrale variable , trouvée par la régle fuivante, Cette regle
ne s'applique quaux différentielles monomes , dans lefquielles
il n'y a2 quune méme variable avec fa différence.

480. R i G 12, dagmeniex dunt uniré Vexpofant de la variable s
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divifez enfuite par PExpofant ainfi augmenté & par la différencede w16,
la wvariable , le réfultat fera Iintégrale de la différentielle mo-
nome propofée. Cette régle eft vifiblement Yinverfe de celle
qui a été prefcrite ( 449 ) pour différentier les puiffances d’une

mxmdx

variable. Ainfi [ m x m—1 dx:m— =a"+4C..[ amd x
1

XMl ] M1
m-1.dx M1
X0 . 1

o~1I

o= C.Soitm=0, il viendrafxodx

_

+C=ux-C.

481, Si 'on fuppole que » repréfente une quantité complexe ,
dxen fera la différence. D'od il fuit que cette régle s'érend
aux quantités complexes affeCtées d’'un expofant quelconque
m, pourvu qu'on ait hors de cet expofant la différence de la
racine, Par exemple fl2zdz (a4’ 422 )" = i o i

iy et
4 C.Iln'eft pas méme néceffaire d’avoir le falteur conftant
qui peut entrer dans la différence de la racine. Ainfif 22 dz
(al b4 23 ) Mo 1
3(m—+1)
(a-4-bxm)p+r
mb{p+1)

Cette régle nous fuffit pour les ufages que nous ferons du
calenl intégral. On pourroit en aveir d’autres , en obfervant
ce qui arrive dans la différentiation. Par exemple , de ce
que d(xy)=2xdy=-~ydx on concluroitque f(¥dy +ydx)
fe trouvera , en intégrant x d y , comme fi ¥ ¢roit conftante , ce
qui donne (¥ dy=-ydx )=xy--C. Le grand derail quil
faut pour lintégration des différences a plufieurs variables
nous empéche daller plus loin. Cleft pourquoi nous fuppo-

(42 b423 )" =

= C. Donc en général

Jamr=td x (a4 bxm 2 = ~+C.

ferons qu'en nait qu'une feule variable : alors on intégrera
chaque terme par la régle précédente.
482. Il faut pourtant en excepter les termes ou I'expofant
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de la variable eft = 1. Car ¢ =1 dx=i-}: d'(Ix);

par conféquent fx—*dx=[x-+4C: au lieu que par la re-

S ; x°
gle précédente on auroitf 2 —*dx=
furde.

483. Cororr. 1l fuit de 1aque fﬂ-_%:‘l(a-i—x):

T 5
~ = 5 quantité ab-

d'ailleurs , faifant ici la divifion indiquée , on trouve que

dx dx xdx x*dx x3dx \ dx
i U3 o il
a- ¥ a a* ¥ a? at e mﬁfa-f—-x
X 2 x3 4
ou I(a—l-x)mc-+—~---i;+-——3-——x—;-~+-,&c.0r,c
a 2a 34 4a

eft une conftante; elle ne peut donc pas changer,quelque valeur
quon {uppofe i x. Failons =0 , & nous aurons ! (a)=C.

2 x]

Subftituant on aura l (a4 x)=1!a- = -+ —
a 2 a* 3a

x% A —_—

R =+, &c. de méme [

=1Il(am=x); dot l'on

déduic , en faifant le calcul comme nous lavons fait pour

» x xt x? x*
I\a'*“x); quel(a-—x}ml::-—;—z—;z-—;:;—-q—.-;
—, &c. Par conféquent!(a—+x) —I(a=—x) ou(dlg.284)
Ia+x= 2% .z.x: 2 %) ek

a—x a 3a 5al

484. Pour fajre quelque ufage de cette formule dans le cal-

- x .
cul des logarithmes, fuppofons - == 3 ce qui donne
- a

2z—1
a 24z
¥ == ——— ; par conféquent a - x = — & a—x
2Z— I = N Al |
2424 ¥ a == % 48T =
=——— —, Nous aurons = e s
2% T a—x 242 —24a B 1
: A %
Subftiruant ces valeyrs il vmndra!z - ou lzwml (z==1)

an
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2 2
ou en tranfpofant I 2=J](z—1)-+ —_—

2z—1 3(22=—1)3

o et b 8. férie fort convergente lorfque =z eft
s(2z—1

un nombre un pew grand. Elle fervira a calculer les Logatith-

mes natutels ycarfiz=2, I(z2—1)= ( 1) =o (4lg.282),

jderey 2 2

Donc en fubftisnant onaura /(2 )==o0 TR 3_-—34.._5__‘

-3 <3

~+ —3'—,- -, &c. Calculant les huit premicres fraftions juls
T

qu'a neuf décimales pour n'en conferver &e fept, on trou-
vera I {2) =0, 6931472. Silon fait enfuite 2= 3 , onaura

I(z—1)==1Il(2); ainfi cn trouveral(3).De méme /(4}y

=1 (2t) =21i(a)=1, 3862944 ; donc en faifantz =3y,
ce qui donne {(z—1t1)=1/(4), on pourra trouver! ( §)
=1, 6094379 , en calculant feulement les quatre premiéres
fractions pour en ajotiter la fomme avec la valeurde /(4 ).
Il eneft de méme des logarithmes des autres nombres pre-
miers , qui donneront ceux des ncmbres compofés. Ainfi-par
exemple /(16 )=1l(2)+1!(5)=2, 3025851.

Des qu'on aura calculé les logarithmes naturels , en les mul-
tipliant (4lg.297) parle module m qui convient aux tables or-
dinaires , on aura ceux de ces tables: ainfi puifque le logarith-
me tabulaire deroeft=1, on auta m( 2, 3025851 ) =13
i

a nféquent m =, —————— =
p_ . CO L(_l e . 502585[

© ; 43429448 , ou bienm

=0, 4342945
Nous n'entrerons pas dans un plus grand détail fur les régles
du ca]cul intégral , il nous fuffira de faire quelque application

de fa regle précédente pour la quadrature des feftions co-
niques.

485. Soit 8 M un arc de caurbe quelconque:M m (i différence
MP, mp, deux ordonnées perpendiculaires d axe § N, 1l eft

évident que Mm p P eftla différentielle de I'efpace S M P, Or,
Ty

F1G.




FI1G.

140,

125,

352 ELEMENS
PM-~4-mp
z

XPp,ouidcaufedepm=PM

PM
d-mr=PM(436) , MmPP=1—;—X Pp=PM x Pp.

(167)MmpP =

Donc enfaifantP M=y ,Pp=d x, onaura cette différence
=y d ». On fubftituera donc la valeur de y en x prife dans I'é-
quation de la courbe; alors Lexpreflion ne contiendra plus
qu'nne variable ¥: on intégrera, fi on le peut, ou bien on ré-
duira en {érie la valeur dey, pourn’avoir aprés la fubftitu-
tion qu'une fuite de différences monomes a intégrer.

486. E x 5 ¥ 1 ® L. Dans la parabole y = /7 #

b g 1 I

=p7x3. Doncydsx=p;s1dx Parconféquent yd*ou

I 1 T 3
— =1 — ==
2 z 2 2 Y .
sMP=_1F =1 : =§\,/Px5..—_ix,/px
x 3
Pt 2

= § 9= les Edu rellangle des coordonnées. On voit qu'il 0y
a point 1 de conftante , parce qu'en faifant ¥ == o le tout de-
vientos & cette courbe eft la feule des fections coniques
dont on ait pd trouver jufqu’ici la quadrature.

487. Exzmrre IL Dans I'Ellipfe faifant Cp=#,Pp
==d x,il eft clair queP Mmp =y d » eft I'incrément de 'elpace
CBmp correfpondant a l'incrément d x de I'abfciffe Cp; or,

b — b Xz x*
alors ( dlg. 170 jy = — Tl gziea Shag tmes Ol
§ABGIO )3 S n o el 2 84

&c. ). Subfticuant & intégrant on a fydx , ouCBM P

b x dx xtdx b x
— d — ——— | — e e e (N (0 ) — .
mﬂf(a X 73 Ve &c.) a(ax -
§
—-5 ;aT—&C.)+C.Or,ﬁon fait ¥ == 0 , les deux mem=

bres fe reéduifent 2 0 = o 4~ C = C, Si on fait ¥ =24, on aura
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b : a* FIG.
CBA=—(a*—Z — 2 —&c). Enfin fib=a,CBA
a 6 40 =)
devient un quart de cercle dont le rayon = a, & dont la fur-
ar a*
face = a* — — — — 8cc.
6 40

X ™

3 b o A TR
483. Exemrre IT1, Dans I'Hyperbole y = .~ vV
(Vorigine des abfcifles étant au centre ). Subftitnant , il vient

_r}' d x OU.AFI' =—§-de \’.’-‘Gl—u"ﬂ—zif(xdx-—- e ox
a

at d b 2 *
e Sx:‘-&c.)=:-f(xdx—-f-;—~x-1dx- %—x"’dx

1 a’ at dx
—&c ). Or , fxdx=—x2: f(-—-——z—x"ldx)z———?:f_;.

-5

az at
= — 1. ¥ (463) :f(—-wé—x‘i dr)=
2

a* a%
F e

8.2 I-:S.U-i

By T at .
donc Apm=— = ( - ¥ =t ! x4 T ~ &c. ),[ana confy
tante,

F I N.
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