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SUR LES ELEMENS
DE MATHEMATIQUES.

254
ARITHMETTITQ U L.

| ES Sciences Mathématiques ont pour objet, non-feulement
| tous les Etres compof€s de quelque nature qu'ils foient, mais
t encore ceux qu'on peut confidérer comme tels, Pour rendre

cet.objet aufli fimple qu'il eft étendu, les Mathématiciens,
| peu occupés de la nature des Etres compofés , ne les ont con-
st {1dérés que fous le rapport qui les rend fufceptibles d’aug-
mentation & de diminution, Cette propriété relative des Etres ils 'ont ap-
pellée indiftinctement Quantité ou Grandeur. Quand ils 'ont attribuée 2 des
aflemblages d’Etres qu'ils fe font repréfentés comme féparés les uns des au-
tres, ils lui ont donné le nom de Quantité difcrete; & lorfqu'ils Pont attribuée
a ceux qu'ils concevolent comme unis les uns aux autres, ils Pont appellée
Quantité continue. Ces deux efpeces de Quantités ont fait naitre la divifion
naturelle de cette Science en deux parties diftinctes par leur objet & par leur
nature , I'Arithmétique & la Géoméurie. La méthode que la Science mathé-
matique fuit eft celle-ci : d’abord elle pofe des Axiomes qui font des vérités
prouvées par Jeur évidence ; avant d’employer des termes nouveaux , elle en
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fixe la fignification par des définitions claires, Quelquefols elle demande
qu'on lui accorde” des vérités qu'on ne fauroit nier ; quelquefois audli pour
préparer {es Démonfirations, elle fe fere de Conflrudions , de Lemmes , de
Scholies ; & enfin elle établit la vérité de fes Propofidons, qu'on appelle
Theorémes 1 elles annoncent quelque propriéeé de la Grandeur , & Probiémes
f1 elles tendent a réduire en pratique les propriétés d% connues, ou bien 2 en
découvrir de nouvelles,
11,

Si 'on congoit la Quantité difcrete partagée en plufieurs parties égales,
chacune de ces parties Sappellera I'Unizé , & leur allemblage s'appellera un
Nombre. L’Unité mathématique n’eft donc point une Unité abfolue & indi-

vifible , puifqu'elle eft partie de la Quantité ; mais elle eft feulement une,

Unité de convention, qui devient elle-méme un Nombre relativement 2 des
Unités d’'une efpece inférieure. Pour défigner plns commodément toute forte
de Grandeurs par les combinaifons des dix chiffres qui compofent I'A rithmé-
tique ordinaire , on eft converu de leur donner une valeurlocale, par laquelle
ceux qui font placés fur la méme ligne augmenteroient en raifon décuple en
allant de droite a gauche. Ilefl & remarquer que cette propriéeé de conven-
tion a feule donné lieu aux différentes méthodes qu’on emploie pour faire
avec facilité les opérations de I’Arithmétique. On peut dire qu’elles fe rédui-
fent a deux, qui font Y. Addition & la Souftradtion , tandis que la Multiplica-
tion & la Divifion ne font que des méthodes abrégées pour faire les opéra-
tions précédentes. La fimplicité des procédés qu’on emploie dans 'Addition
& la Souftraction permet d’avancer que Pexécution feule en démontre la juf=
tefle 5 on en pourroit dire autant de la Multiplication. La Divifion, un peu
moins fimple que les autres opérations, sexécute par une méthode dont
Pexaétitude eft démontrée par la Multiplication, Elle fert 2 trouver la racine
inconnue d’un produit dont on connoit l'autre racine ; a divifer une Quanticé
en un Nombre quelconque de parties égales, &,

i B

Toutes les différentes opérations dont nous venons de parler fe font fur les
Frations, & fe démontrent de la méme maniere. Mais avant de les pratiquer
il eft quelquefois néceflaire de préparer les Fractions en les réduifant au méme
Numérateur ou bien au méme Dénominateur. Quelquefois aufli on eft obligé
de les réduire & un Numérateur ou & un Dénominareur donné; ou bien en-
core de préfenter des nombres entiers fous la forme des Fra&ions, fans chan-
ger leur valeur. Or toutes ces préparations S'exécutent facilement par des re-
gles fondées fur cette vérité, que la valeur d’une fra&tion ne change pas , foit
qu'on multiplie , foit qu'on divife fes deux termes par la méme quantité , &




quainfi il y a une infinité de Fractions de méme valeur, quoique exprimées
en termes différens, Sil faut, non-feulement préparer, mais encore {mpli-
fier une Fraction, ony parvient en divifant fes deux termes par leur plus
grand Divifeur commun ; & la méthode générale de trouver ce Divifeur
commun & démontre aifément. L'ufage fréquent & commode des Fradions
décimales a fait fimplifier leur expreflion & leur calcul, On les fouftrait & on
les additione 2 la facon des nombses entiers, en obfervant feulement de met-
tre les virgules en colonne : on les multiplie & on les divife de méme ; mais
dans le produit on {épare autant de décimales fur la droite ; qu’il y en a dans
le Multplicande & dans le Multiplicateur ; tandis que dans le Quotient on en
{épare autant qu'il s’en trouve dans le Dividende de plus que dans le Divifeur.
La nature de cette efpece de Fractions préfente quelques obfervations i faire :
1.° La valeur des décimales décroit en raifon décuple en allant de gauche
adroite. 2.° Une Fra&ion décimale eft plus grande qu'une autre, {i fes pre-
miers chiffres étant les mémes que ceux de cet autre, elle en a outre cela
quelqu’un qui ne foit pas zero. 3.° La fomme de toutes les décimales qui
viennent apres un rang quelconque ne peut valoir une unité de ce rang.
4.° Il fufhit d’employer deux ou trois décimales dans le calcul , & moins
qu'on n’ait befoin d’une grande précifion. §.° Si Pon retranche les derniers
chiffres, 1l faut ajouter une unité au chifire qui refte le dernier, lorfque le pre-
mier de ceux que Pon néglige furpaffe cing. D’aprés ces principes il eft ailé
de réduire une Fraction ordinaire en Fraétion décimale , ou bien de saflurer
que cette réduction eft impoffible,

IV.

Mais deux chofes soppofoient a I'étendue des combinaifons dans I’ Arith-
métique ordinaire , la valeur fixée de fes caracteres & fon objet limité & des
quantités homogenes. Ila donc fallu pour étendre la Science du Calcul aufli
loin que fon objet le comporte, quune Arithmétique nouvelle nemployét
que des caracteres indéterminés , & s'étendit a des quantités d’efpeces oppo-
fées. Alors cette Arithmétique , connue fous le nom d’Aigebre , a {ubftitué
aux chifires ordinaires les lettres de alphabet, & leur a donné fes fignes d’op-~
pofition + & —. De cette diftinction il a di senfuivre que zero feroit pris
pour la borne de la quantité négative & pofitive ; & qu’ainil, étre au—deﬂ%us
de zero ne feroit autre chofe pour la quantité, que pafler dans une efpece op-
pofée, fans rien perdre de fa nature. L’introduction des quantités négatives
& poltives a rendu néceflaive la réduction algébrique, & en a indiqué les
regles, de méme que celles de PAddition & de la Souftraction. Nous ferons
voir que les premiers Algébriftes éeant une fois convenus que — X ===,
il a di s'enfuivre , par une conféquence néceflaire, que -+ X—=—=—, &
que — X —==, L'objet de la Maltiplication a obligé les Algébriftesa
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multiplier les coéfficiens a la fagon des nombres , & la fimplicité les a fait con-
venir que les lettres e’crites de fuite fe multiplieroient. Les regles de la Divi-
fion algébrique ne font qu'une fuite de cellesdela Multiplication : les unes & les
autres fe réuniflent dans les méthodes d’extraire les racines & de former les puif-

fances. Mais cette formation des pmiTances a donné lieu & quelques remarques
i3

#
trés-utiles, 1.° Ques®=1. 2.° Quez—" :-_? 3% Que A an
Cette derniere propriété a fait voir qu'il eft aifé de convertir les radicaux en
expreflions de puiffances fraGtionnaires, & d’aflujettir le calcul des incom-
menfurables a celui des puiffances par leurs expofans. Cependant comme il
eft fouvent néceflaire de laiffer les incommenfurables fous le figne radical,
nous ferons voir les principales opérations que demande le calcul des radi-
caux ; favoir, 1.° comment on peut faire entrer une expreflion quelconque
dans un radical fans en changer la valeur. 2.° Comment on peut fimplifier
un radical en retirant une quantité hors du figne. 3.° Comment on peur Gter
Ie cocfficient d’un radical. 4.° Comment on peut réduire plufieurs radicaux
au méme figne. 5.° Comment il faut les additionner ou les fouftraire , les mul-
tiplier ou les divifer. 6.° Enfin comment on les éleve a des puiflfances & on en
‘extrait les racines. On peut aufli employer utilement dans le calcul des incom-
menfurables la célebre formule de Newton a == i —=a?»==ma»—1 b , &c.
dans laquelle nous fixerons la loi des fignes , celle des coéfficiens, des lettres
& de leurs expofans,

:‘rﬂ

La méthode d’extraire lIes racines quelconques eft fondée fur la formation
des puiffances, & s’applique 'tifémcnt ades quantités {oit numériques foit algé-~
briques. Nous ferons voir l'ufage qu’on peut faire des fractions décimales dans
Ies méthodes d’approximation pour les racines incommenfurables, Les loga~
rithmes fourniffent un moyen sur & commode pour parvenir i la racine vrafe
ou approchée d’'un nombre ; mais comme les tables ordinaires ne portent
point I'approximation aufli loin qu’une trés-grande précifion peut Pexiger,
nous montrerons qu’alors on peut employer avec avantage les formules de
M. Halley que nous étendrons a une puiflance quelconque , foit en indiquant
la loi qu’elles fuivent , foit en faifant voir leur formation. Si P'on examine les
diﬂ"érentes puiffances des nombres , on fera aifément les obfervations fuivan-
tes : 1.° Un nombre compolf¢ de n de chiffres n’en Pt avoir a {a puiffance

plus que pn w'en exprime : de-la vient la néceflité de partager en tranches
uc deux chiffres au plus le nombre dont on cherche la racine quarrée, & en
tranches de trois chiffres celui dont on cherche la racine cubique. Il fuit en-

£ de cette méme vérité que les puiflances parfaites ne peuvent étre multi-
les des puiffances du méme degré , fi ce n'elt de celles qui font parfaites, &

quainfi




P E— e R R R e e = . = O i
- s ——— e —— ———aeaasy e »
" B R e I e = e =k ——

S 7 B R S — oA

— MEEPRSPIPS-——

€
quainfi il n’y peut avoir un nombre quarré, double, triple , quintupie , &c.
d’un autre nombre quarré, 2.° A quelque puiffance qu’on éleve un nombre
qui n’a que certains nombres premiers pour divifeurs exacts , il n’en acquiert
pas pour cela de nouveaux ; d’ou il fuit que {1 deux nombres n’ont pas de di-
vifeur commun, ils n’en peuvent acquérir a quelques mémes puiflances qu’on
leséleve. 3.° Unnombre entier joint a une fraction réduite a Vexpreflion la
plus fimple , ne peut devenir un nombre entier feul par fon élevation & une
puiffance, Ainfi n ne peut afligner aucun nombre qui exprime exactement
la racine de celui qui ne feroit pas une puiflance parfaite du méme degré que
la racine demandée, ¥
i L L]

1analyfe eft 'art de réfoudre par le calcul algébrique tous les-Problémes
quon peut propofer fur la grandeur. Quels que foient ceux du premier & du
fecond degré, elle demande feulement pour parvenir a la folution, qu'on en
ait formé des équations juftes; c’eﬁ-é-d}i)re, qu'on ait traduit fidelement les
conditions du Probléme en langage algébrique, Cette opération ne fauroit
s affujettir & des regles ; fon exactitude ne peut naitre que du talent aidé pat
la méditation & par I'habitude. La difficulté qu’elle prélente quelquefois nous
fait borner & ne réfoudre en Public que les Problémes fuivans du premier & -
du fecond degré, qui font tirés des Elemens de M'. PAbbé de la Caille,
qu’on nous a expliqué.

I. Etane données la fomme & la différence de deux quanticés, trouyer chaque
quantjze.

IL. Pierre & Jean ayant enfemble 36 livres 4 ont perdu nne piffole au jeu ;
Picrre a perdu le tiers de ce qu'il ayoit y & Jean le cinquieme ;5 on demande ce
que chacur.avoit avant le jeu & ce.que chacun a perdu ?

III. Un Pere dans fon Teftament partage tout fon bien entre fes Enfans : il
donne a fon Fils ainé mille écus avec le fixieme de ce qui reflera-aprés qilil les.
aura pris ; au fecond deux mille ceus avec le fixieme de ce qui reflera ;5 au troi-
Steme trois mille écus & le fixcieme de ce qui reffera 5 & ainfe de fuite jufqi’an
dernier 5 qui.aura pour lui le refte de la part de fes Frercs, Cette difpofition
ayant cté exdcutée’y chacun s'eff trouve également partage. On demande com-
bien ils étoient &' Enfans @ Combien ils one cee chacun @ Er combien le Pere ayoiz
laiflé dargent ? .

IV. Trouver un nombre tel qu’étant fon quadruple de fon quarré o reflent 21,

V. Pierre arrivant & Paris a depenfé le premier jour le tiers de tout Pargent
gil ayoit apporté ; le fecond jour , il en a dépenfé le quart 5 le troifieme jour
la cinquieme partie 5 enforte qn'il ne lui reftoir plus que 26 livres : on demande
ce qu'il avoit dargent en entrant & Paris ?

VL. Un Orfevre achete 318 liv. une maffe de métal , ccmpofee de 3 onces
dor & de 5 onces dargent : il achete 522 iy, une antre maje compofée de 5
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nces dor & de 7 onces dargent. On demande la yaleur de Lonce dor & eelle de
Ponce d argent? 4 ;

VIL. Pierre, Jacques & Jean ont perdu tout leur argent au jeu , Pierre .6'
Jacques ont perdu enfemble 10 liv. Pierre & Jean 1 liv, Jacques & Jean g liy.
On demande ce que chacun a perdu en particulier ?

VIIL. Une Aneffe difoit & une Mule = fi je favois donné un de mes facs
nous ferions également chargées 5 & ff tumlen faifois porter un des tiens , j' au-
rois le double de ta charge. On demande combieri de facs chacune portoit ?

IX. Pierre & Jean avoient autant dargent Pun que Uautre avane que de
jouer s Pierre a perdu 12 liv, & Jean 57 liv. de forte qitan fortir du jeu Pierre
avoit quatre fois plus d'argent que Jean. On demande ce que chacun avoit ayant
que de jouer ?

X. On demande a un homme ce gi’il a d'écus ? 1l répond : fi vous ajoutey
enfemble la moitié , le tiers & le quart de ce que jenai, la fomme furpaffera
d’un le nombre d écus que jai.

X1, Un Marchand achete trois Chevaus ; le prix du premier avec la moitié
du prix des deux autres 5 monte & 25 pifloles ; le prix du fecond avec le tiers du
prix des deusx autres o monte & 26 piffoles ;5 le prix du troifieme avec la moitie
du prix des deux autres , monte a 29 piffoles. On demande le prix de chaque
Cheyal ? ' : '

XII. Un Manceuyre ayant 6 liv. dans [a poche 5 recoit ce qui lui eft dit pour
eing femaines. Quinge jours aprés il ne lui refloit plus que le quart de fon argent ;
mais ayanc resu ce qi'il o gagnd pendant ces deux: [emaines 5 il fe irouye ayoir
21 liv, Que gagrwit—il Parﬁ’maine? : !

VIsE

Si avec des équations fimples on forme des équations compofées, dans
lefquelles il n’entre point de racines imaginaires, on y découvrira aifément
les propriétés fuivantes. 1.° Toute équation eft d’'un degré exprimé par le
nombre des valeurs de 'inconnue , ou des racines. 2.° La fomme de toutes
ces racines forme le coéfficient du fecond terme : la fomme des produits de
ces mémes racines prifes deux & deux , forme le coéificient du troifieme ter-
me : la fomme des produits de ces mémes racines prifes trois a trois, forme le
coéflicient du quatrieme terme, &c. & le produir de toutes ces racines en-
femble forme le dernier terme. 3.° Quand les termes d’une équation ordon-
née & complette , font alternativement précédés de fignes différens., toutes
les racines font pofitives; quand les termes font tous précédés du méme
figne , toutes les racines font négatives: & en général il y a autant de racines
pofitives , qu'on trouve de changemens de fignes de chaque terme au terme
fuivant ; & autant de racines négatives, qu’on trouve de répétitions de méme
figne, 4.° Le fecond terme doit manquer dans une équation ; lorfque la




fomme de fes racines fe réduit 4 zero. En général, il manque un tetme, ceft
une preuve que toutes les racines n’ont pas le méme figne. §.° Silefecond
terme d’une équation eft négatif, la fomme des racines pofitives excede celle
des racines négatives : & §'il eft pofitif , la fomme des racines négatives ex-
cede celle des racines pofitives. 6.° Si le nombre des racines polfitives eft
pair, le dernier terme eft pofitif; & s'il eft impair, le dernier terme eft néga-
uf, & réciproquement. 7.° Une équation qui n’a pas de dernier terme, eft
d’un degré inférieur a celui qui eft marqué par la plus haute puiflance de l'in~
connue. 8.° Si dans une équation on fubftitue a linconnue une de fes va=
leurs , toute I'équation fe réduit a zero; ce qui prouve que linconnue équi
vaut indiftinctement & chacune des racines de I'éguation.

Ml K

La multiplication pouvant faire difparoitre les fignes radicaux, il arrive
fouvent qu'une équation compofée cache des racines imaginaires fous une

forme réelle. Mais pour que ces cas aient lieu , il faut que les radicaux ima~
ginaires foient multipliés entre eux chacun en nombre pair ; & par conféquent

il faut que toute équation d’un degré impair ait au moins une racine réelle..

D’ou 'on peut conclure , I.° que les racines imaginaires qui fe trouvent dans
une équation , y font toujours en nombre pair. 2.° Qu’elles ont deux a deux
la méme quantité fous le radical, & ne différent que par les fignes + & —
qui précedent le radical , &c. Afin de traiter plus commodément une équa~
tion , on en faiudifpgrolre un terme quelconque ; & pour cela, on la tranf~
forme en une autre du méme degré , ‘& dans laquelle inconnue aura {ubi tel
changement qu’on aura voulu. On fe contente communément de faire €éva-
nouir le fecond terme ; ce qui fe fait en fubiftituant a la premiere inconnue
une autre plus ou moins le coéfficient du fecond terme «divifé par Uexpofant
du degré de 'équation. Icinous expoferons deux différentes méthodes pour
trouver les racines des équations numériques de tous les degrés, La premiere,
qui confifte & trouver tous les divifeurs du dernier terme , & a les fubftituer
fucceflivement a inconnue dans 'équation , ne peut réuflir que lorfque les
racines font des nombres entiers; & la feconde, qui eft celle des limites s
s'emploielorfque fes racines font des entiers joints a des fractions,

IX’

L’on ne compare les grandeurs entre elles,.que pour favoir de combien
Pune furpafle Pautre , ou combien de fois 'une contient autre. La premiere
fagon de les comparer produit le rapport arithmétique § la feconde produit le
rapport géométrique. D’ou il fuit que la valeur du rapport arithmétique doit
s eltimer de la difiérence qu'il y a entre Pantécédent & le conféquent : qu'une
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progreflion arithmétique eft une fuite de termes qui, pris confécutivement,
ont une méme différence ; & qu'ainfi la formule générale de tout rapport
arithmétique eft 2.2==d ; que celle de toute proportion arithmétique eft
a.az=d:b.b3=d, & que celle de toute progreflion arithmétique eft
~~a.a72d,a==2d . a=3d , &c. Decesformules générales on peut ti-
rer les conféquences fuivantes. 1.° Que dans toute proportion arithmétique
la fomme des extrémes eft égale 2 celle des moyens. 2.° Que danstoute
progreflion arithmétique 1a fomme des termes également éloignés des extré=
mes , eft toujours conftante & égale a la fomme des extrémes, ou i la fomme
de deux termes quelconques également éloignés des extrémes , ou au double

du terme moyen , {1 le nombre des termes eft impair. 3.° Quun terme quel-

conque de la progreflion eft égal a la fomme du premier & du produit de Ia
différence commune multipliée par le nombre des termes précédens. 4.° Que

la différence entre le premier & le dernier terme , eft égale au produit de la

différence commune par le nombre des termes de toute la progreflion moins
un, 5.° Quela fomme de tous les termes d’une progreflion arithmétique, eft
€gale a la moitié du produit de la fomme des extrémes multipliée par le nom-
bre de tous les termes ; ou bien au produit du terme moyen par le nombre
de tous les termes , {i ce nombre eft impair. Ces propriétés des progreflions
arithmétiques conduifent 2 la folution de ce Probléme général. Dans rouze
progreffion arithmetique éeant données trois de ces cing chofés ; le premier terme
==a ; le dernier terme == 5 la différence commune ==4d ; le nombre des ter-
mes ==n; la fomme de tous les termes ==s, trouyer immédiatement une des
dens autres, :

.

La nature du ragport géoméerique fait voir que fa valeur doit seftimer du
quotient d’un des termes comparés divifé par l'autre. Silon eft une fois con-
venu de divifer le conféquent par Pantécédent , & qu’on appelle Pantécédent
a4 & le quotient ¢ , la formule générale de tout rapport géométrique feraa: ag 3
& celle de toute proportion feraa: ag:: b:bg. Cette formule générale fait
voir que la valeur d’une raifon ne change pas, foit qu’on multiplie , {oit qu’on
divife les deux termes par la méme quantité ; & qu’ainfi deux grandeurs font
en méme raifon que leurs multiples ou fous-multiples quelconques de la méme
efpece ; qu'une raifon doublée eft égale a celle des quarrés, & une raifon
triplée a celle des cubes des termes d'une des raifons compofantes ; quune
raifon réciproque fe change en raifon direéte, lorfqu’on met les deux rermes
d’une raifon en fraction fous une quantité conftante ; que dans toute propor-
tion le produit des extrémes eft égal au produit des moyens, & réciproque-
ment quon peut faire une projortion des racines de deux produits égaux, en

" faifant les extrémes des racines de Pun, & les moyens des racines de'l'autre.

Cetie derniere propriéeé fait voir qu'on peut combiner par voie d'addition,

de
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de fouftrattion, de mult:pl:cation de divifion & de tranfpoﬁlmn les quatre .
termes d'une proportion, fans qu'ils ceffent d’etre propertionnels; qn’on peut |
multiplier ou divifer deux ou plufieurs proportions terme par terme , fans dé- !
truire la proportion 3 que fil'on prcnd la fomrne ou la différence de deux ou
de plufieurs pr opmmons termes & termes , il n’en réfultera une propoition que
dana deux cas: 1.° Lorfque le quotient de ces deux proportions fera le méme. _
° Lotfque lesqantécédens ou les conféquens pris dans leur ordre feront en 1
proportion : quefil'on a une fuite de termes proportionnels, la fomme des ]
antécédens eft a la fomme des conféquens , comme un antécédent quelcon— '

que eft & fon conféquent. |
: : X L

La formule générale pour toute progreflion géome’trique eft celle-ci;
=repagh v agsy &c. de Iaquelle dérivent les propriéiés fuivantes de
cette elpuc de progreflion. 1.° Un terme quelconque eft égal au produit du
premier multipli€ par le quotient €levé a une plllirailce défignée par le nombre
des termes pitcnd};na (m==ag" —*.) 2.° Dans toute progleﬁion le pro-

. duit des extrémes eft égal au produit des termes également €loignés des ex-
trémes, ou bien au quarré du terme moyen, i le “nombre des termes elt im-
pair. 3.° Dans une progreflion quelconque, file quotlent == 2 ou 5, ladif-
térence entre le premier & le dernier terme eft égale 2 a la fomme de tous les
termes excepté le plus grand, Si le quotient == 3 ou -, cette différence eft
eﬂale au double de la fomme de tous les termes excepté le plus grand.
4> Dans toute progreflion géométrique le premier terme eft au troifieme ,
comme le quarré du premier eft au quarré du fecond ; le premier terme eft au
quatrieme , comme le cube du premier eft au b di fecond. En général
deux termes quelconques €loignés d’une intervalle quelconque , font entre
eux, comme deux termes quelconques qui {e {uivent immédiatement élevés a
une pm{ﬁnce égale a lintervalle de ces deux premiers termes. §.° Des ter-
mes exprimés par les mémes lettres avec des expofans en proporuon ou en
progreﬂ“on arithmétique , font en proportion ou en progi reflion géométrique,
Les proprictés déja connues dars les propostions géométriques nous ferviront
a démontrer & & fimplifier les méthodes que lesar ithméticiens ’appcﬂcm Regle
de trois , Regle de compagnie , de fociété, d’alliage & de faufle pofuon On
pourra aufli réfoudre les Problémes fuivans fur les prugre{‘"ons yeomemques:
Lrouver la fomme s de tous les termes d'une prrwre&zon géometrique 5 dont
on connoit le premiera , le dernier o, & e quotient q. Trouyer cette méme
Jomme s, étant. donnés le premier a, le nombre n de termes y & le quotient
q. Connoiffant le quotient q , le nombre des terimes 0, & la fomme s, trou-
ver chacun des termes de la progreffion, Trouver le nombre des termes n,
quand on connote le premier a, le dernier o, & le quotient q. Inferer un
nombre m de moyens proportionnels entre deue. texmes dopnes. @ 5’ b, Enere

s
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chacun des termes dune progreffion mettre un nombre m de moyens proportion=
nels,

XIL

Si'on joint terme a terme une progreflion arithmétique A une progreflion
géométrique , les termes de la premiere mefurent les rapports des termes cor-
refpondans de la feconde , & doivent, fuivant I'étymologierdu met , en étre
appellés les Logarithmes. D’oti 'on a conclu que {1 I'unité entre dans la pro-
greflion géomérique , & que fon logarithme foit zero, le logarithme d’'un
nombre quelconque eft I'expofant de la puiflance de 10, qui eft égale a ce
nombre ; & quainfi le logarithme d’une fraction eft négatif & égal a celui
d’'un entier pris & la méme diftance de l'origine de la progreflion. La nature
des logarithmes ainfi fixée , on en conclura, 1.° que fi quatre termes de la
progreflion géoméirique forment une proportion géomérrique , leurs loga-
rithmes forment toujours une proportion arithmétique. 2.° Que le logarithme
d’un produit eft égal 2 la fomme des logarithmes de fes produifans, & celui
d’un quotient 2 la différence des logarithmes du dividende & du divifeur.
3.° Que pour faire une Regle de trois par le moyen des logarithmes , il faut
ajouter enfemble les logarithmes des termes qu'il elit fallu multiplier , retran-
cher de la fomme celui du terme par lequel il eic fallu divifer, & le refte fera
le logarithme du terme cherché. 4.°. Que pour €lever une quantité a une
puiffance quelconque, il faut multiplier fon logarithme par Pexpofant de la
puiffance , & le produit fera le logarithme de cette puiffance. §.° Que pour
extraire la racine du nombre, il faut divifer le logarithme de ce nombre par
Pexpofant de la racine, & le quotient fera le logarithme de la racine cherchée.

XIIL

L’infini mathématique étant confidéré comme un étre compofé, on peut lui
faire fubir toutes les opérations dont la grandeur eft fufceptible ; mais d’abord
on démontre qu’une quantité quelconque eftdivifible a I'infini, & qu’étant de-
venue infinie , elle ne peut recevoir d’augmentation ni de diminution que par
le moyen d’autres quantités infinies. Enfuite on conclud qu’une quantité finie
jointe ou [éparée d’une quantité infiniment grande , fe peut négliger dans le
calcul 5 & qu'il en eft de méme d’un infini quelconque relativement a ceux
d’un ordre inférieur. Le calcul de Pinfini nous conduit @ quelques notions
abrégées fur les fuites 5 celles des nombres figurés fuivent cette lot , que cha-
que terme eft égal & la fomme du terme correfpondant & des termes précé-
dens dans la fuite fupérieure ; & celles des nombres polygones {uivent celle-
ci, que chaque terme eft égal A la fomme des termes confécutifs d’une pro-
greflion arithmétique, qui commence par un. Les fuites donnent une mé-
thode d’approximation pour extraire les racines des puiffances imparfaites, &
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pout avoir le quotient des quantités qui ne font pas multiples du divifeur, La
difficulté qu'on trouve a les fommer nous fait borner 3 quelques formules qui
dirigeront les opérations dans tous les cas de la méme efpece. Sil'on a une pro-
greflion géométrique décroiflante & Pinfini, qu'on fafle le premier terme

=§~, & le quotient ==¢, la formule de fommation fera fxﬁif’__—m

Si on a une fuite de fra&tions dont les numérateurs foient en progreflion

arithmétique & les dénominateurs en progreflion géométrique, comme
= f--;;{ 5 “—;;—;—’5-, &c. laformule de fommationfera /= i{;j—:‘:?—r_«%z'
Si la marche de la fuite la fait échapper aux méthodes, il fuffit de la rendre
tres-convergente & de fommer quelques uns de {es premiers termes, Les dif-
férentes puiflances de la fuite naturelle des nombres préfentent ces obferva-
tions : 1.° Que le quarré du dernier terme de cette {uite eft égal au quarré du
premier , plus deux fois [a fomme des termes précédens , plus leur nombre.
2.° Que le cube du dernier eft égal au cube du premier, plus trois fois la
fomme des quarrés des termes précédens, plus trois fois la fomme de ces mé~
~mes termes , plus leur nombre. 3.° Que la quatrieme puiffance du dernier
eft égale a la quatrieme puiflance du premier , plus quatre fois la fomme des
cubes des termes précédens, plus {ix fois la fomme de leur quarré, plus qua-
tre fois [a fomme de ces termes, plus leur nombre. D’ou il fuit quefaifant
un premier terme quelconque de la fuite ==z , le dernier ==w , la fomme
==/, la fomme des quarrés ==/? , la fomme des cubes ==/} , on aura
les formules fuivantes pour former ces différentes fuites. f=—% 0> +3% @

——-;——a-’--j—-:—-a. f“""——,_,___-—;—(oi —l—~-—;—aﬁ—!—%—w—-——?‘,—a3 —i.—%la’—-%—a.ﬁ: ]
Tot~ 3 @i+ et — gt = a3 — e On voit aifément que {i la -
uite commence 2 I oua 0, il ne refte dans la formule que les feuls 2. On 4

voit aufli que {i la fuite eft infinie, la fomme des premieres puiflances eft la
moitié du dernier terme multiplié par leur nombre ; la fomme des quarrés eft
le tiers du produit du dernier quarré multipli¢ par leur nombre; la fomme des
cubes eft le quart du produit du dernier cube multiplié par leur nombre : de

forte que la formule générale pour la fommation des puiflances quelconques
m =t 1

de la {uite naturelle infinie eft /= — On voit que cette formule eft

i ] HIRS
aufli bien applicable & la fommartion des mémes racines des termes de la fuitg
naturelle , qu'a la fommation de leurs puiffances.
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XIV,
CGEOMETRIE,

La Géométrie a pour objet I'étendue, quelle confidete d’abord avec
une feule dimenfion , enfuite avec denx , & enfin avec trois. L’étendue con=
{idérée fous le premier rapport, s'appelle une Ligne; fous le fecond, une
Surface ;. & fous le troiflieme , un Solide.

Des LienzEs

La ligne eft droite ou courbe. La ligne droite eft la plus courte quon
puiffe mener d’un point 2 un autre. Il n’y en a qu’une efpece, tandis qu’i{lgr
aune infinité de différentes lignes courbes. La pofition de deux points fuffie
pour déterminer celle d’une ligne droite ; mais il en faut plus de deux pour
dérerminer la pofition d'une courbe. Lorfqu’on compare deux droites enfem-
ble; ou elles font fituées de fagon a fe couper , & alorseelles font obliques ou
perpendiculaires ; ou elles font {ituées de fagon qu'elles ne puiffent jamais fe
couper , & alors elles font paralleles. Si deux lignes droites fe coupent, leur
ouverture forme un angle dont la vraie mefure eft arc de cercle , quiafon
centre au fommet de angle, & qui {¢ trouve compris entre ces lignes droites.
De cette fagon de mefurer les angles, il fuit, 1.° quétant connue la grandeur
d’un angle , on connoit la grandeur de arc qu’il peut intercepter par {es c6tés;
& réciproquement , que fachant le nombre des degrés d’un arc qui ayant fon
centre au fommet de Pangle , eft terminé par fes c6tés, on fait la grandeur de
Pangle. 2.> Que tous les angles droits font égaux entr’evx. 3.° Que toute
la circonférence d’un cercle ne peut mefurer plus de quatre angles droits,
4.° Qu’une ou plufieurs droites tombant fur une autre font avec elle des an-
gles dont la fomme eft de 180°; & que fi elles la coupent, cetre fomme eft
de 360°% 5.” Que dans 'interfection de deux droites , les angles oppofés au
fommet font égaux. On eft affuré quune ligne eft perpendiculaire fur une
autre , quand deux de fes points font chacun également éloignés de deux
points quelconques pris dans cet autre; 8-que {1 deux points d’une droite font
€galement éloignés d’un point fixé dans celle qui lui efl pergendiculait‘e, tous
Ies points de cette derniere font également éloignés de ces deux points de la
premiere. Il fuit de la nature de la ligne perpendiculaire , que par un point
donné dans une droite, il ne peut paffer fur un méme plan qu'une feule ligne
de cette efpece ; & qu'elle eft la plus'courte qu'on puifle mener d'un point fur
une droite. Si deux lignes paralleles font coupées par une {écante, il en ré-
fultera des angles dont les correfpondants font égaux entr’eux, de méme
que les alternes-internes & les alternes-externes, Les propriétés des lignes

droites
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droites dont nous venons de parler , nous ferviront 3 réfo udre les Problemes
{uivants.

Problémes_.-

I. Parun poine donne hors dune droite , mener une parallele 4 cette droite.
P 2 ip
IL. D'un poine donné fur une droite , clever une perpendiculaire a cette droite,
/4 ’ S
ITL. D'un point donné fur une droite  abaiffer une perpendiculaire fur cette

droize,
X V.

Apres avoir comparé les lignes droites entre elles, nous les comparerons
avec le cercle , & il en réfultera les propriétés fuivantes. Si une droite eft per~ . |
pendiculaire & une corde , & qielle pafle par le centre du cercle , elle parta-
gera cette corde en deux parties égales; & réciproquement, {1 une droite
partage la corde en deux également, & qu'elie palle par le cenrre, elle lui eft
perpendiculaire. De méme , {i une droite eft perpendiculaire & une corde &
qu’elle la coupe en deux également , elle paffera par le centre. Dans un mé-
me cercle , ou dans des cercles égaux , les cordes égales foutendent des arcs
€gaux ; les cordes inégales foutendent des arcs inégaux : & en méme temps |
les cordes égales font a égale diftance du centre, & les cordes inégales en
font inégalement éloignées. Dans un méme demi-cercle , ou dans des demi-
cercles égaux, plus les arcs font grands ou petits. plus les cordes font grandes
ou petites , & plus elles font pres ou loin du centre , & réciproquement. Une
droite qui partant du centre d’un cercle coupe la corde en deux également,
coupe aufli en deux également I'arc que cette corde foutend , & par confé-
quent Pangle que cet arc mefure. Si I'on fait qu'une droite touche feulement ;
le cercle , le rayon mené au point de contaét lui fera perpendiculaire ; & ré- |
ciproquement : fi on éleve une perpendiculaire fur Pextrémité d’unrayon, K
elle ne touchera le cercle qu’en un feul point. Si Pon fait que deux paralleles !
traverfent le cercle, elles intercepteront de part & d’autre des arcs égaux. Si _['
Yon fait que deux lignes qui fe coupent foient rapportées au cercle , elles for-
meront un angle qui fera déterminé de grandeur en quelque endroit que fon |
fommet {oit placé. Eft-il placé a la circonférence , il a ponr mefure la moitié a
de Parc intercepté par fes c6tés : eft-il placé en dedans, il a pour mefure la .
moitié de l'arc intercepté par fes c6tés , plus la moitié de celui qui eft inter-
cepté entre ces mémes cOtés prolongés: enfin eft-il placé en dehors, il a pour
melure la moitié de I'arc concave, moins la moitié de 'arc convexe intercepté
entre {es c6:és. Si quatre cordes forment un guadrilatere infcrit dans un cer-
cle , le produit des deux diagonales de ce quadrilatere, eft égal & la
fomme des deux produits de chaque c6té par le c6té oppofé,

D
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Problémes.

L. Divifer un are donné en deuse arcs égauze.

Y. Divifer un angle donné en deux dgalement.

III. Faire paffer une circonférence de cercle par trois points donnés,
IN. Trouver le centre dun cercle ou d’un arc donné,

V.. Continuer yn arc de cercle donneé en un cercle entier 5 f2 Lon veut,

X VI

Le triangle eft la plus fimple de toutes les figures que puiffent former des
lignes droites, La premiere propriété qu'on y remarque eft qu'il fe peut inf-
crire dans un cercle ; & qu'ainfi la fomme de fes trois angles eft de 180° Si
Pon prolonge un c6té quelconque d’un triangle, Pangle extérieur eft égal 3 la
fomme des deux angles intérieurs oppofés. Si d’un point quelconque pris en
dedans de cette figure, on tire des droites fur les extrémités d’un c6té , angle
formé par ces droites eft plus grand que 'angle oppofé a ce c6té. Dans un
triangle quelconque la fomme des deux c6tés eft plus grande que le troifieme ,
de méme que le plus grand c6:€ eft oppofé au plus grand angle, & le plus
petit coté au plus petit angle , & réciproquement. Dans un triangle équilaté-
ral tous les angles font égaux entr’eux ; & réciproquement : {i les trois angles
d’un uiangle font ganx . le triangle eft équilatéral. Dans un triangle ylocelle
les angles oppofés aux c6tés égaux font égaux ; & réciproquement : {i deux
angles d’un triangle font égaux, le triangle eft yfocelle. Sid’un angle quel-
conque d’un triangle on tire une perpendiculaire {ur la bafe , elle tombera en
dedans du triangle, fi les deux autres angles font aigus; & en dehors, fi un
de ces deux angles eft obtus. Le triangle peut encore étre circonferit au cer-
cle , & alors on voit que les‘droites qui divifent en deux également fes trois
angles, vont toujours {e couper en un méme point au-dedans de la figure.
Les propriétés relatives des triangles confiftent dans leurs rapports d’égalité
& de fimilitude. Deux triangles font égaux, 1.° quand ils ont tous leurs c6tés
homologues égaux. 2.° Quand tous les angles homologues étant égaux , ils
ont chacun un c6té homologue égal. 3.° Quand ils ont un angle homologue
égal renfermé entre des c6tés homologues égaux. Deux triangles font fem-
blables dans les cas fuivans. 1.2 S’ils ont tous leurs c6tés homologues paral-
leles. 2.° Sien faifant confondre un angle de I'un fur un angle de l'autre , la
bafe du premier fe trouve parallele a la bafe du fecond. 3.° S’ils ont tous
leurs c6tés homologues perpendiculaires,

XVIL

Les propriéiés du triangle nous ferviront d’abord 3 démontrer les pro-
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priéeés fuivantes, qui conviennent 3 tout polygone en général. 1.° Un poly=
gone quelconque , tant 3 angles faillans qu'a angles rentrans, peut étre réduit
en autant de triangles qu'il a de c6tés. 2.° La fomme de tous fes angles inté=
rieurs eft égale au produit de 180° multipliés par le nombre des c6tés, moins
deux. 3.° Laf{omme de tous les fupplémens des angles d’un polygone quel-
conque , quin’a pas d’angles rentrans, eft de 560°. 4.° Mais fi le polygone
a des angles rentrans , la fomme de tous les fupplémens des angles faillans ,
plus les angles rentrans , eft égale 3 360°, plus autant de fois 180° qu'il y a
d’angles rentrans. Sil’on confidere enfuite les différentes efpeces de polygo-
nes, les fymmétriques , tant & angles (aillans qu'a angles rentrans, préfente-
ront les obfervations fuivantes. 1.° Que i de chacun de leursangles on mene
des diagonales aux angles oppofés, les deux triangles formés par deux diago-
nales voifines, & oppofés au fommet, font égaux entr'eux. 2.° Que toutes
ces diagonales {font coupées en un méme point, & chacune en deux parties
€gales. 3.° Que celle qui eft menée d’un angle & 'angle oppolé, divife le po-
lygone fymmétrique en deux figures égales & femblables; & quen général ,
toute droite qui pafle par le centre de ces polygones y eft divifée en deux
également , & divife le polygone en deux figures égales & femblables. .Con-
fidere-t-on enfuite le polygone régulier , on verra, 1.° qu'il eft toujours inf=
criptible au cercle ; & qu'ainfi les rayons tirés du centre de ce polygone &
chacun de fes angles, le divifent en autant de triangles ylocelles & égaux qu'il
a des cotés. 2.° Que chaque c6té d’nn polygone régulier inferit au cercle,
eftla:corde d’un arc égal au quotient de 360° divilés par le nombre des cotés,
3.° que celui de 'exagone régulier eft égal au rayon du cercle dans lequel il
eft inferic; & quiainfi le rayon n’excede pas d’'un vingt-unieme la longueur
d’un arc de 60°. 4.° Que tout polygone régulier eft circonfcriptible au cer=
cle. 5.° Enfin que celui dont le nombre des c6tés eft pair , doit éere néceflai-
rement fymmétrique. Les propriétés énoncées dans cet article nous ferviront
a réfoudre les Problémes fuivans,

Problémes.

1. Circonferire un cercle & un polygone regulier donné.

IT. Infecrire un cercle dans un polygone régulier donné.

III. Infcrire dans un cercle donné un polygone regulier quelconque.
IV. Circonferire un polygone régulier quelconque & un cercle donnés

X VELL

Apres avoir démontré que le cercle eft un polygone régulier d’'une infinité
de cotés , nous ferons voir en détail les différentes propriéeés qu'il a érant rap~
porté a fes fécantes, a fes cordes, ou bien & dautres cercles, D’abord de rou-
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tes les {écantes qui partant d’'un méme point hors de ld circonférence , font
termindes & la partie concave, la plus longue eft celle qui paffe par le centre ,
la‘]flus courte eft celle quien pafle le plus loin; celles qui en paffent a égale
diftance font égales, & il n’y en peut avoir que deux d’égales entr’elles ; mais
{1 les fécantes partent d’un méme point hors de la circonférence & fe terminent
3 fa partie convexe , la plus courte eft celle qui étant prolongée pafleroit par
le centre, la plus longue celle qui en pafleroit le plus loin ; celles qui en paf-
feroient & ¢gale diftance , font égales; & enfin il ne peut y en avoir que
deux d’égales entr’elles. Si on tire des droites d'un méme point pris en dedans
du cercle autre que le centre jufqu’a fa circonférence, on verra revenir les
mémes propriétés que {1 on les tiroit d’un point pris en dehors jufqu’a la par-
tie concave. Sil'on confidere les cordes qui fe coupent dans un cercle, on
verra qu'elles ne peuvent fe couper en deux également en tout autre point que
le centre : & réciproquement , que fi deux cordes fe coupent en deux éga-
lement dans un cercle , elles s’y coupent au centre , & font deux diamétres,
Enfin {i l'on compare enfemble deux circonférences de cercle, on verra
qu’elles ne peuvent fe couper en plus de deux points; que {1 elles ont trois
points communs , elles fe confondent; & que fi elles ne font que fe toucher,
la droite qui paffe par leur centre , paffe aufli par leur point de contaét. Si
deux droites qui font un angle font coupées par plufieurs paralleles également
diftantes les unes des autres , elles le feront en parties proportionnelles entre
elles, & proportionnelles aux lignes entieres. De-1a vient cette propri€té des
triangles femblables d’avoir tous leurs c6tés homologues proportionnels 3 &
réciproquement d’étre femblables,, parce qu'ils ont leurs c6tés homologues
proportionnels; ou bien encore , parce qu'ils ont un angle égal renfermé en-
tre des c6tés homologues proportionnels. Quel que foit le triangle, fiun de
fes angles eft partagé en deux également par une droite , la bafe de cet angle
fera partagée par cette droite en deux parties proportionnelles aux ¢6tés adja-

CeNLs,
XA,

La propriété qu'ont les triangles femblables d’avoir leurs ctés homologues
proportionnels , a fait découvrir plufieurs propriétés remarquables dans
les lignes droites , d’abord que les parties de celles qui fe conpent entre deux
paralleles font direGtement proportionnelles, tandis que les parties de deux
cordes qui fe coupent dans le cercle , font réciproquement proportionnelles;
enfuite que fi deux fécantes, partant d’'un méme point hors de la circonfé-
rence d’un cercle, vont fe terminer a fa partie concave, leurs fegmens ex-
térieurs font réciproquement proportionnels aux lignes entieres ; & que fi
I'une de fes {écantes devient tangente , elle fera moyenne proportionnelle en-
tre lautre {écante entiere & fa partie extérieure. Une propriété principale du
triangle-rectangle , eft que {i de 'angle droit on abaifle une perpendiculaire

fur
















