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PROSPECTUS. - <

ECLMRER , convaincre y perfuader la raifon 4 tel
eft le but que I'homme devroit néceflairement
atteindre dans la recherche des vérités mathéma.
tiques , puilqu’a chaque pas qu'il fait, il a roujours
devant lui I'évidence qui l'éclaire & le dirige. Maig , J
Ihomme, jouet conitant de fon aveuglement, i
tombe toujours dans les extrémes. Tantot folle-, ]
ment orgueilleux, dédaignant de marcher dans,

- — b

nouvelles ; tantor , féduit par le. préjugé, s'obfti- |
nant a les fuivre fervillement, il fe déchaine fans, |
nul examen contre toute innovation qui -en dé-, B
montre la fauffeté : de 13, ces brufques ¢carts ouyy
la pérennité de ces paralogifme ridicules , écueils.
inévitables du ‘moment , qu'il ne prend plus I'évi- ,
dence pour guide.

Eh ! ol font ces écdrts & ces paralogifines,
me demandera fans doute celui qui. croit fans
penfer , qui adopte fans réflechir, celui, en un
mot , qui jure aveuglement fur la foi d’autrui ? ,

L des routes connues, il s'évertue a s'cn frayer de

-"-l.'-v—'— B

Dans la théorie des nombres oppofés du calcul
i des imaginaires & " des équations du troifieme
| degré , lui répondrai-je , moi, qui ne jure fur Ia
foi de perfonne , & qui ne crois les chofes qulon
¥ me propofe de croire, qu'aprés les avoir muremeng* ~
examinées, ih

!
1




C'eft d'aprés un tel examen de ces trois théories
que j'ai cherché a demontrer, non-feulement qu'il
exifte un écarr dans la premiere, & des paralo-
gifmes dans les deux autres , mais encore Ja ma-
niere de les éviter 5 pour cet effer, j'ai divife ce
mémoire en trois feftions 3 dans la premiere, j'ad
pour but de réfuter la théorie actuelle des nom-
bres appofes , comme incohérente dans ces prin=
cipes y & d’en propofer une nouvelle que je crois
a labri de ce défaut, dans la feconde , de faire
voir que le procédé du calcul des imaginaires eft
obfcur & erroné , & d'en fubftituer un autre 2
fa place aufii clair que rigoureux ;dans la troifieme
enfin , de reculer les limites de la théorie des équa-
tions du troifieme degré, comme incomplete, &
tiffue de faufles conféquences; & le point de vue
fous lequel je la confidere , a, je penfe, non-feule-
ment'avantage de la rendre plus complete que tou-
tes celles qu'on a données jufqu'ici , & d’avoir gon-
tribué a réfoudre , finon rigourenfement , du moins
d’avoir fait faire un pas vers la folution du fameux
probléme du cas irréducible , mais encore celui
de préfenter une nouvelle méthode pour réfoudre

une claffe trés-étendue d’équations du troifieme

degré , dans le cas irrdducdtible , dont perfonne
jufgw’ici n’avoit pu trouver la folution.

~ Tel eft mon plan; c’eft aux connoiffeurs de juger
s’il eft bien ou mal exécuré : je folicite , non leurs
{uffrages , mais leurs objections.
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MEMOIRE

Sur des théories nouvelles des nombres
oppofts , des imaginaires & des équa-
* tions du troifieme degré.

SECTION PREMIERE

D_e la theorie des nombres oppofés.

CHAPITRE PREMIER.

Réfutation de la théorie acluelle des nombres
oppofés.

Ul\'E des plus importantes notions , & fans
contredit une des plus aifées de Parithmétique,
{i ellc avoit été bien préfentée, eft celle des nom-
bres oppofés ; mais , me dira-t-on, 'y a tant
d’auteurs qui ont écrit fur cette matiere, quela
notion qu'ils en ont donnée ne peut étre que bien
claire 2 Non , elle eft au contraire fort obfcure.
Elle étoit donc bien obfcure dans le principe ,
répliquera-t-on 7 Non 5 elle étoit au contraire fort
claire , répondraf-je; & ce wef qu'a force de
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multiplier les commentaires que les commenta-
teurs {ont parvenus a I'embrouiller.

On a dit: ( c'eft la définition ) deux nombres
Jont d'e[peces oppofées ou fimplement oppofis ,
guand l'addition de lun diminue l'autre , & gue
la fouftradlion laugmente, Cette finguliere pro-
priété quont réellement ces fortes de nombres
dans ces deux opérations contraires , a été prife
pour lattribut effentiel par lequel ona prérenda
les definir ; or cette définition implique manifefte-
ment contradi€tion : en effet, d'un coé l'on
dit que ces nombres font d'efpeces oppofées , ou
hétérogenes 5 & de lautre on fuppafe que des
nombres hétérogenes peuvent étre ajoutés &
fouftraits 3 on fuppofe donc qu'il eft pofible de
convertir en une fomme , & «de concevoir un
difference de grandeur entre des quantités hérero-
genes; ce qui eft évidemment abfurde, puifque
la fomme de deux quantités, n'eft qu'une autre
guantité réfultante de celles-1a , comme un tout
réfulte de fes parties, & qu'une différence entre
deux quantités, fuppofe une efpace de fuperpo-
fition ou de mefure l'une par lautre : donc {i
ces nombres font hétérogenes, il eft abfurde de
dire qu'on puifle les ajouter & les fouftraire ; ou
fi on peut les ajouter & les fouftraire, il eft
abfurde de dire qu'ils {oient hétérogenes. Certe
définition réunit donc deux chofes contradic-
toires , ou ce qui revient au méme , elle implique

-




B

(9)

contradi&ion : c'eft donc fans fondement, &
contre des principes évidens, que la propricté
figulicre qu'ont ces fortes de nombres danms ces
deux opérations , a été prife pour lattribur ef
fentiel par lequel on a prétendu les définir,
puifque , d’apres ces mémes principes 5 ces deux
opérations ne peuvent jamais s'effeCtuer fur des
nombres hétérogenes.

Telle eft 'objection qu'en a faite contre la dé-
finition des nombres oppofés , & a laquelle
Wolf n'a répondu que par une pétition de prin-
cipe 5 favoir , que J'addition de ces fortes de nom-
bres n'eft quune fouftraction , & réciproque-
#ent 5 G gue l'efpece dhétérogénéitd qui fe trouve
entr'eux 4 exige que ces opérations [oient faites
de cette maniere. Cleft-a-dire, felon ce célebre

géometre, que ces nombres, quoique hétéroge-

nes , ont néanmoins le privilege d'étre ajoutés &
fouftraits I'un de 'autre : n’eft-ce pas la une étrange
fagon de raifonner ? Donc fi ces nombres la font
hétérogenes , il eft abfurde de tirer leur défini-
tion de ces deux opérations, puilque hétéroge-
néité & addition, ou fouftraction , font deux
chofes contradi&toires.

Drailleurs 5 pour que la définition d’une chofe
foit exacte, il faur qu'elle foit prife de quelqu'un
ou de quelques-uns des attributs effentiels qui en-
trent dans {a conftitution , & non de la propriété
qu’elle a de produite tel ou tel gffer dans telle on
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telle circonftapce , fans quoi ee n'eft pas la définir,
& fa natute refte inconnue.

L’idée de I'hétérogénéité des nombres oppofés,
n'a pu, ce me femble, étre congue que de ce
qu'ils paroiffent s’arranger & la définition d’Euclide,
touchant les nombres hétérogenes , ou de ce qu’ils
produifent dans 'addition & dans la fonftra&ion
des effets contraires aux autres nombres , ou bien
enfin de ce que pour les défigner , il a néceflaire-
ment fallu employer des fignes différens: or, ces
trois raifons font évidemment faufles & purement
illufoires ; la premiere, parce que ces nombres
fe rangent parfaitement bien dans la clafie des
homogenes; la feconde, parce que ces effets
contraires, bien loin de prouver leur hétéro-
généité , prouvent au contraire leur homogénéité ¢,
& la troifieme, parce que ces fignes ne {ont que
des fymboles , qui originairement & dans le fens
des inventeurs , ne défignoient le figne -+ que
l'addition , & le figne — la foufiraltion , ceft-a-
dire , un changement a faire fur les quantités qui
en feroient affectées ; & fi ,dans la fuite, onena
€tendu 'emploi , c’eft pour marquer que les quan-
tités ou les nombres qui en font les expreffions ,
ont été envifagés fous des points de vue contrai-
res , & non des efpeces réellement différentes.

Mais dire ce que ces nombres ne font pas, n'eft
pas donner une idée fort claire de leur nature 5 il
faut dire ce qu'ils font ; le woici. .
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CHAPITRE I

Ol jexpofe une théorie nouvelle des nombres

oppofés 5 ceft-a-dire , une théorie dans laguelle
Jallie I'homogénéité d l'oppofition.

1. Pour faire voir, {ans réplique , la compatibi=
lité de 'homogénéité des nombres avec leur op-
pofition, il fuffiroit d’avoir démontré, comme je,
I'ai fait dans le chapitre précédent, que I'hétéro-
généité y répugne ; mais une démonftration 3
Pabfurde ne doit étre employée qu'au défaut
d’une démontftration direéte ; elle ne fert qu'a fer~
mer la bouche & la chicane , fans I'éclairer 5 qu'a
convaincre I'obftination du fophifte, fans la per
fuader: mon but dans cette théorie eft de faire 'un
& l'autre ; pour cet effet, je prendrai des exem-
ples les plus fimples & les plus faciles , dans lef~
quels il foit aifé de créer les nombres qui enfont
Tobjet.

Or, 1° fi dans lg cercle on confidere deux
rayons de telle maniere , que ['un foit a gauche
& l'autre a droite de leur point commun, qui eft
le centre, le premier, f{i l'on veur, ( car c’eit
arbitraire ) fera dit quantité pofitive, & l'autre
quantité négative ; & les nombres qui en fgront
les expreflions feront appelés, I'un pofitif & l'au-
tre négatif, ou d'un nom commun nombres oppo-
fés; mais ces quantités étoient de méme efpece
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avant d'avoir été envifagées fous ce point de vue,
puifque chacune étoit un rayon ; donc elles doi-
vent I'étre aprés, puifque la maniere dont on
envifage une chofe , n'eft qu'une opération pure-
qment mentale qui ne fauroit altérer fa nature;
donc les nombres qui feront les expreffions de ces
quantités , feront aprés cette opération de la
méme cfpece qu'ils étoient auparavant; donc les
nombres qui expriment la valeur de ces rayons ,°
guoiqu’oppofes , font homogenes. :

2% Si Yon veut exprimer un bien de cent livres
& une dette de cinquante , & qu'on veuille faire
voir ou fe fouvenir que ces .deux nombres affec-
tent la fortune d’um homme d’une maniere oppo-
fée , ou qu'on a envifagé ces deux nombres fous
deux points de vue contraires , il fayt néceffaire-
ment leur donner des fignes auxquels on puifle
reconniitre cet artribut idéal , & l'on écrira &£
100 1%L s0l.: or ces nombres étoient homo-
gencs' avant cette opération , puifquils expri-
moient des livres 3 ils expriment aufli des livres,
apres: donc cette opération n'a pas changé leur
efpece; ils font donc tout aufli homogenes apres
cette opération , qu'ils I'étoient avant ; donc ces
nombres , quoi qu'oppofés , font homogenes.

3°. Sil'on demande ce que fignifient les nom-
bres + 6 & — 4 par exemple? Il eft aifé de
répondre que ce font les parties du tout dix , en-
vifagées foys deux points de vue contraires. Ot
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ees dewx nombres font homogeftes ; car avant que

ces parties n'ont été envifagées fous des points de
vue contraires, chacune exprimoit un nombre
entier abftrait ; elles étoient donc homogenes , &
confidérées avec leur figne ; elles font encore des
nombres abftraits , mais oppofés, en vertu d’'une
qualité idéale qui ne peut troubler leur homogé-
néité ; donc les nombres 4 6 & — 4, quoiqu’op-
pofés , font homogenes.

2. D’apres ces exemples,, il eft aifé de voir que
les nombres oppofés fe forment en prenant un
tout qu'on décompofe en deux partics, & en
envifageant celles-ci fous deux points de vue con-
traires , relativement a un point fixe de dgcom-
pofition 5 & que par conféquent les nombres op-~
pofés qui font l'expreflion de ces deux parties,
{font abftraits ou goncrets, fuivant que le tour eft
lui-méme abftrait ou concret.

3. Maintenant je vais plus loin, & je dis que
deux nombres ne peuvent étre oppofés gu'aurant
qu'ils font homogenes. En effet, pour que deux
nombres foient oppofés, il faut néceflairement
qu'ils puiffent étre confidérés comme les deux par-
ties d’un tout , lefquelles ont été envifagées fous
deux points de vue contraires , relativement aun
point fixe de décompofition, ou ce qui revient
au méme, il faur que ces nombres ne different

‘entr’eux que par la maniere dont ils font enyi-

fagés P'un & [autre par rapport & un point fixe ,
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Jaguelle maniere n'eft, comme ila déja éwé dit,
qu'une qualité idéale dans laquelle feule I'oppo-
fition confifte 3 or il eft des nombres qui ne fau-
roient étre envifagés ainfi, on qui different en-
tr'eux par d'autres qualités ; tels font , par exem~
ple y les nombres 4 50 ¢ — 100l ; ces nom-
bres different entr’eux par la qualité phyfique de
livres & de toifes; ces deux nombres ne peuvent
donc pas étre confidérés comme parties 4’un tout §
ils ne font donc pas homogenes , & par confé-
quent ils ne peuvent étre oppofés , comparés en~
tr'eux : donc deux nombres ne peuvent étre op=
pofés quautant qu'ils font homogenes.

4. Par o1 'on voit, 1°.que 'oppofition mathé-
matique confifte dans la maniere d'envifager les
parties -«d'une méme quantité par rapport a un
ypoint fixe de décompofition & que par confé-
quent elle fuppofe toujours I'homogénéité des
partics oppofées , & ne la trouble pas , fans
quoi il y auroit manifeftement contradittion.

2°, Que l'oppofition renferme toujours trois
chofes dans fon objet ; favoir , un tout décom-
pofé , deux parties compofantes , envifagées fous
deux points de vue contraires , & un point fixe
de décompofition.

3° Que deux nombres oppofés ne font autrg
chofe que les deux parties d’un méme tout , en-
vifagées fous deux points de vue contraires, rela-
tivement-a un point fixe.
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Afin de: compléter lNintelligence de cette théo-
rie, Je vais I'appliquer & des exemples d'addition
& de fouftraction.

EXEMPLE PREMIER

De laddition des nombres oppofés.

5. Je fuppofe qu'nn corps quelconque A, fois
frappé a l'extrémité d'un de fes diametres par une
force comme 12, & en méme-temps par une force
comme 6 a lautre extrémité du méme diametce,
la premiere, fi'on veut , car c’eftarbitraire fera
pofitive , & I'autre négative, Cela pofé, il confte
par expérience , que de ces deux forces réunies en
une feuledans le corpsA , la plus petite fe réduit a
zéro , 8tque la plus grande ne conferve que: fon
exces fur 'autre; ou bien que de ces deusx forces
réunies en une feule, il ne refleque leur différence :
or : ceft I une addition de deux nombres qui
expriment deux forces oppofees , puifque ces deux
forces fe réuniffent dans un feul & méme corps A
2% le réfultat de cette addition eft la différence
des nombres qui expriment ces deux forces oppe-,
fées, puifque le corps A , apres 'expétiencey a
un mouvement €gal a I'exces de ces deux forces :
donc pour avoir le réfultac de I'addition de ces
deux forces oppofées, il faut fouftraire le nom-
bre 6 qui exprime l'une de ces deux forces du
npombre 12, qui exprime lautre force oppofée ;
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& la formule 4+ 12 4 (.= 6) qui eft la fra’
duction exate des conditions de la queftion , doit
prendre cette forme -4 12 — 6 en vertu de 'op-
pofition.

Mais fi 'on avoit 4 12 1., & — 4%, & qu'on
proposat de faire 'addition de ces deux nombres ,
la queftion feroit abfurde, & Popération imprati=
cable ," parce que ces nombres font hétérogenes.

C OROLILALRES

6. 11 fuit de 13, 1°% que dans la formule 4
12 4 ( —~ 6)que fourniffent les conditions de la
queftion, le fecond figne indique qu'a la par-
tie 4 12, il faut ajouter la deuxieme partie 6,
envifagée fous un point de vue contraire a celui
fous lequel on a envifagé la premiere;, ¢ ‘eft-a-dire,
qu'il faut diminuer la premlere de toute la va-
{eur de la feconde. Il faut donc écrire 4 12 — Ga

7+ 2° Que dans les nombres oppofés, quoi-
que les conditions de la queftion indiquent une
addition , néanmoins le véritable but de cette
opération eft une fouftra&ion ; voila pourquoi
ces nombres fe diminuent dans I'addition, & que
par conféquent dans cette opération il faut écrire
les nombres oppofés les uns a la fuite des autres 4
avec le figne qu'ils tiennent de I'oppofition.

ExeEmpLE
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ExeEMprLES [L
De Lz fouftradion des nombdres appofés.

8. Daprés ce qui vient d'étre * die touchiant
Paddition des nombzes oppofés, la fouftraétion
de ccs fortes de nombres ne peur avoir aucune
difficulté : car {oit, parexemple, les mémes nom-
bres 4+ 12 & — 6 qui expriment des forees op-
pofées , & dont on demande Ja différence. Je dis
que les~eonditions de la queftion feront exacte-
ment exprimées par cette formuyle 4 12 =
(—~ 63 or le fecond figne de cette formule
indique que de Ja partie 4 12 , il faut {ouftraire la
partie 6 envifagée fous un point de vue contraire
2 celui- fous lequel.on a envifagé la premiere 5
c'eft-a-dire , que pour faire cette opération ,1 il
faut envifager la deusieme fous le méme. poipt
de vue que la premiere , ou bien qu'il faut augmen-
ter celle=ci de toute la valeur de I'autre, La for-
mule doit donc prendre cette forme' 4 T2 -
6= 13,

Dailleurs, fouftraire le nombre = .6 qui ex-
prime , ou peut exprimer une force du nembre
+ 12, qui exptime une force oppofée, cleft
décompofer celui-ci en deux nombres , qu’
expriment deux forces oppofées 5 dontil eft , ou
peut étre fuppofé la fomme , & dont I'un eft — 6
il faut donc que celui que 'on cherche foit - 18,
puifque d'aprés Paddition; il n’y a qu’un nom-

i
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bre , comme 183, qui ajouté a un autre nom-
bre oppofé — 6, puific donner 4 12. Mais fi
Pon propofoit de fouftraire — 6 l.de 4+ 12w,
par exemple la queftion feroit abfurde , & I'opé-
ration impraticable , parce que ces deux nom-
bres {font hétérogenes.

DR LLLA T RE S

9. Il fuitdela , 1% que dans les nombres op-
pofés , quoique les conditions de la queftion in-
diquent une fouftraltion, néanmoins le véritable
but de cette opération eft une addition.

1e. 2% Que la fouftraltion de ces fortes de
nombres n'étant qu'une gugmentation faite dams
Pun d'autant d'unités qu'tl s'en trouve dans I'au-
tre , il faut écrire le nombre fouftrair a la fuite
du nombre propofé, en changeant le figne —
en 4 quele premier tient de Foppofition.

Exrmrr e L11

De la multiplication des nombres pofitifs &
négatifs.

11, L’addition & la fouftraltion des nombres
pofitifs & négatifs, n'ont préfenté aucune diffi-
culté , par¢e qu'elles font fondées fur la maniere
dont ces nombres font enyifagés ; mais 'on fait
qu'il n’en eft pas de méme des deux autres opéra-
tions de la multiplication & de la divifion , quois
que ces deux detnieres opérations aient une ana-
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logie fi marquée avec les deux premieres. Chet-
chons donc quels font les principes d’olt 'on peut
partir avec confiance pour donner a ces deux
opérations toute la clarté dont elles peuvent étre
fufceptibles, en commencantd'abord par la multi-
plication : or, on faity d’apreés la définition de cette
opération , 1% que le multiplicande pelit étre tout
ce qu'on voudra, abftrait ou coefictet; pofitif ou
négatif , tandis quele multiplicateur ne‘peut avoir
aucune de ces manieres d'étre , C'eft-a-dire, qu'il
~ doit toujeurs étre confidéré ifolé , dépouillé de
toute qualité ou détermination , foit réelle; foit

idéale , en forte qu’il n'ait par fa qualité aucun

rapport avec le multiplicande ; 2° que le produis
doit étre de la méme efpece que le multiplicande.

Mais on peut ( & lon eft en droit ) me de-
mander ce que fignific le figne qui eft ou qui peut
étre en -téte du multiplieateur 5 dans lexpref-
fion ( 4+ 5 X — 4, ) par exemple? Je réponds
que ce [figne ne défigne point que le multiplica~
teur a été envifagé fous un point de vue contraire
a celui fous lequel on a envifagé le multiplicande ,
& que par conféquent eette expreffion ne défigne
point ( parce qu'elle ne peut fans abfurdité ) défi-

goerune multiplication des nombres oppofés; mais
elle défigne deux opérations & la fois; favoir,
1°. que le multiplicande 4 5 doit érre répété
quatre fois ; 2°. que le réfultat doit étre fouftrair
des nombres qui précedent, ou qu'on peut fup-
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pofer précéder c'eft-d-dire y que le figne —~ qui

eft en tére du .multiplicateur , indique toujours

la fouftraction du réfultat de la premiere opéra-

tion ; & qu'aipfi cette expreffion peut prendre

cette forme A — ( 4 5 X 4,) lalettre A re-

préfentant le nombre qui peut précéder le réful-

tat que I'on cherche , fans que cette forme puifle «
laltérer; or (6 ) 4 5 X 4= 20, qui foul~

trait de A, donne (8 )A — 20.

COROLLAIRES

12. Paroli'on voit y 1% que filona — 5 X
%+ 4, le produit fera— 20, puifque cette expreffion
peut prendre cette forme A  (— § X 4,)
fans que le réfultar foit altére,

13.1% Qlle -5 X +4= 4+ 20.Car,
legpreffion pouvant prendre cette forme A 4
( 4+ 5 X 4);le premider figne indique l'addi-
tion du produit 4- 5§ X 4;il doitdonc étre ( 6 )
+ 20.

14. 3% Que~ 5 X — 4= 4 20; car,

. cette expreffion peut prendre cette forme A —
(— 5 X 4);0r— 5 X 4= — 20,quifoul
trait , ainfi que le premier figne l'indique , doit étre
(8) 4 z20.

REMAROQUE
15. On peut ‘en vertu des principes de la divi®

fion ordinairey & par un raifonnement fembla-
ble a celui gue je viens de faire fur la multiplica-




(23]
tion , expliquer avec la méme facilité¢ la divifiom
des nombres pofitifs & ncgatifs.

CONCLUSION GENERALE:

16. 1l s'enfuit de cetre théorie 3 1% gue Fhé-
térogénéité des nombres oppofés eft une abfur-
dité ¢ 29 que les nombres négatifs ou ceux qui
font précédes du figne — , exiftent tout auffi réel-
lement que les nombres polfitifs ou ceux qui font
précédés du figne -1 5 3° que les uns foot de la
méme efpece que les autres , puifque leur qualité
diftin&ive n'eft qu’un acribue idéal , réfultant du
point de yue fous lequelils {ont envifagés.

Telle ¢roit I'opinion d'un des plus grands pro-
moteurs de l'algebre vers le milieu du dernicr
fiecle. Defcartes prouva le premier, que les ra-
‘cines négatives dont on ne faifoit aucun ufage
avant lui , & gqu'on rejetoit comme inuriles,
étoient tout aufli réelles que les racines pofitiyves.,
& que la feule différence qu'elles admetroient
entr'elles , ne dépendoir que de la maniere d’envi-
fager les quantités dont elles éroiept les expref
fions; & 1 la différence ideale que Defcartes
mettoit entre ces quantités, a ¢té réalifée par
Wolf & tous les auteurs , qui depuis ont écrit {ur
cetre matiere , ce n'a été {ans doute que parce
que ce grand philofophe a été mal commenté,
eu parce qu'on a abufeé de I'expreflion
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SECTTON"TY

De la theorie du calcul des Lmaginaires.

LE paralogifme qui s'eft glifle dans la théorie
des imaginaires , vient fans doute de ce qu'on les
a calculées d'aprés les principes établis pour cal-
cualer les irrationnelles. Or , I'application de ces
principes ne pouvoit , comme elle I'a fair,
1°. que conduire a de faux réfultats, puifqu’elle
exige qu'on fafle fubir aux imaginaires les mémes
transformations qu’on fait fubir aux irrationnelles >
ce qui eft illicite 5 2% que s'oppofer a la convic-
tion que doivent entrainer les démonftrations des

réfultats de leurs combinaifons entr’elles , puif-
qu’en en cherche encore qui la produifent. '
Mon but , dans cette théorie, eft de remedier a
ces deux vices effentiels ; pour cet effet, je ferai
voir , 1% ce qu'on doit entendre par imaginaire 3
2% quelle eft leur origine 3 3°. quelles font les
formes dontelles doivent néceflairement étre revé-
tues avant de leur faire fubir les opérations de com-
pofition & de réfolution , afin d'avoir des réful-
tats clairs & rigoureux, C'eft de la notion exalte
de ces trois points importans que naitrent évidem-
ment des idées lumineufes fur leur nature , la ma-
niere de les combiner, & fur les réfultats de leurs
combinaifons. :




(23)
THEOREME PREMIER.

17. Toute puiffance enticre d'une quantite
guelconque rationnelle , doit étre néceffairement
rationnelle.

D. Toute puiffance eft un produit dans lequel
la racine entre comme fa&eur , un nombre de fois
exprimé par I'indice de cette puiffance ; donc fi la
puiffance entiere d'une quantité quelconque ration-
nelle n'éroit pas rationnelle, fa racine ne le fe-
roit pas. ce quiferoit contre 'hypothefe ;donc , &c.

008078 LadgiiE s

'18. Donc toute puiffance, paire d’une quantité
quelconque rationnelle , eft pofitive , quel que foit
le figne de la racine qui la forme , & que la puif-
fance impaire d’une telle quantité eft pofitive ou
négative , fulvant que le {igne qui précede celle-ci
eft pofitif ou négatif : car la racine entre un nom-
bre de fois pair dans la puiffance paire , & un
nombhre de fois impair dans la puiffance impaire:
or, (5 &8 ) la puiffance ne peut étre négative .
dans le premier cas, quel que f{oit le figne de la
.'racine, ni dans le fecond , fi la racine eft pofitive ,
ni pofitives {i la racine eft négative 5 donc, &c.

Tutorenme 11,

19. Toute puiffance dont I'indice eft égal, don-
ble ou trlpie, ou, &c. de celui d'une irration-
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nelle., doit étre néceflairement rationnelle 5 &
toute puiffance donrt l'indice n'a aucune de ces
propriétés , doit €tre irrationnelle.
D. 1° Toute irrationnelle peut étre repré,

entée par ; ad , pourvu que ? ne foit ni égal ni
fous-multiple de ¢ ;en outre, d’aprés les comdi-
tions du théoreme , l'indice P du radical peut fere
vir d'indice a la puiffance , pourvu qu'il foit mul-
tiplié par une quantité eptiere r, & on aura
15
{ ;';z 7 )f pour exprellion générale & exalle
» N
de conditions du théoreme. Or,(;} af )r ou
g p-r rar
(zz*ﬁ’- ) ouencorez? eft évidemment une quan-
tité rationnelle , puifque le numérateur exponen-
tiel eft multiple du dénominateur ; donc , &c.
2°, L’indice de la puiflance n’ayant aucune de
ces propricics, il peup étre repréfenté par une
quantité quelconque r, & alors l'expreffion pré-
» r i 8
cédente deviendra(+#  27 ) , ou a? :or,cette
expreflion eft celle d’une irrationnelle , puifqoe le
numérateur exponentiel ne peut étre mulkiiple du
dénominateur ; donc , &c.

COROLLATIR E.s
F
z20. Il fuit de la, 1° que (+ ¢ a) ne peut étrg
—ajcarfile carré de + ¢/ a étoit— a, ce carré
{eroit contraditoire a 4 @,qui par ( hyp.)eft un
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carré pofitif , puifque la puiffance de laquantitt qui
eft fous e radical ;' eft toujours cenfée du méme in-
dice que celui de la racine qu’on lui rapperte; donc
le carré de + Va = - a3 donctoutes les puiflan-
ces paires de 4+ ¥z, feront rationnelles: pofitives,
puifque (18)la racine entre un nombrede fois pair
dans cgs puiffances dont l'indice eft multiple de
celui de la racine 35 mais que toutes fes puiflances
impaires feront irrationnelles , pofitives 6u négati-
ves , fuivant que le figne'de la racine eft pofirif ou
négatif , puifque cette racine entré iin nombre de
fois impair dans ces puiflances , dont Findice n'eft
pas multiple de celui de la racine.

2% Que (ij a )4ne peut = — a ; car {i cette
quatrieme puiffance étoit — 2, ellg feroit contra-
ditoire & 4 2 , qui par ( hyp. ) eft une quatrieme
puiffance pofitive ( 18 ) ; dong toutes les puiflan-
ces dont l'indice eft égal, ou double y 0u, &c.de

celui de la racine + f/ a feront des quantités ra-
tionnelles pofitives, puifque cette racine entre un
nombre de fois pair-dans ces puiflances & que
Pindice de celle-ci eft multiplede I'indice de celles-
14 5 mais que toutes les autros puiffances dont I'in-
dice n'a aucune de ces propriétés, foit qu'il foit
eu-deflis ou ‘en=deflous ‘de celui de la racine,
feront toutes irrationnelles pofitives ou'négatives ,
fuivant que le figne ‘de laracine étant pofitif ou
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négatif , ellg entrera dans la puiffance un nom+
~bre de fois pair ou impaire.

D CRIGEL T E

21, On doit remarquer, 1° que fi une puif-
fance d'indice pair eft négative rationnelle ou
irrationnelle , la racine d'indice correfpondant ,
ne peut étre ni rationnelle ni irrationnelle ,
pofitive ou négative , puifque (18) toutes les
puiflances d’indice pair de pareilles quantités ,
font néceflairement des quantiiés rationnelles ou
on irrationnelles , mais pofitives 3 par ot I'on voit
évidemment que ces fortes de puiffances ne peu-
vent pas réfulter de la feule multiplication , &
que par conféquent elles fuppofent une opé-
ration ultérieurenqui eft la fouftraltion , opéra-
tion par laquelle elles dont dénaturées ; donc
les racines d’oui elles réfultent le fomt anfli, c’eft-
a-dire, que de rationnelles ou irrationnelles pofi-
tives ou mégatives, les feules poffibles d’abord ,
lors de la premiere opération , elles deviennent
impoffibles en vertu de la feconde ; & ce font
ces fortes de racines qu’on eft convenu d’appeler
imaginaires pour le diftinguer des deux autres
efpeces.

22. 2% Queles puiflances quelconques des quan-
titds irrationnelles {e forment aifément , & fans
étre altérées , en transformant celles-ci en expref~
fion de puiffance fraltionnaire , & en multipliant
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Pexpofant de la quantité par l'indice de la puiffance
demandée , aprés avoir élevé le coefficient §'il eft
autre que I'unité pofitive, a la puiffance demandées

i AR s - e AR R R I B

23. Toute imaginaire peut étre confidérée
comme provenant d’une équation pure ,d’un degré
détermine par l'indice de cette imaginaire , & dans
laquelle le terme conftant eft pofitif.

D. Tout nombre pair réfultant d'un ndémbre
impair par quelque puiffance du nombre 2 , fi 'on
appelle r ce nombre impair , & 7 les puiffances
fucceflives de 2, r. 2F fera l'indice d'un radical
imaginaire quelconque 3 en outre — b peutrepré-
fenter la puiffance négative correfpondante a cet

indice , & alors on aura pour expreffion d’'une
r.af
imaginaire quelconque ¥ — & , & par confequent
r.2P
x =¥ — b pour expreffion de la racine d’an®
équation dont le degré eft déterminé par Iindice
de 'imaginaite ; or, 1°. {i on éleve les deux mem-
bres de cette équation a la puiffance marquée par
r.af

I'indice de Iimaginaire,onaurax = — 4 52°. tranf*
pofant — b dans le premier membre, il viendra
raf

x + b= o. Equation pure dont le degré eft
celui de I'imaginaire , & dans laquelle le terme
conftant eft pofitif ; donc , &c,
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COROLLAIRES

24. Par ot l'on veit, 1° que le terme conftant
‘ou la quantité b ( qui eft cenféc ici une puiffance
paire d'un degré déterminé par lindice du radi-
«cal , puifquon lui rapporte une racine paire ), ne
devientnégative, de pofitive qu’elle devoit néceflai-
gement étre par fa conftitution primitive (21),
qu'en'vertu d’une opération fecondaire qui cft la
fouftradion ; opération quexige la folution de
I'équation dont il s’agit 3 c’eft-a-dire , que par cette
{olution on envifage cette puiffance fous un point
de vuc contraire a celui fous lequel on I'avoit en-
vifagée d’abord , lors de la formation de I'équa-
tion ; la racine doit donc étre envifagée de méme:
or(21), cette racine ne pouvoit étre que réelle ,
pofitive ou négative dars le premier cas ; elle doit
donc étre imaginaire dans le fecond ; & par con-
féquent ce théoreme démontre par la nature méme
de la chofe , ce qui n'avoit €té déduit des précé-
dens que par analogie.

25. 2°% Qu'une expreflion radicale se peut étre
imaginaire qu'autant que le réfultat des quantités
qui font fous le figne radical eft négatif, & que
Yindice du radical eft un nombre pair ; or, ce
réfultat peut, quel qu'il foit, €tre repréfenté par
— b; & cet indice par r.2¥ , r repréfentant un
nombre impair quelconque , & p les puiffances
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raP
fucceffives'de 23 & dés-lors ¥ — & fera évidems

ment I'éxpreffion d’'une racine paire quelconque
d’une puiffance paire quelconque devenue négative ,
ou ce qui eft le méme , d'une imaginaire 5 & s'il
y a quelque quantité réelle qui précede I'imaginai~
te , elle pourra étre repréfentée par + 2, & on
aura pour expreflion générale d'une quantité en

rabP
partie réelle & en partie imaginaire + a + #'— &.
raf

Or, 4 «~— b eft un produit évidemment décom=

.l ral
pofable en ces deus fadteurs-ci + v/ b x ¥V — 13

donc fi , comme on le peut , on deéfigne le fa&teur

réel par 1 n, tout radical imaginaire pourra pren-

raf
dre cette formeta+ny — 1.

TutoremMmEe IV

26, 1a transformarion totale d'une imagingire
quelconque en expreffion de-puiflance fra&ion-
naire , eft illicite ; ou ce qui eft le méme , que
V'~ a, par exemple, ne peut prendre la forme de
(< ¥ oude — ai.

D. Toute transformation erronée eft évidem-
ment ill cite - or y la ‘tansformation de »—u
en ( — a)i ouen — o> eft erronée , 1% en {— 2 )3
car {i on éleve cette expreffion au quarré , on aura
(14) -+ a;tandis quon-doit avoir —« (20).

2°, ¥’— ¢ ne peut pas non-plus prendre la for~
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t el 6 . o
me de _ a7 ; car {i cela étoit, ¥/ — a? pourfoit
. i ® 1 -
aufli prendre celle- ci — a¢ ou — a7, ou enfia

¥V — a, & par conféquent une imaginaire pourroit
égaler une réelle , ce qui eft abfurde ;donc, &c.

COROLILAIHES

27. 1°% On ne peut donc pas ¢lever une imagi-
naire monome 2 fes différentes puiffances a la ma-
niere des irrationnelles , apres Iavoir transformée
en expreflion de puiffance frattionnaire , puifque
cette transformation influe , non-feulement {ur
T'expreflion de la quantité, mais encore fur laquan-
tité méme ; on a donc avancé une erreur , quand
on a dit que route expreffion radicale peut étre
convertie en expreffion de puiffance fradionnaire.

28. 2%, Par le fecours dela formule du binome
on ne peut pas extraire des racines paires d’une
quantité polynome , dont tous les termes {ont né-
gatifs , ou en partie pofitifs, & en partie négatifs,
{i la valeur de ceux-ci eft plus grande que celle des
autres ; puifque pour cela, il faudroit transformer
I'expreffion radicale en expreffion de puiffance frac-
tionnaire , ce qui n'eft pas permis. On a donc
mal conclu quand on a dit que la formule du bi-
nome s'étendoit @ toutes les puiffances méme frac<
tionnaires de toute forte deuantités.

g
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REMARQU E

29. Si dans lexemple V"' — a2 X V' — a du
dernier théoreme , on transforme ces deux fac-
teurs en ces quatre~Ci: V' a, X ¥V a, X V' = 1,
X V — 1, on trouvera pour réfultat exa&t — 2,
puifque le réfultat des deux facteurs réels eft (19)
+ 2, & celui des deux autres doit étre (20) =T §
car s'il étoit + 1, il {eroit contradictoire 3— 1, qui
eft un carré négatif par hypothefe. Or, (11)
+e X —~1=Saydeit Y e Y el
D'ailleurs, quand on demande le carré de
+ V" —a,ondemande évidemment le carré de la
racine carrée d'un carré négatif , ou ce qui revient
au méme, le carré delaracine carrée d’un carré
fouftrait , c’eft-a-dire , que par cette queftion, on
impofe deux conditions a remplir ; {avoir , 1% de
faire le produit de + ¥+ apar+ V +2;2%de
le fouftraire des quantités qui précedent ou qu'on
peut fuppofer précéder;or(20), + ¥ 4 a X' +
YV 4 a = 4 a;fouftroyant, il devient — #;don¢
¥t =a)y=——a
30. Par ol 'on voit que la transformation par=
tielle de 4 V —a en expreffion de puiffance
fra&ionnaire , eft licite 3 parce que cette transfor-
mation n’influe que fur I'expreffion de la quan-
tité 5 puifque le réfidtar remplit les conditions
de la queftion , tandis que la transformation torale
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emmene des réfultats contradi®oires A ces condi-
4

tions. Il en eft de méme + ¥/~ a, qui peut pren-

4 4
dre cette forme 1 ¥ a X ¥ — 1, ainfi que toute

autre imaginaire d’un degré fupérieur ; donc toute
imaginaire peut, fans que l'imaginarité foit dé-
truite étre transformée en deux fa&eurs, dont I'un
foit rée] & l'autre imaginaire, chacun du méme
indice 3 & ceft la ce qui conftitue la transfor-
mation partielle,, la feule licite, an lieu que la
transformation totale anéantit l'imaginarité , &
c’eft ce qui la rend illicite.

A Hror ey N

31. Le produit d'une quantité quelconque réelle
rationnelle ou irrationnelle , par une quantité ima-
gimaire , eflt néceffairement imaginaire , ou bien
quea , on ¥ a, muliplie par ¥~ a, par exem-
ple , donne une imaginaire.
D.i%a XV —a=aX1XVwa;HeX1
X V' —a=a¥ —a or, cette derniere expreffion
eft évidemment celle d’une imaginaire 3 donc, &ec.

2%V a XV ~a=vaxvaxV—1;0r,
¥ a x ¥V a donne (20) ¢ pour réfultat, & a X
¥ ~1 =ay—1;donc, &c.

COROLL.AMIEE S

32. ll senfuitde Ia , 1% que + ¥ —~ax +
Vb=~ ¥abjeneffer(25), LV —a= +Va




(33)

XV &+ Vb= 45y V-1300+
Vax+ vh=4Vab& (29)/ —1 X
¥V — 1=—1j0nauradonc 4 #ab X — 13
ce qui donne — ¥ a b

33.2°%Que V= X =¥ b= '0b
car bV wa= EKVax Ve1;8&—= ¥V'=b
==V b XV~1;0nauradonc 4 Vo X -
Vb XV—1XV —1;or,les deux premiers
fa&teurs de cette expreflion Jonnent — ¥ gb , &
les deux autres — 1ymais =V ab X 1= 4

V ab
TutorEME V.

34. Toute puiffance impaire d'une quantité
quelconque imaginaire , eft néceflairement imagi-
naire , ou bien que la troifieme , la cinquieme , &es
puiffance de ¥ — a , par exemple eft une quans
tité #magiraire.

D. 1°. Eueffet, (¥ —a) =V —aX V-4

x V' —a, ou les deux premiers facteurs (29)
donnent ~a; X —a XY = da=—~V - d;
donc , &e.
2%, Pour élever /' — a ala cinquieine puiffance 3
il faut multiplier ¥"—~ e élevée au cube par V'~ a
-Elevée ancarre :or, (V —a ) =—aV—=ag&le
carréde ¥V —a= —a,onauradonc —a ¥V —a

X —a= 42" V—a;ilen et de méme de la
feptieme puiflance dé ¥ — 2, & en géngral de
toute autre puiffance impaire 3 donc, &e.

€
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TuétorRemMe VIL

35. Toute puiffance dont l'indice eft égal,
double , triple , ou , &c.de celui d’'une imaginaire,
eft néceflairement réelle rationnelle , & toute puif-
fance dont I'indice n’a aucune de ces propriétés eft
néceflairement imaginaire.

D. 1 Toute imaginaire (1) peut étre repréfen-

teée par ol ;en outre , d'aprés les conditions
du théoreme , l'indice 27 de la racine peut fervic
a la puiffance , pourvu qu'il foit multiplié par une
quantité r qui repréfente un des termes de la fuite

;P
naturelle, & alors ( ¥ —~ & ) fera évidem~

ment l'expreffion exaéte des conditions du théo~
2p ralf

reme 3 ory ( ¥ — &) doit étre uéceflairement

¥ raf

nne quantité réelle rationnelle ; car ( V" — 4 ) =

(1) Cette propofition & bien d’autres relatives
cette matiere fe trouvent clairement démontrées dans
les Elémens de mathématiques de Martia, ci-devant
Profeffeur de Philofophie an College national de Tou-
loufe ; j’invite mes Le&eurs 4 jeter les yeux fur la
partie de cet ouyrage ; MArqué aw coin du génie matlfe
matique.



T anutrime

(-35.)
r.aF 2P r.ap

2P
(V&) x (V=1) (25);mais la puiffance raf
de chacun de fes fateurs, eft (29 & 34 ) une
quantité réelle rationnelle 5 donc leur produit doit
I'érre aufli 5 doncy &c

2% L'indice de la puiffance n’ayant aucune de
ces proprictés relativement a celui de la racine yil
peut étre repréfenté par la quantité r , & on aura

2P r
pour expreflion des conditions (¥ —5) : or , cette

2P r
puiffance doitétreimaginaire; car (25) (¥ — &) =
aP r 2P r 2
(V') X (V— 1)y mais (¥ &) eft (19) une quantité
ZP T
réelle irrationnelle , & (¥~ 1) eft {34) une ima-

ginaire ; on aura donc une irrationnelle a multi-
pliet par une imaginaire, ce qui (31) donne un
réfaltat imaginaire ; donc , &c.

C.0 B0 LoL 1T RoENS)

37. 1% Les puiffances paires fucceffives de
4V~ &, feront une fuite de quantités réelles ra-
tionnelles alternativement négatives & pofitives,
quel que foit le figne quila précede , prilque dansce
cas l'indice de la puiffance eft multiple de celui de
la racine ; mais que - ¥/ — b élevée  fes puilfan-
ces impaires fucceffives, donnera une fuire de
quantités imaginaires alternativement pofitives
& négatives , ou négatives & pofirives , fuivant
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que le figne qui la précede eft pefitif ou négarif,
puifque dans ce cas l'indice de la puiffance n'eft
pas multiple de celui de la racine.

gia% 14/—- b élevée aux puiflances 4, 8,
22, &c. donnera une fuite de quantités réelles ra-
tionnelles , alternativement négatives & pofitives,
de quel figne qu'elle foit précédée 3 mais que

_j-__lj'._ b élevée A route autre puiffance done l'in-
dice ne fera pas multiple de celui de la racine,
donnera une fuite de quantités imaginaires, dont
les unes feront pofitives & les autres négatives ,
fans ancune loi.

CONCLUSION GENERALE.S

38. De cette théorie on peut conclure , 1° que
lesimaginaires fontde vraies quantités , puifque les
unes font plus grandes que les autres , & que par
leur combinaifons entr’elles, elles fourniffent des
réfultats réels.
2% Qu'elles different autant des réelles par les
principes de leur calcul que par leur nature,
3° Que les raifonnemens & les démonftrations
des irrationnelles ne peuvent nullement leur étre
appliqués, puifque I'analogie n’eft point une dé-
monfiration , & que d'ailleurs du réel i limagi-
Raire on ne peut rien concluge.
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De la théorie des équations du troifiems
degre.

R L R e

CHAPITRE PREMIER.

De la fynthefe & de Lanalyfe des éguations de
ce degré..

39. LEs mathématiques empleient deux voies
¢galement fures pour découvrir la vérité ; favoir,
la fynthefe & l'analyfe. Une queftion mathéma-
tique ne fauroit étre réfolue en rigueur, fans le
concours de ces deux voies ; fa nature peut feule
déterminer quelle eft celle des deux qu'il faut em-
ployer la premiere ; & alors il peut arriver deux
cas, ou que le réfultat foit conforme, ou bien
quil foit contradi®oire aux conditions de la
queftion : dans le premier cas, la queftion eft
propofable , & dans lautre elle implique
contradiétion -avec les conditions qui l'accoms-
pagnent ; néanmoins , on eft affuré d’en trouver
la folution par ces deux voies, dans ['un & dans
l'autre cas, pourvi que I'on obferve rigourenfe-
ment les lois qui caraltérifent letir exactitude. C'efk
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fans doute pour avoir négligé d'obferver ces
loisy quon a laifié introduire un paralogifme cho-y
quant dans la théorie des équations du troifieme
degré 3 paralogifme. doat je vais faire voir, &
Pexiftence , & la maniere*de I'éviter. Pour cet,
effet, je commencerai d'abord par la voie de fa’
fynthefe , c’eft-a-dire ,. par examiner quelle eft
la forme que deivent avoir les différentes combi-
naifons de divers élémens ou fatteurs d'oli une
telle équation peut réfultery lefquels fadteurs
je fuppoferai pour plus de fimplicité, tantot
régls y tantot purement imaginaires’y, &  tantot
en partie réels , & en partie imaginaires mono-
mes du fecond degré (1), au nombre defquels
je mettrai méme zéro 3 mais le moins compofés
poffible , ‘& tels quz la fomme des pofitifs égale
celle des négatifs 3 afin’ que I'équation n'ait pas
de fecond terme. De la,il feraaifé de détermi-
vier', par analogie, la forme des combinaifons
d'élémens plus compofés.

En fecond lieu, jemploierai la voie de I'ana.
lyle y Ceft-a-dire, que par la forme du réfuleat
déterminée par la premiere, je conclurai a celle
que doivent” avoir les élémens dans la feconde.
Afin de procéder avec ordre , je demande qu'on
m'accorde , comme évidens ou démontrés, ici
ou ailleurs , les principes fuivans.

(1) De laformea v ~1,&a + a¥ ~1:0l8
eft fuppofe rationnel,
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EX R AT 4

P AGE §,ligne 12, fervillement , /ife7 fer
vilement,

Page 15, ligne 19 yaprés lesmots méme corps A ,
lifez fnivant des diretions oppofées par rapport

a ce méme corps.

Page 17 , ligne 6 , {oit , lifeg {oient.

Page 18 , ligne 17 , aprés le figne + , Zifex oy
figne +en —.

Pag. 20, ligne 8 , fupprimez le numéro qui eft
entre les deux paranthefes.

Page 23, ligne 20,01 ( 3&8.), lifeg or
(13 & 14).

Page 24, ligne 22, COROLLAIRE , lifez Co-
ROLLAIRES, ¥

Page 27, ligne 24,avaut le mot celui , ifé7 égal a.

Page 29, ligne 24, a la place de (20), /feg
(20& 29).

Page 30, ligne 3,V —~a,lifiz V —~a.

Page 33, ligne2o,_ y'— g, lifez —=aV _g.

Ip ZP
Page 34; ligne 8,1 _ b, lifez V" — b.
: wp raf 2P raP
Page 35,ligne 15 (V— 1), lifez (V=1 ).
Idem, ligne 16,37, lifez 36.
Page 36, ligne 19, avant 2°, s life7 30,




Idem , ligne 21 , avant 3%, lifeg 40.

(4]

Page 37, ligne 7, (upprimez le n° 39.

8

Page 39, ligne 10, avant le mot trois,y ifeg
Je réfultat des combinaifons de.

Idern 5 ligne 17 5 avant les mots leur fomme 4
lifez ou enfin I'un réel, l'autre purement ima-
ginaire , & le troifieme en partie réel & en par-
tie imaginaire , pris2a 2, ou3a3 ; & au
liecu de leur fomme , /ifez la fommes

Page 41 , ligne 3 ,(41), lifeg (42)-

Page 42, ligne 255 (38), lifez (42).

Page 49 5 ligne 25 (41)s lifeg (42).

Page 53 51igne 3, I'indéterminée , Zfez & l'indé-
terminée.

Idem o ligne 4, fenfée , lifez cenfée.

Page 58 ,ligne 21, imaginaire , Zif¢7 imaginaires.

Page 591ligne 5 » imaginaire y Zifez imaginaires.

Page 63 5 ligne 1 quatrieme ne , Jifez quatrieme
cas ne:

Page 64 5 ligne 135 qui, reelle , Zife7 qui étant

réelle.
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ARTICLE PREMIER
D: la [ynthefe.

41. PriNcipE 1%, Si le premier terme d'une
équation compofée , & par conféquent du troi-
fieme degré, n’a d’autre coefficient que l'unité ,
celuidu fecond terme eft égal a la fomme des
produits des fatteurs ou racines prifes 2 a 2 ; celui
du troifieme a la fomme des produits de ces
mémes racines prifes 3 a 3. '

42.2°.5i 'on combine par voie d’addition trois
falteurs , dont un eft o, & les autres réels, ou
purement imaginaires, ou en partie réels , & en
partie imaginaires ; ou tous trois réels ,. ou tous
purement imaginaires , ou en partie réels , & en
partie imaginaires 3 ou I'un réel ou purenient ima-
ginaire ; & les autres en partie reels ; & en partie
imaginaires , ou purement imaginaires, leur fomme
{era’'o , réelle ou purement imaginaire , oh en

partie réelle & en partie imaginaire ; clle fera o,
fi la fomme des pofitifs égale celle des négatifs;
elle fera réelle, fi les fateurs réels {font inégaux

.avec figne différent, & f{i les imaginaires font

égaux avec ‘différent figne ; & imaginaire , ou
en partie réelle, & en partie imaginaire dans
toute autre hypothefe.

43+ 3% Un. produit ne peut étre imaginaire,
lorfque des fateurs parement imaginaires du
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fecond degré y entrent en nombre pair, & ré-
ciproquement. fa

43. 4° De quelle maniete que l'on combine £
trois falteurs réels, leur réfultat eft néceflai- |
tement reel,

REMARQUE

44. Trois fateurs réels combinés 2 & 2 , don~
nent un réfultat negartif (1) ; & fi on les com-
bine 3 & 3, il fera pofitif ou négatif , fuivant que

g s

=

—_—

deux ouun d’entr'eux eft négatif : par le moyen
de ces guatre principes & de la théorie des com-
binaifons , il fera aif¢ de démontrer les théorémes
{uivans.

THEOREME PREMIER

45. Si trois falteurs, dont 'un eft zéro &
les autres réels , ou purement imaginaires, ou en
partie réels , & en partic imaginaires , font com-
biné2a2,0u3 a 3, leréfultat fera o, réel, ou

‘purement imaginaire.

D. 1°. Ces trois faleurs pris 2 42 , dorment
trois combinaifons dans deux, defquelles zéro
entre; doncy fi deux de ces falteurs font réels ou

(1) 11 ne faut pas perdre de vue que les trois fac-
tenrs dont il s’agit ici, font toujours tels, que la
fomme des pofitifs égale celle des négatifs , quellg
que foit leur forme,
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purement imaginaires , la troifieme combinai- [l
fon (133 & 44 ) fera réelle, & purement ima- !
ginaire (41) , fi deux de fes fatteurs font en partie
réels & en partie imaginaires 3 donc , &c.
2°. Ces trois falteurs combinés 3 a 3 , ne den-
nent quune combinaifon , ol zéro entrant pour _
falteur , doit néceflairement la réduire a o ; donc, : 5
&c. ?
REMARGQUE '

46. Le réfultat ‘que donnent ces trois faleurs
combinés 2 a2 , eft (6) négatif ou pofitif; il eft | A
négatif fi deux desfa&eurs font réels, ou fiétant &
en partie réels & en partie imaginaires , chacune | 4

des parties eft précédée dans chacun du méme { ol
figne , & pofitif fi ces faleurs fomt purement [

~imaginaires, on en partie réels, & en partie ima- |

. . - . r ’ |

ginaires ; mais chacune des parties prcr;cdéc dans | I
} chacun de de fignes alternatifs. |

| !
TutorEmMEe IIL | ] _-J

47. Si trois faCeurs purement imaginaires , mo- ' hl

“nomes du fecond degré , foat combinés 2 4 2, ou

3 a3, le réfultar fera réel ou purement imagi-
naire.

D. 1°. Ces trois falteurs combinés 2 4 2 , don-
nent trois combinaifons , dans chacune defquelles
les falteurs imaginaires entrent en nombre pair 3
donc( 43 ) 5 le réfblsar fera réel.

s
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2% Ces trois faleurs pris 3 & 3, ne fours
niffent qu'une combinaifon dans laquelle les fac-
teurs imaginaires entrent' en nombre impair ;

donc, &c.ue

REMARGQUE

i ' 48. 1° Le réfultat que donnent ces facteurs
pris 2 & 2, fera ( 6 ) néceffairement négatif.
2°. Celui des combinaifons 3 & 3, fera pofitif ou
négatif (6 ), fuivant que deux de ces facteurs fe-
ront précédés du figne 4 ou —.

Tntortme I1L

49. Si trois falteurs, dont l'un eft réel,
lautre purement imaginaire , & le troifieme en
partie réel & en partie imaginaire; font combi-
nés 2 a4 2, ou3 a 3, le réfultar fera purement
imaginaire , ou en partie réel & en partie imagi-
naire.

D. 1° Ces trois facteurs pris 2 a 2, donnent
trois combinaifons ,-dans chacune defquelles le
falteur imaginaire entre une fois en nombre
pairy, & une fois en nombre impair; donc file
coefficient du facteur imaginaire eft égal au fac-
teur réel , il ne reftera ( 6 ) qu'ure des trois par-
ties imaginaires , & les trois parties réellas (38 )

sevanouiront ; le réfultar fera donc purement

donc ( 43 ) y le réfultat fera purement imaginaire j

e et b AL e
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imaginaire , & en partie réel , & en partie imagi-
naire {i cette condition manque ( 42 ).

2% Ces trois facteurs pris 3 a 3 , ne donnent
qu'une combinaifon, qui eft compofée de deux
parties, dans l'une defquelles le facteur imagi-
naire entre une fois en nombre pair, & une fois
en nombre impair; donc ( 42 ) le réfultat eft en
partie réel & en partie imaginaire.

REMARQUE

50. 1° Si dans 'hypothefe duthéoréme , le fac-
teur en partie réel & en partie imaginaire, a

fes deux parties précédées du méme figne ou de
figne différent, le réfultat de ces trois facteurs

combinés 2 & 2, fera (6) négatif ou pofitif ; mais
que dans toute autre fuppolfition, ce réfuleat fera
compofé de deux parties, dont I'une réelle fera
toujours pofitive , & l'autre imaginaire négative
ou pofitive , fuivant que ce fafteur fera précédé
de méme ou de diff¢ront {igne.

51. 2° Le réfultat de ces trois faGteurs pris
3 a3, fera négatif ou pofitf, fuivant que les
deux parties du fa&eur en partie réel , & en par-
tie imaginaire, feront précédées du figne -
ou — , ou bien tout pofitif ou' tout négatif, fui-
vant que les deux parties de ceméme fafteur fe-
ront precedéesdes fignes — & 4,00 4 &K,
quelle que {oit d’ailleurs la valeur réelle du coef-
ficient de I'imaginaire (6 ).
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TutortME 1IV.

52, Si trois faéteurs, dont I'un eft réel & les
deux autres en partie réels & en partie imagi-
naires , font combinés2 a2, 0u3 a3, le réfultar
fera récl, ou en partie réel & en partie imagi-
naire.

D. 1° La partie imaginaire entre quatre fois
en nombre impair dans les trois combinaifons
que ces trois falteurs fourniffent; or fi les fac-
tesurs en partie réels , & en partie imaginaires , ne
different que par le figne , ces parties imaginaires
fe détruiront mutallement ; donc 'le réfultat
feraréel ; & en partic réel, & en partie imagis
naire , fi ces falteurs different d’ailleurs ( 42 ).

2° La partie imaginaire entre deux fois en
nombre impair dans la feule combinaifon que
fourniffent ces falteurs pris 3 a 3; donc fi ces fac-
teurs font comme dans le cas précédent, les par-
ties imaginaires du réfultar étant égales avec figne
différent , {fe détruiront (42 ) ; donc ce réfultat
fera réel , & ‘en partie réel, & en partie imagi-
naire , fi ces fa&eurs different d'ailleurs ( 42 ).

REMARGQU E.

53. 1° Le réfultat réel que donnent ces fac-
teurs , dans 'hypothefe du théoréme, étant com-
binés 2 a 2, eft négatif ou pofitif (6), fuivant
que le coefficient de la partie imaginaite du fag

T —
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Teut en partie réel, & en partie imaginaire , {era

€gal ou plus grand que la partie réelle de ce méme
faleur; & que le réfultat en partie réel & en
partie imaginaire , fera en tout négatif , ou la par-
tie réelle négative , & l'imaginaire pofitive ;0u i
le coefficient de la partie imaginaire , vaut moins
que le double de la partie réelle de ce méme
faCteur, le réfultat aura (6 ) la partie réelle po-
fitive, & l'imaginaire négative.

54. 2° Le réfultat réel des combinaifoné de
ces faCteurs , pris 3 a 3 eft négaiif, quelle que
foit la valeur réelle du coefficient de la partie
imaginaire ; & le réfultat en partie réel & en
pardie imaginaire , cft tout pofitif, fi les deux
parties du plus grand fafteur en partie réel & en
partie imaginaire , ont le figne 4 ; & que le
coefficient de la partie imaginaire foir égal ou
plus petit que la partie réelle, & tout négatif,
ou partie pofitif , ¥ partie négatif , ou vice verfa
dans toute autre hypothefe.

TuntorEME V.

55. Si trois falteurs, dont 'un eft purement
imaginaire, & les deux autresen partie réels & en
partie imaginaires, font combinés 2 42,0u 323,
le réfultat fera réel , ou purement imaginaire , ou
en partie réel & ‘en partie imaginaire,

D. 1° De trois combinaifons que donnent ces
trois facteurs combinés 2 d 2, deux font com-
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pofées de deux parties, l'une réelle & I'autre
imaginaire , & la troifieme combinaifon de qua-
tre , dont deux font réelles , & les autres’ imagi-
naires. Or, fi les coefficiens réels des facteurs
en partie réels & en partie imaginaires, font
¢gaux, le facteur imaginaire entrant deux fois en
nombre impair dans deux des combinaifons avec
des quantités réelles égales & de différent figne ,
& deux fois en nombre pair avec les parties ima-
ginaires des deux autres fa&eurs, tandis que la
partie imaginaire de ceux-ci entre dans la troi-
fieme combinaifon deux fois en nombre impair
avec des quantités réelles , égales & de figne dif-
férent, & une feuls fois en nombre pair , les par-
ties imaginaires (42) fe détruifent ; donc le réfultat
eft réel; mais fi cette condition manque, ce
réfultat (42) eft en partie réel & en Ipartie imagi-
naire.

29. Ces trois falteurs combinés 3 & 3 donnent
un réfultat purement imaginaire , ou en partie
réel & en partie imaginaire ; car fi les falteurs
en partie réels & en partie imaginaires , font tels
que le coefficient de la partie imaginaire foit
égal dans chacunj; ces deux faGeurs combinés
22 2 ne donnent qu'une combiMifon dans la-
quelle la partie imaginaire entre deux fois en nom-
bre impair , multipliée par deux quantités réelles,
égales & de figne différent, les parties imagi-
naires fe détruiront { 42 ) , & la partie réelle ref-
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tante , multipliée par le troifieme facteur pure-
ment imaginaire , donnera( 31 ) un réfultat pu-
rement imaginaire ; mais fi ces coefficiens font
inégaux, les parties imaginaires qui entrent en
nombre impair dans ces combinaifons , ne pou-
vant fe détruire (42 ), le réfultat fera en partie
réel & en'partie imaginaire ; & ce réfultat mul-
tiplié par le troifieme fa&eur purement imagi-
naire , donnera (42 ) un réfultat en partie réel &

en partie imaginaire ; donc, &c.
REMAROQUE

56. 1° Le réfultar réel que donnment ces
facteurs combinés 2 a 2, fera pofitif, fi le cqefii-
cient des parties imaginaires des fateurs en par-
tie réels & en partie imaginaires , eft égal ou plus
grand que la partie réelle de ces mémes falteurs ,
quels que foient leurs fignes ( 5 ) ; & négatif dans
le cas contraire , & que le réfultat "en partie réel
& en partie imaginaire , fera tout pofitif, ou
la partie réelle pofitive & I'imaginaire négative ,
fuivant que le falteur purement imaginaire fera
pofitif ou négarif,

57. 2% Le réfultat purement imaginaire de
ces falteurs combinés 3 & 3, fera pofitif on négatif,
fuivant que le fa&eur purement imaginaire fera
négatif ou pofitf 5 & le réfultat en partie réel

& en partie imaginaire 5 fera pofirif , files coéffi-
¥ F ’

gients réels de la partie imaginaire des falleurs,
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en partie réels & en partie imaginaires , font iné=
gaux & affectés de fignes différens, & que le
fa&eur purement imaginaire étant pofitif, fon
coeflicient réel differe de ceux des deux autres par-
ties imaginaires 3 & ce réfultat fera négatif y file
fa&teur purement imaginaire étant pofitif ou né-
gatif , le coefficient de la partie imaginaire de I'un
des deux autres fatteurs eft égal a la partie réclle,,
& que ces deux quantités foient négatives; &
enfin, pofitif & négatif dans toute autre hypo-
thefe,

TrEorEME VL

58. Si trois faeurs en partie réels & en partie
imaginaires , font combinés 2 a2 ,0u3 a3, le ré-
fultat fera purement imaginaire , ou en partie réel
& en partie imaginaire.

D. 1% La'partie imaginaire entre une fois en
nombre pair & deux fois en nombre impair dans
chacune des trois cambinaifons que donnent ces
trois fadteurs pris 2 & 2 ; or , {i dans deux de ces
fa&teurs la partie réelle égale le coefficient de la
partie imaginaire, ou fi la partie réelle de Fun
égale le coefficient de la partie imaginaire de I'au-
tre, les parties réelles de ces combinaifons feront
égales & affeftées de fignes difierens, & les ima-
ginaires feront affettés de fignes differens, mais
inégales; donc (42 ), le réfultar fera purement
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imaginaire , & en partie réel & en partie imagi-
naire dans toute autre hypothefe, puifque (41 ),
ni les réelles, ni les imaginaires ne pourront fe
détruire totalement. :

2%. Ces trois fa&eurs combinés 3 4 3, donnent
une combinaifon qui eft en partie réelle & en pigir-
tie imaginaire; en effet, la combinaifon de deux
d’entr’eux fera ou purement imaginaire , ou en par-
tie réelle & en partie imaginaire 3 or , dans 'un &
Pautre cas , ce réfultat combiné avec le troifieme
falteur donneraune quantité en partie réelle & en
partie imaginaire pour nouveau réfultat ; car, dans
le premier cas, le fateur imaginaire entre une
fois en nombre pair dans 'une des dgux parties de

e produit, & une fois en nombre impair dans
Pautre. Donc le réfultat eft ( 42 ) en partie réel &
en partie imaginaire; dans le fecond cas , la partie
imaginaire entre une fois en nombre pair & deux
fois en nombre impair dans le produit 3 dailleurs ,
ces fatteurs n’ayant rien d'égal, comparés entr'eux,
quant aux parties qui les conftituent , ni les parties
réelles, ni les imaginaires qui compoient leur
preduit ne peuvent s'entre - détruire 3 donc le
réfuleat (42) eft en partie réel & en partie imagi-
naire ; donc, &c. -

REMAROQUE

59. 1° Le ré{ultat purement imaginaire que
donnent ces fadteurs pric 2 a 2, {era négatif fideux

D
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d'entr'eux {ont précédés du méme figne, ou la
partie réelle dufigne— ,& I'imaginaire du figne 43
& il fera pofitif dans toute autre hypothefe (5)3
& le rélultat en partie réel & en partie imaginaite
fera politif ou négatif, ou bien la partie réelle pofi-

tige, X l'imaginaire négative ,ou vice verfu;il fera
pofitif, 1° (i deux des falteurs ayant la partie
réelle égale , & l'imaginaire inégale , ils font préce-
dés de fignes alternatifs + & —, ou fi tous etant
inégaux, la partie réelle de deux d'entr'eux eft
negative , & I'imaginaire pofitive 5 & que le coeffi-
cient de la partie imaginaire du troifieme foit plus
grand que fa partie réelle (5) ; mais il fera en par-
tie pofitif & en partie négatif, fi ces deux fa&eurs
ont méme ii;;nca 2°. il fera négatif , i ces deux fac-
teurs ayantfeulement lapartie imaginaire égale,leurs
deux parties font précédées du méme figne, ou fi
étant tous trois inégaux dans toutes leurs patties ,
deux d'entr’eux font précédés du méme figne (5) 3
3% lapartie réelle négative & I'imaginaire pofitive,
fi érant tous inégaux , ils font précédes de mémes
fignes alrernatifs, ou fi deux d’entr’eux étant pré-
cédés du figne — pour la partie réelle, & dufigne 4-
pour l'autre , le coeflicient de 'imaginaire du troi-
fieme fa&teur eft plus petit que fa partie réelle (5).

6o. 2.° Le réfultat en partie réel & en par-
tie imaginaire que donnent ces faéteurs pris 3
a 3, fera pofitif ou négatif, ou la partie réelle
politive & l'imaginaire négative ou wice verfa; il fera
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poficif , 1.° fi la partie réelle de deux d'entt’eux
eft précédée du figne
bien fi l'un d'entr'eux érant tout pofiif, l'autre
tout négatif, la partie réelle du troifieme eft
précédée du figne — , & l'autre du figne - 3 2.°il
fera négatif dans le cas contraire ; ou bien lorf~
que la partie réelle de deux dentr'eux égale le

coefficient de leur partie imaginaire , & que cha-
gue partie ayant figne différent , la partie réelle
du troifieme faCeur eft précédée du figne + ,&
l'autre du figne — (5).

4, & l'autre du figne — 3 on

61. 3.° La partie réelle pof'twe & l'imagi-
naire négative , fi den falteurs zyant cha-
cun fes deux parties pc{uives ou de figne dif-’
férent , ou bien toutes deux négatives , le troi-
fieme les a négatives , ‘ou bien de figne différent ,
& la partie réelle négative & l'imaginaire politive
dans le cas contraire (5).

®rrie ¥ PR
De l'analyfe.
G2. D'aprés ces notions, il eft facile, & l'af-
pe&t d'une équation quelconque du troifieme:

degre déliveé du fecond terme , & des formules
que préfentent les méthodes (1) de {olutiony

——

e -

(1) On fuppofe dans ce mémoire que les méthodes
de folution des équations du troifieme degré ,dont
connues du Le&teur.
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De déterminer ,par la voie de I'analyfe , quelles
font les diverfes formes dont fes racines font fufs
ceptibles 3 or, une telle équation pouvant évi-
demment étre reprélentée par cette formule géné-
rale x’ + px -+ g= o0 ; dans laquelle p exprime
le réfultat des combinaifons des racines prifes 2
A 2, & ¢ celui de ces mémes racines prifesd
3 a 33 & la valeur de ces deux quantités ,depen-
dant de celle des quantités données correfpondans
. tes de I'équation. comparée , il s'en fuitque p K ¢
font des indéterminées , qui peuvent avoir telle va-
leur que I'on voudra; favoir o, ou reelle, ou pu-
rement imagnaire , ou en partie réclle & en partie
imaginairg.
63. Premiere hypothefe. Suppofons , qu'une
d'elles , ¢ par exemple eft o, tandis que p,
dans I'équation propofée, eft , 1° réel, 2°. pure-
ment imaginaire (1) 3 3% en partic reelle & en

>

partie imaginaire monome du fecond degré (2);
il eft clair que dans le premier cas, une des
racines eft o, puifgue g eft o, & que les deux
autres font (45) on réelles on purement imagi-
naires 3 dans le fecond purement imaginai-
res; & dans le troifieme en partie réelles &
partie imaginaires (45) 3 & dans tous ces cas

elles feront exactes ou non, fuivant que la va-

(1) De laforme=+ a¥ — 1.

(2) De la forme + afag ¥V~ 1.

Cette forme dz racines ayant été adoptée dans la
hefe, ne peut étre changée dans 'analyfe.

T T
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leur fuppofee l'indéterminée p fera ou non le
réfultar exalt de la fomme des racines prifes 2
a 2 3 de ces mémes racines , dis-je , dont la va-
leur fuppofée a I'autre indéterminée ¢ cft fenfce
repréfenter le réfultar exa& de leur fomme prifes
343, o0u cequi eft le méme, fuivant que cette
valeur de p fera ou non un carré parfait.

G4. Seconde hyppothefe. Suppofons que p elt
o 3 tandis que dans I'équation propofecg clt 1.°
réel , pofitif ou négatif , n'importe 3 2.° purement
imaginaire ; 3. en partie réel & en partie ima-
ginaire. :

Dans le premier cas, les racines ne pet-
vent érre 1.2 toutes réeles , puilyque (43) p ne fe-
roit point @3 2.% une o & les deux autres ou
réelles , ou purement imaginaires ou cn partie
réelles & en partie imaginaires;puifque ¢ n'eft
point o 5 3% une réelle & les deux autres en partie
réelles & en partie imaginaires 3 puilque (52) p
et o ; 4° Toutes trois purement imaginai-
res; puifque (47) ¢ eft réel 5 5° une reelle , lantre
purement imaginaire & la troifieme en partie
réelle- & en partie imaginaire (49) 3 6°. ni une pu-
rement imaginaire & les deux autres en partie réel-
les & en partie imaginaires (55) ; 7% ni toutes trois
en partie réclles & partie imaginaires (58) ; puil-
que dans ces trois derniers cas p ne {eroit point O
ou ¢ réel, ce qui eft contre I'hypothefe. Elles
doivent donc étre une réelle & les deux autres
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en partie réelles & partie imaginaires (1) , exaftes
ou non , fuivant que les valeurs fuppofées aux ins
déterminées dans I'équation comparée expriment
exactement ou non les conditions des fon&ions
que ces mémes indéterminées indiquent dans la
formule, ou bien fuivant que la valeur de ¢ feraou
non un cube parfait.

Dans le fecond cas, les racines ne peuvent
étre, 1% toutes trois purement imaginaires ;
puifque (47) p eft o ; 2° une réelle & les
deux autres en partie réelles & en partie ima-
ginaires (52)3 3% une réelle, l'autre purement
imaginaire , & la troifieme en partie réelle & en
partie imaginaire (49) 3 4°. toutes troisen partie
réelles & en partie imaginaires (58) (2) ; elles font
donc june purement imaginaire & les deux aus
tres en partie/ réelles & en partie imaginaires 3
mais la partie réelle fera incommenfurable; &
dans ce cas comme dans tous les fuivans , elles
feront exaltes ou non aux mémes conditions que
dans le cas précédent.

Dans le troifieme cas, elle font en partie
réelles & en partie imaginaires; car elles ne
peuvent étre 1°, toutes trois réelles (43) 3 2% pu-
rement imaginaires (47); 3% uneréelle & les aus

tres en partie réelles & en partie imaginaires(52)3

(1) Mais n on deila forme de Particle 63 n*. 2. |
(2) 1l eft inutile d’examiner le cas ol une d'elles eft
®, puilque g n'eft point o




ginaires (55)3 5% toutes trois cn partie
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4% une réelle, Vautre purement imaginaire &
la troifieme en partie réelle & en partic ima-
ginaire (49) 3 ni une purement imaginaire” & les
deux autres en partie réelles & en partie ima-
ginaires . pour la méme raifon (1), clles font
donc toutes trois en partie réelles & en paruie
imaginaires (2) , exates ou non aux mémes con-
ditions que dans les cas précédens.

65. Troifieme hypothefe. Suppofons que p it
réel , pofitif ou négarif, tandis que g eft réel
ou purement imaginaire , ou en'pattie réel & en
partie imaginaire , pofitif on négartify & abord
{oit p réel pofitif & g récl pofitif ou négatif.

Cela pofé , il eft clair que les racines font une
réelle & les deux autres en partie réelles & en par-
tie imaginaires ; car elles ne peuvent éire 1°. toutes
trois réelles 3 puifque (44) p eft pofitif'; 2%, toutes
trois purement imaginaires , puifque (47) ¢ eftrécly
3° une réelle, l'autre purementimaginaire &}a
troifieme en partie réelle & en partie imagi-
naire (49) ; 4°. une purement imaginaire , & les

31

deux autres en partie réelles & en partie ima-

& en partie imaginaires (58) (3) ;3 ell-aw feront
donc.une réelle &: les deux autres en partie réelles

(1) 11 eft inutile d’e Xan‘.uaor'i 23 au-’:rcs C-Jn‘;‘g?'-" if;
des racines ol une eft o, puifgue
(2) Non de la forme preferite a 1‘d;tl‘_'.c Gj 11‘9, 2

(3) Nleft inutile d'examiner les autres formes da
racines ol u i d’clles eft o, puifque ¢ n’eft point .
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& en partie imaginaires (1) exactes, ou non aux
mémes conditions que ci-deflus.

66. 2% Si dans la méme hypothefe p eft né-
gatif , alors il peut arriver que .= p’ qui eft fous

P—g+ Vi — 2p")) exprefiion ‘de 1a pret
miere racine , foit égal, plus petit ou plus grand
que 3¢ qui eft toujours pofitif, puifque cette
quantité eft le carré d'une réelle.

Dans le premier cas, les racines font toutes
trois réclles, & Pune d’elles double de chacune
des autres. Car alors le radical carré fe réduit &
0 , & par conféquent a= b ; lapremiere racine eft
donca 4 bou2a,& les deux autres font cha-
cune — a .

Dans le fecond cas, une des racines fera
réelle & les dcux autres en partie réelles & en
partie imaginaires; puifqu'alors les deux radicaux
cubiques de I'expreflion de la premiere racine,
repréfentés para & b , n'auront rien d'imaginaire;
mais les deux autres racines auront chacune une
des deux partics imaginaires , puifqu’elles contien-
nent le falteur imaginaire " — 3.

Dans le troifiame cas, toutes les™ racines

cront réelles 5 car l'expreflion de la premicre

(1) La forme dz ces racines fera a + & pour la

réelle 3 & —~ (@+8) L (@=b)' 3, ~(a+b) s (a~b)

» z

¥~ 3 pour les d:ux autres ; @ exprimant ¥ (~ig+ ¥
Ggs 5p)) &b V(migmVGg's+5p"))
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peut prendre cetre forme (¢4 & ¥ — 1 )i+
(e d Vw1155 0'r fi on fait la fomme de
ces deux {uites développées , les termes de rang
pair, les feuls qui conticnnent le fafteur ima-
ginaire fe détruiront, & le refultat de cette fom-
me f{era une f{uite de termes tous réels. Les deux
autres racines feront pareillement réelles; car
outre la moitié de la premiere, la f{econde racine
contient la partie L:;ii V —13, & la-troifieme
c—:ff/ — 3 :mais , {i ayant développé ces quan-
tités comme on l'a fait d’abord, on fait le cal-
cul que les expreffions de ces fecondes racines
indiquent , on obtiendra, rédultion faite, un
rélultat qui ne contiendra (32) que des quantités
reelles.

7

purement imaginaire , auffi pofitif ou négatif 5 i

p eft pofitif , quelque foit le figne de 5; , les maci-

nes feront (47) , ou toutes trois purement imagi-

67. 3.2 Soit p réel, pofitif ou pégatif, & ¢

naires , ou une purement imaginaire & les deux
autres en partie reelles, & en partie imagi
(55 & 56) ;& fi p eft négatif, elles {cront né

rement toutes trois en partie réelles & en partie

imaginaires 5 car elles nc peuvent étre 1% une
réelle , & les deux autres en partie réclles, & ¢

partie imaginaires ; puifque (s52), p eft réel, ?)::.
g purement imaginaire. 2.° Une réelle, l'autre
purement imaginaire , & la troifieme en partie

réelle & en partie imaginaire 5 puifque (49)p eft
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réel 5 3.9 une réelle , & les deux autres en partie:
réelles & en partie imaginaires 3 puifque (52) ¢
eft purementimaginaire (1); doncelle sferonty &c.
& ces racines feront exates ou non , aux mémes
conditions que ci-deflus.

68. 3.° Soit p comme dans le dernier cas,
& g en partic réel & en partie imaginaire. Les
racines ne peuvent étre, 1.° toutes trois purement
imaginaires (47)3 2.° une réelle , l'autre pure-
ment imaginaire , & la troifieme en partie réelle
& en partie imaginaire (49) ; 3.° une réelle & les
deux autres en partie reelles & en partic imagi-
naires (52) 3 4.° une purement imaginaire , & les
deux autres en partie réelles & en partie ima-
ginaires (55) 3 5+° toutes trois en partie réelles &
en partic imaginaires (58) (2) ; par ot I'on voit
que les valeurs pour p & pour ¢ ne pouvant
exifter a la fois telles qu'on les a fuppofees,
Véquation comparée exprime une contradiftion ;
fes racines feront donc dans ce cas en partie réel-
les & en partie imaginaire ; mais inaflignables en
termes finis , puifqu’alors la quantité qui eft {ous

(1) Il eft inutile d'examiner les autres formes de
racines ol toutes trois font réelles , ou une d’elles o
puifque ¢'n'eft ni réel nio. |

(2) L'examen des autres formes de racines eft (o=

perflu,
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le radical cube de la premiere racine, ne peut
étre un cube parfait.

69. Quatrieme hypothefe. Suppofons g réél & p
1°, purement imaginaire’, les racines ne peuvent
étre , 1. routestrois purement imaginaire (47); 2.°
Pune réelle, I'autre purement imaginaire, & la troi-
fieme en partie réelle & cn pariie imaginaire (49) 3
3.2 une réelle, & les deux autres en partie réelles
& en partie imaginaires (§52) 5 4.° une purcmwnt
imaginaire, & les deux autres en partie séelles
& en partie imaginaires (55)3 5.° toutes trois en
partie réelles & en partie imaginaires (58) (x
les valeurs fuppofées a p & a ¢ ¢rant donc in-
compatibles , I'équation comparée exprime une
contradi&ion: donc ici comme dans le dernier
cas , les racines font en partie réelles & en
partie imaginaires ; mais inaflignables en termes
finis 5 puifque la quantité qui eft fous le radical
cube de la premiere racine ne peut étre, un cube
parfait.

p en partie réel & en partie imagi-
naire 5 il eft évident que les racines‘ne peuvent

étre , 1.2 toutes les trois purement 1“*“., ires
(47) 5 2.° une réelle, Pautre purement imagi-
naire , & la troifieme en partie reci le & en par-
tie imaginaire (49) 5 3.° une réelle & les deux au-

tres en partie réclles & en partie imaginaires (52)5

(1) L'examen des autres formes de racines eft fu-
perflu.
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4.° une purement imaginaire , & les deux autres
en partie réelles & en partie imaginaires (55) 5
5.7 toutes trois en partie réelles & en partic ima-
ginaires (58) (1) 5 les valeurs de p & de ¢ font
donc incompatibles entr'elles, comme dans les
cas précédens ; les racines font donc comme
dans ces cas.
70. Cinguieme frypothefe. Suppofons p purement
imaginaire , & ¢ ou purement imaginaire , ou
en partie réel & en partie imaginaire ; 1.° ¢ pure-
ient imaginaire , il eft clair que les racines ne peu-
vent étre , 1% toutes les trois purement imagi-
naires (47) ; 2.° une réelle, Fautre purement
imaginaire , & la troifieme en partie réelle &
en partie imaginaire (49); 3.° une réelle & les
deux autres en partie réelles & en partie imagi-
naires (52)3 4.° une purement imaginaire, &
les deux autres en partie réelles & en partie ima-
ginaires (55); 5.° toutes les trois en partie réel-
les & en partie imaginaires (58) (a) ; les valeurs
fuppofées a p & 4 ¢ font dodc incompatibles
entrelles s les racines font donc comme ci-difus
en partie réelles & en partie imaginaires ; mais
inaffignables en termes finis.
2.° g en partie réel & en partie imaginai-
re 4 les racines ne peuvent étre , 19 toutes trois

purement imaginaires (47) 3 2.° une réelle , & les

(1) L’examen des autres formes eft fuperflu.

(2) Méme remarque que ci-deflus.

N
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deux autres en partie réelles & en partie imagi-
naires (52)3 3.° une purement imaginaire ,& les
deux autres en partie réelles & en partie imagi-
naires (55) 5 mais elles peuvent étre feulement
une réelle, l'autre purement imaginaire, & la
troifieme en partie réelle & en partie imaginaire
(49 & 58) ou (58) toutes trois enpartie réelles &
en partie imaginaires (1), exactes ou non , fuivant
que l'expreflion de la premiere racine fera ou ne
fera pas exalte.

72. Sixieme hypothefe. Suppofons p en partie
réel & en partie imaginaire , & ¢ purement imagi-
naire , ouen partie réel & en partic imaginaire ,&
d’abord ¢ purement imaginaire. Les racines ne peu-
vent étre, 1.° purement imaginaires (47) 5 2.°
une réelle , autre purement & imaginaire , & la
troifieme en partie réelle & en partie imagi-
naire (49); 3.° une réelle & les deux autres en
partie réelles & en partie imaginaires (52); 4.° une
purement imaginaire , & les deux autres en par-
tic réelles enpartic imaginaires (55); 5.° toutes trois
en partie réelles & en partie imaginaires (58) (2);3
les valeurs de p & de ¢ font donc incompati-
bles entr’elles ; les racines fontdonc encore en par-
tie réelles & en partie imaginaires , mais inaffigna-
bles en termes finis.

(1) L’examen des autres formes eft fuperflu.
(2) Méme remarque que ci-defus.
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73, 2% ¢ en parti¢ réel & en partie imagl-
naire.  Les racines peuvent étre, 1.° une réelle,
lautre purement imaginaire, & la troifieme en
partic réelle & en partic imaginaire (49) 3 2.% une
purement imaginaire , & les deux autres en pat-
tie réelle & en partie imaginaires (55) 5 3.° tou-
tes les trois en partie réelles & en partie imagi-
naires (58) 3 4.° unréelle, 8 les autres en par-
tie réelles & en partie imaginaires (52) 3 car elles
ne peuvent étre purement imaginaires (47) (1):
elles feront donc, 1.° &c., exaltes ou inexac-
teswi..oo Le premier cas a lieu, lorfque la partie
réelle de la valeur en partie réelle & en partie
imaginaire , reprélentée par p, eft précédée du
igne L, quel que {oit celui de Pautre 5 & qu'en
méme temps , la partie réelle & la partie imagi-
naire repréfentée ;‘ T g font précédées, la pre-
miere du figne — , & l'autre du figne 4.
Le fecond, lor;a:uc cette méme valeur pour p
{t précedée de mémes fignes que dans le premier
casy & que celle de g5 favoir, la partie réelle eft
précédée du figne 4, & l'autre du figne —.
Le troifieme , lorfque Ja partie réelle & la par-
tic imaginaire de p font précédées, la premiere
du figne — quel qne foit celui de l'autre , & quel
que foit aufli le figne des parties de la valeur de
¢ y-les autres combinaifons de fignes n'offrent que
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des probabilités 5 ainfi le quatrieme ne pouvant
préfenter aucun indice caradtériftique , eft cvi-
damment douteux.

S0 O L AE,

74. Ce font i toutes les hypothefes pofiibles
des formes dont font fucceptibles les réfultats {yn-
thétiques en vertu de Ihypothefe primitive , & qui
mettent a portée de conclure que les racines d'une
équation du troifieme degré ne font exactes qu'au-
tant que les valeurs fuppofées a p & a ¢ remplil-
fent fidellement les fon&ions que ces indérermi-
nées indiquent ; c’eft-a-dire , qu'a ces deux con-
ditions , 1°. que la valeur fuppofée a p eft exalle-
ment la fomme des produits des racines prifes 2
a2 2 5 2% que la valeur flippofée a g eft en méme-
temps la fomme exalte des produirs de ces mémes
racines prifes 3 a 3: & la commenlurabilité de
expreffion de la premiere racine préfentée par la
méthode de folution, eft un indice {ir de la
coexiftence de ces deux conditions.

75. Par une raifon contraire, l'incommenfura-
bilit¢ de cette expreffion eft évidemment un in-
dice de la non-coexiftence de ces mémes condi-
tions ; & par conféquent I'équation exprimant
alors une contradiftion , les racines ne fauroient
érre exactes , quels que foient d’aillenrs les fignes
& les valeurs fuppofésa p & ag : or, fidans cetre
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1

hypothefe les valeurs- de p & de ¢ font , 1° une

«'elles réelle & T'autre purement imaginaire , ou
en partie réelle & en partie imaginaire , ou l'une
purement imaginaire & ['autre aufli purement ima-
ginaire , ouen partic réelle K en partie imaginaire ,
ou bien enfin toutes les deux en partie réclles &
en partie imaginaires , il eft clair que les racines
développées doivent étre dans tous ces cas en pars
tie reelles & en partie imaginaires , mais inaflignas
bles en termes 173155 3 2% 11 les valeurs de p & c;

[

font toutes les deux réelles , & que celle de & p*
foit, 1% négative; 2° plus grande que celle de
2g* . qui 4 réel t toujours pofitive , il cﬁ clai
29 » qui, reelle, eft toujo potit clair
encore que les racines qui, devel :3”}“69 , font
réelles , font auffi inaflignables en termes finis

puifque dans I'un & dans 'autre cas,

-~

L] \J a1l .
T'olt elles proviennent exprime une contradi®ion

" 1L ompatibilité des valeurs des i L
fondée fur 'incompatibilité des valeurs des indéter-

niang ¢ e Lol vd ilra Avidarmnsans LM
Inum-._:j) (.\5; t:\L i1 reiulie L'uf:l_]lnnt.i.L, lU. [I‘.lli

arier contre 1 qu'une équation du

au hafard , n’aura pas de
s exates ; car quelle que foit la valeur
fuppofée a p, elle cft toujours cenfée repré-
fepter exactement la fomme des produits des ra-
ines prifes 2 A 2 ; tandis que , parmi une infinité
qu'on peut en fuppoler a ¢, il n'y en a qu'une qui

puiffe. repréfenter exaltement la fomme des pro-

duits de ces mémes racines prifes 3 a 3 , & réci-
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proquement 3 2°, qu'il eft impoffible d'éviterle cas
irréductible (1),

(1) Ceft-a-dire, ce cas ol 'on n’a pu, malgré tous
les efforts , trouver des racines réelles, exprimées aus
trementque par des féries infinies, lorfque la quantité
qui eft fous le radical cube de Texpreflion de la pre-
miere racine, réunit , ainfi qu’il a été dit, ces trois
conditions i lafois 3 1°que la valeur de - p* eftréelle
rationnelle négative ; 2% que cette valeur eft plus
grande que celle dej ¢, qui étant réelle rationnelle
aufli (17), eft tovjours pofitive; 3% que le réfultatde
ces deux valeurs, combiné avec la valeurde~ ! ¢, n'eft
pas un cube parfait ; & P'on voit, par ce qui précede,
que ce cas mérite le nom , non pas de cos irreductible ,
mais celui de cas impoffible. Je niexplique 3 on a mis
en probléme, fi par les méthodes connues , il ne feroit
pas poffible d'éviter le cas irréduclible , ou d’en trou-
ver une par laquelle on plit Iéviter ; ou en d’autres
germes, on a demandé fi 'on ne pourroit pas affigner
autrement que par des feries infinies, les racines d'une
€quation du troifieme degré dans le cas irrédudible 5
ou fi Pon veut réduire la queftion a fon véritable fens
& & fes vrais termes, elle doit étre pofée ainfi ; feroit-
il poffible d’afligner en temmes finis les racines d'une
equation du troifieme degré, lorfqwavec les deux pre~
micres conditions ci-deflus, elle exprime une contra-
diftion ?

Solution. Ce probléme porte fa {olution dans fon
€noncé 3 mais fi, en attendant que j'en donne une ri-
goureufe, on en veut une par analogie, la voici: pour

pouvoir éviter le cas irréductible ,cu pour pouveir affi-

gher en termes finis les racines d’une Equation du froi-
fieme degré dans le cas irréductible, il eft évident qu'il

skl -
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CHAPITRE L&

Nouvelle méthode pour r;f/::u::!rc une C!dﬂ;!
trés-ctendue d'équations du trotfieme

F

degré dans le cas irrédutible , dont per-

ﬁ.}:mc Ji :Ijzg’z'r.‘i ravoir pu trouver la
folution.

O~ peut voir dans les mémoires de I'acadé-
mie des {ciences de Paris, pourlannée 1741,
la methode de Nicole , pour afligner les racines
de toute équation du troifieme degré dans le cas
irréductible de la forme 2’ —ax 4 ;aVia=o.

La méthode de ce géometre a trois défauts
effentiels ; le premier, eft d'ére fondée fur des

fuudroit pouvoir trouver des racines exaltes, lorfque les
valeurs rationnelles fuppofées ou indétermindes p & ¢,
avec les conditions prefcrites, n'expriment pas exatte-
ment & en méme-temps, I'une, la fomme des produits
des racines prifes 2 a 2, & 'autre , celle des produitsde
cesmémes racinesprifes 3a 3. Or, nousavons fait voir
er général qu’il eft impoflible de trouver de telles raci-
nes fous une forme finie en pareil cas:donc I'écueil du
cas irrédudfible eft impoflible a éviter; donc demander
dans ce casl'expreilion des racines, autre que par des
féries infinies, c’eft demander une chofe abforde;
puifque c’eft demander des fatteurs exads d'un réfultat
qui n'eft pas leur multiple; ce qui implique contradic-

tion : par olil'on veit que ¢e fameux probléme nedoit
facélébrité qu'au vice de fon éaoncé
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titonnemens ; le fecond , ec conduir & des calculs
prolixes & laborieux ; le troifieme , d’avoir recours
aux équations du fecond degré. Celle que je pro-
pofé eft, je penfe, préférable; puifque, non-
feulement elle eft & l'abri de ces défauts , mais
encoe , elle embrafie une claffe d'équations infi-
niment plus étendue. Voici les principes fur kef-
quels elle eft fondce.
THEOREME PREMIER
76. 1l eft clair, 1° que {il'on double la quantite
“F g, prife avec vn {igne contraire, on aurale
dernier terme + ¢ 3 2° que fi P'on triple la ra-
cine cubique du refte du carré de 7= ¢, fouf-
trait de la quantité qui eft fous le radical 4 ¥
(:9' = 5p')sonaura — p, coeflicient de z,
feclond terme de Péquationz’ — px 1+ g = o.
D. 1% i x 2 ="F 9= F g, qui pris
avec un. figne contraire , donne - ¢ dernier terme

de I'équation.

2% Le quarré de [ :¢= 1g*, qui, fouf
trait de: ¢’ — 5 p’ donne — p’, dont la racine
cubique donne — X p 5 lequel multiplié par 3,
donne — p , fecond terme de I'équation en quef-
tion ; donc , Xc.

COROLLAIRES
77.11 fuit de la, que fi ¢ étant une irrationnelle

du fecond degré, & p rationnel , 'équation z'— p.

2 + ¢ = oeft dans le casirréductible,, 1°. la quan-

tit€ 4 ¢ 4 V(3¢"~ = p’) eft en partie irration-
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nelle & en partie imaginaire du fecond degré ;
ce qui eft évident,

78.2° Le carré de lirrationnelle 3 5¢ , fouf-
traitde la quantité 3¢ — ~p" qui eft fous le radical
imaginaire , doit donner pour refte un cube par-
fait 5 puifque le triple de la racine de ce refte
devant donner le coefficient de x qui, par hypo-
thek, eft rationnel , doit étre auffi rationnel
ce qui ne pourroit étre, fi ce refte n'étoit pas
un cube parfait.

79. 3% Qu'une équation du troifieme degré qui
manque de fecond terme, dont le premier n'a
diautre coefficient que l'unité, dont le coefRcient
de x eft rationnnel, & qui a pour dernier terme
une irrationnelle du fecond degré , ne peut admet-
tre dans I'expreflion de fes racines une quantité en
pertie irrationnelle du fecond degré , & en partie
imaginaire du méme degré , qu'autant que le carre
de la partie irrationnelle fouftrait de la quantiré L
qui eft fous le radical imaginaire , donne pour |
refte un cube parfait ; puifque le triple de la
racine cublique de ce refte doit fournir le coefhi

cient de x, lequel, par fuppofition, eft une

quantite rationnelle,
TnéoremMEe IL :

80. Si on éleve au cube une quantité en partie
irrationnelle , & en partie imaginaire du fecond
lan 2 fr e 2 n o S 4 - .
degrédela forme ¢p 4 ¥/ — g, leréfultat fera de la

T e
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forme de la racine 3 & fi 'on fouftrait le carré

de la partic irrationmelle de ce cube, de la

quantité qui eft fous le radical imaginaire , ce refte
fera un cube parfait.

D. 1% Le cubede Vp+V—=geltp Vp
3pV g ~3qVp—~ gV ~g,oubien (p—~
39)Vp 4+ (3p—=g)V — g ou(p—37)
Vp 4V (—=9p'q+6pg° —q'),quantitéen

partie irrationnelle & en partie imaginaire du fe-
cond degré.

2% 8ip' —6p'qg 4+ 9pg*, carré de lirra«
tionnelle (p — 3 ¢) ¥ p, eft fouftrait de la quan-
titt — 9p° g4 6p g — ¢’ quieft fous le fecond
radical , on trouvera pour refte, — p' — 3p’ g

—~3p g — ¢, quieflt évidemment le cube de
—p—q.
CoRBILLEIRES

81. 1l fuic de 1a, 1% que la quantité (p — 3 ¢)
Vp4+V (=9p ¢ +6pg —¢' )ales condi-
tions requifes (79) pour pouvoir étre admife dans
Iexpreflion des racines d'une équation du
troifieme degré dans le cas irrddudible o IR0
cette . équation  ( 62) e&_ 4+ (=3 p=
3¢)x4+ (—=2p +69)Vp=o, laquelle a
pour racines.

lo.x:;/'((p.__:,? ]]/P + V(=9
PPe+6pqg ~¢ )+ v ((p~ 3 )Vp=V
(=97 94+6Pg'=4))=Vp + Vg + ¢
p=V—qg=2Vp.
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20,y = v(;f( },_3“7);/’4‘;/(._.91,'
9+6p9~sr))*'f’((p—~39)'/!’""f
(-—9?9—:-%9——9’1))4--: ~3("
((J’—39>t’1’+V(~9P’9+6M'-"5’))
-':"'((rf-—37}Vp~V(~9p'f+6”'
mg'))) = W p s Vg = Vo V0
+ 3 V—3(”I’~! VmgVp + ¥ 1)

= =V ps Vig.
3"--1‘:-»1({1/((?—39)1’;7 +V (%
P a+6pg—g))=v((p=30)VP—Y

(~ 9P‘9+—6f9"ﬂ9")))_ : V—~3(V

Cp=39)p+Vi~op's+ 6p5"—1" ) )
= V((PQMJV'PF-V(—WW' +6p
9‘-*9”))) = H(=VpaVeg-Vp+¥K
- g) — (:'V-— (=~ VpV—qg+Vp
—V ~g))=2=Vp+Vig

82. Obfervons maintenant que dans I'équation
'+ (—=3p—37)x+(=2p46¢)VPp=0
le dou!)!c_du coefficient de x, ou bien — 6p — 6g
ajouté a la 'qu;zlltlié ~ 2 p 46 g, coefficient de
Virrationnelle ¥ p , dans le dernier terme , donne

— 8 p qui égale, au figne prés, huit fois la
quantité p qui -.1’[ fous le radical carré,
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Cela pof¢ , fi I'on fuppofe que p repréfente un

nombre dont aucundes faéteurs n'eft carré parfait ,
(= 2p 4 6¢) Vp feraune irrationnelle du fecond
degré , réduite a {on expreffion la plus fimple (1),
Ainii I'équation ' 4 (= 3 p=39)x + (= 2p 4
6g) V p = o0,elttelle, 1° que fon dernier terme
eft une irrationnelle du fecond degré, réduite 3
fon expreffion la plus fimple 3 2% que le double du
coefficiengee x , ajouté au coeflicient de lirration-
pallle , donne , au figne prés , 'oétuple de la quan-
tité qui eft fous le radical carré.

83. Dot il fuit, que toutes les fois qu'une équa-
tion du troifieme degré , dans le cas irréddudible ,
réunira ces deux conditions, fes racines feront
exprimées par les trois formules trouvées ci-defius.

2= a2V p.
&= e BV 38,
x= Vp ¥V 39q.
Appliquons cette méthode a quelques exemples.
EXEMPLE PREMIER

84.Soit 'équation ' ~ 18 x ~ 4 V 5= oquia
les conditions que la méthode exige; puifyue 4
V s eft une irrationnelle du fecond degré , réduite

(1) Ceft-a-dire, réduite de telle forte que 1a quantité
qui eft fous le figne radical ne contienne point de
facteur qui foit une puiffance exatte du degié de ce
radical. g
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a fon expreflion la plus fimple ; & que—~ 36, double
du coefficient de x, ajouté a ~ 4, coefficient de
Yirrationnelle "5 , donne (§) — 40 , quantité qui
vaut huit fois celle qui elt [ous le radical carré au
figne prés. Préfentement, pour déterminer les
valeurs de p & ¢ , comparons I'¢quation x' — 18
x— 4 V" 5 al'équation fondamentalex® 4 (~3p
~3¢9)2 4+ (—=2p 4 Gg)¥Vp=eo, il
viendra3p +3¢=18,&(—2p 4 Gg) ¥V p=
— 4V 5 3de la derniere équation yon déduit p
=5 3 & en fubftitvant la valeur de p dans Ia
premiere , il vient 3 ¢ = 3, 6u ¢ = 1; fubftituant
les valeurs de p & de ¢ a leur place dans les for-
mules ci-deflus , on trouvera que les trois racines
de Iéguation propofée font, »= 2 V5,2 = —

Vs=Vi3iz= V54V 3.
ExEmMmepre I

Soit encore cette équation-¢i z' ~22x 4. 4
V5= o quia les conditions réquifes ; puifque 4 Vs
eft une irrationnelle du fecond degré , réduite 3 fon
expreffion la plus fimple ; & que — 44 double du
coefficient de x étant ajouté a'4 4 coefficient de
Pirrationnelle »” 5 donne — 40 = 8 x 5 au figne
pres. Comparant enfuite cette équation-cial'équa-
tion générale,onavra 3 p 43 ¢=22; & (—~2
P+ 6g)V p=4Vs;doncp=5,&39=7;
enfin fubftituant ces valeurs dans les formules , on

W

=
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trouvera pour racinesx = 2 V 5,2 = V5 =~
Vo sem—¥5 %V

Ces exemples {uffifent pour prouver avec quelle
promptitude on peut trouver par cette méthode,
aufli fimple que facile, les racines d’'un nombre
infini d’équations du troifieme ‘degré dans le cas
irréduclible.

Nicole 4 il eft vrai, a réfolu toutes les équations
de laforme 2’ — ax 4 2a ¥ a ; mais P'on peut
aifément démontter que la claffe de celles qu'on
réfour par cette méthode , eft infiniment plus
étendue ; car [Péquation fondamentale a® 4
(=3P—39)x4 (—2p469)Vp=o,
peut , en fuppofant p = ¢, prendre cette forme
2’ —6p 4 4p Vp= o,laquelle eft exaltement
celle qu'exige la méthode de Nicole , en faifant
6 p = a, & par conféquent lorfque p=¢ mon
équation eft aufli générale que la fienne : or , p pou-
vant avoir un nombre infini de valeurs différen-
tes de ¢, il s'enfuir évidemment que mon équa-
tion eft plus générale , & qu'ainfi la méthode
de Nicole n'ateint qu'une branche particuliere
d'équations que la mienne embraffe.

CONCLUSION GENERALE

Concluons de cette théorie, 1°. que les racines
d'une équation du troifieme degré, déliviée de
fon fecond terme, telle que 2’ + px + g=,

font fufceptibles de neuf formes différentes, évi-
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demment dépendantes des fignes de l'indéterminée

P s & diverfes valeurs qu'on peut fuppofer aux indé-
terminées p & g 5 d'oir il réfulte qu'on a avanceé une
erreur ~_»q1mml on a dit que route r},;.rm’:'{.-n du troi-
freme degré a aw moins une racine réelle 5 29, que
P'on peut, dans tous les cas , déterminer ces raci-
nes avec la plus grande tacilité par les formules de
Cardan ,oupar la mienne , ou bien démontrer qu'il
eft impofiible de les affigner d'une autre maniere,
fous une forme finie 5 & qu'ainfi Ja théorie des
équations du troilieme degré eft aujourd’hui pref-
que aufficomplete qu'on puifle le défirer. Les con-
jeGures que Dalambert a hafardées fur cette ma-
tiere , Di&tionnaire encyclopédique , article Cas
irréductible , font donc évidemment dénuées ‘de
fondement.

3° Que quand P'une ou l'autre des indétermi-
nées p ou ¢ ;-ou toutes les deux a la fois, preé-
fentent des radicaux, c’eft mal-a-propos qu'on a
prefcrit de les faire évanouir ; puifque par la, éle-
vant néceflairement I'équation a un plus haue
degré , la folution en devient plus longue & plus
difficile.

Tel eft le fupplément additionnel a la théorie
atulele des équations du troifieme degré, qui, de=
puis Cardany Viete & Bombelli y n’avoit fait
qu'un trés-petit pas, di a Nicole.

On obje&era & on dira que la théorie qui traite
des équations qui n'ont que des racines purgment

o
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imaginaires , ou en partie réelles & en partie ima=
ginaires ou irrationnelles , eft évidemment inutile ;
puifque les queftions des conditions defquelles ces
équations font cenfées étre la tradultion exacle,
ne peuvent avoir aucune application a la pratique:
or la théorie additionnelle propofée n'embrafle
principalement que de telles équations

; cette

théorie eft donc parfaitement ‘inutile.

Cette objeltion, la feule qu'on puiffe faire
contre cetre théorie fupplémentaire, neft qu'un
fophifme fpécieux , auquel cependant nous s¢-
pondrons fans réplique , en obfervant que cette
théorie doit étre envilagée  fous deux rapports
différens , & relativement aux équations du troi-
fieme degré , fon but principal , & relativement
celles du quatrieme degré , eflentiellement liées
aux premieres , & auxquelles le paralogifme dont
nous avons démontré I'exiftence eft “‘commun : or
cette théorie fupplémentaire eft utile fous I'un &
I'antre rapport 5 fouy le premier, puifqu’elle ap-
prend , a l'afpect d’une équation , 1° a prononcer
fans crainte d'erreur & fans paffer par le dérail du
calcul , fouvent trés-pénible , fur la forme de
fes racines ; 2°% a diftinguer les queftions de {olu-
tion pofitive , des queftions de folution négative,
ou qui impliquent ; avantages trés-précieux en
algebre dans I'un & l'autre cas.

Sous le fecond rapport y puifqu'une équation du
du quatrieme degré . ne pouvant étre réfolue fans
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pafler par une équation du troifieme , il faut nés
ceffairement connoitre toutes les formes des ra-
cines de celle~ci  afin de pouvoir prononcer f{ai-
nement {ur celle des racines de celle-la , & dont
les combinaifons des racines peuvent étre éten-

dues par des priucipes analogues ; & puifque la

théorie des equations du <i-.;|.;r'=.u*-.;: degré s'étend
au cas ol toutes les racines fontimaginaires , celle
du troifieme doit néceffairement s’y étendre auffi.

D'ailleurs c’eft a la théorie de faire voir jufqu’olt

Juiq

la pratique peut ou ne peut pas aller , de lui indi-
juer la route qu'elle doit tenir , de I'éclairer &
d'en ecarter les obftacles & les écueils 5 ainfi la
fphere de I'une eft plus étendue que la {phere de

lautre , & par conféquent leurs lLimites ne fau-

roient étre communes.

IN.
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