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DU MOUVEMENT DE LA LUNE AUTOUR DE SON CENTRE DE GRAVITE,

INTRODUCTION.

(1). La lune se meut autour de la terre dans une orbite elliptique,
inclinée a I'écliptique de 5°, 8, 49", et dont I'excentricité est 0,054844.
Le temps qu’elle emploie pour accomplir sa révolution sidérale, ou le
mois périodique , a été trouvé égal a 27 iows, 32166 ; mais cette durée
n'est pas constante, et le moyen mouvement de la lune est soumis a
une accélération séculaire périodique. Les noeuds de I'orbe lunaire ne
sont pas fixes; ils ont sur l'écliptique un mouvement rétrograde, ou
contraire au mouvement de la lune, en vertu duquel ils parcourent
Iécliptique en 6793 ievrs, 39, environ 18 ans %10, — Le périgée lunaire
aun mouvement direct ou de méme sens que le mouvement de la lune,
dont la période est de 3232 jours | 5753,

(2). L'observation attentive des taches que la lune offre & sa sur-
face , a montré que cet astre mous présente toujours le méme hémis-
phére; or, le fait seul de son mouvement de translation autour de la
terre, devrait découvrir successivement a nos yeux tous les points de
sa surface : donc , puisqu’il n’en est pas ainsi , il faut qu’en méme temps
qu’elle accomplit sa révolution autour de la terre, elle ait un mouve-
ment de rotation sur elle-méme, lequel ait la méme durée que le
mouvement de translation , et raméne constamment vers nous le méme
hémisphére. Cependant les taches éprouvent quelques déplacemens
apparens sur le disque lunaire; elles semblent tour-a-tour s'élever ou
§'abaisser, dans le cours de chaque mois, relativement au plan de For-
bite , comme si le globe de la lune avait un balancement antour du
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rayon vecteur, mené ‘dé son centre au centre de la terre. Ce phéno-
meéne , découvert par Galilée, sappelle libration en latitude. Plus tard
Riccioli reconnut I'apparence d’'un autre balancement, par lequel la
lune découvre et cache alternativement, sur son bord oriental et occi-
dental , quelques points de sa surface. Cest la libration en longitude.

Ces deux librations sont purement optiques, et la lune n’a pas
réellement ces mouvemens oscillatoires. On explique aisément ces ap-
parences en regardant la lune comme tournant uniformément autour
d’un axe incliné au plan de son orbite, tandis qu’elle se meut non
uniformément autour de la terre. Les observations de Dominique
Cassini compléterent la théorie astronomique de la libration lunaire :
il découvrit que I'axe de rotation de la lune est incliné a I'écliptique ,
et que la trace du plan de 'équatear lunaire sur Iécliptique , est cons-
tamment paralléle a la ligne des noeuds moyens de Torbite; en sorte
que, si par le centre de la lune on imagine trois plans, savoir : I'équa-~
teur lunaire, Pécliptique et le plan de T'orbe lunaire, ces trois plans
se couperont suivant la méme droite, le plan de Vécliptique étant
compris entre les deux autres.

De nouvelles observations ont été entreprises par Tobie Mayer (1748),
puis par Lalande (1764), dans le but de vérifier les faits annoncés par
Cassini, et de déterminer avec la plus grande précision I'inclinaison
du plan de I'équatenr lunaire sur écliptique. Cette inclinaison a été
trouvée égale a 1°,29". Plus tard M. Nicollet a trouvé par la compa-
raison de 174 observations, linclinaison de I'équateur lunaire égale &
1,28, 45", ce qui ne différe que de 15" du résultat précédent.

(3). Ainsi les lois qui président a la libration astronomique de la
lune , sont les suivantes : 1° la lane tourne uniformément d’occident
en orient autour d’un axe incliné a 'écliptique , de maniére que le plan
de son équateur forme avec 1'écliptique un angle de 1°,28', 45"; 2° la
durée de cette rotation est égale a celle du mouvement de révolution
de 1a lune dans son orbite, ou de 27 i°us | 32166 ; en sorte que chaque
point de I'équateur lunaire revient au point équinoxial lunaire, dans
un temps précisément égal & celui qu'emploie la lune pour revenir au
nceud par son mouvement moyen ; 3° la ligne des noeuds de I'équatear
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Junaive est constamwment pavallele a la ligne des noeuds moyens de
orbite.

(4). Si nous continuons a regarder le mouvement de rotation de la
lune comme parfaitement uniforme , une difficalté sérieuse se présente:
en effet, nous sommes alors obligés d'admettre que la vitesse de rota-
tion primitivement imprimée a cette planéte, était rigoureusement
‘gale a sa vitesse moyenne angulaire de révolution : autrement, s'il
existait & L'origine une petite inégalité entre ces deux vitesses , I'angle
déerit par le rayon vecteur de la lune autour de la terre, différerait
bientot notablement de I'angle décrit par un point de I'équateur lunaire
autour de son axe; et, cette différence sangmentant avec le temps, tous
les points de I'équateur lunaire finiraient par se découvrir a nos yeux.
Or, il est infiniment peu probable qua l'origine , cette égalité rigoureuse
entre les vitesses angulaires de rotation et de révolution , ait eu lieu.

La difficulté disparait lorsqu'on a égard aux inégalités que doit ap-
porter dans le mouvement de rotation de la lune T'attraction de la terre
sur la partie non sphérique de cet astre. En effet, Pattraction terrestre
combinée avec la force centrifuge produite par le mouvement de rota-
tion, a di donner au sphéroide lunaire la forme d'un ellipsoide, dont
I'axe de rotation est le plus petit axe, tandis que le plus grand axe est
dirigé vers la terre. Cela posé , pour expliquer ce fait que la lune nous
présente toujours le méme hémisphere, il nest pas nécessaire de suppo-
ser qu'a lorigine il y ait eu coincidence parfaite entre la vitesse angu-
laire de I'axe équatorial du sphéroide lunaire, et celle du rayon mobile
qui joint le centre de la lune au centre de la terre; mais il saffit
que la vitesse de rotation, primitivement imprimée a notre satellite,
ait été peu différente de la vitesse moyenne de translation, la différence
étant dailleurs arbitraire : car alors lattraction terrestre, qui tend
sans cesse @ ramener le grand axe du sphéroide en coincidence avec le
rayon vecteur , aura empéché que ces lignes ne sécartent au-dela d'un
certain terme, et atténué de plus en plus l'effet de cette petite diffé-
rence.

1l résulte de la que I'axe lunaire oscillera sous l'influence de Yattrac-
tion terrestre, de part et d’autre du rayon vecteur de Yorbite, a la




maniére d'un pendule soumis a l'action de la gravité. Cest ce mouve~
ment oscillatoire qui constitue principalement la libration réelle de la
lune en longitude , libration qui ne doit pas étre confondue avec la
libration purement optique dont nous avons parlé plus haut, et que
les astronomes ont reconnue par I'observation.

Chercher les lois de cette libration réelle, étudier les variations qui
peuvent affecter I'inclinaison de I’équateur lunaire, et le mouvement
des noeuds de cet équateur, tel est le but que nous allons nous proposer.

Nous prendrons pour guides les beaux travaux de Lagrange qui ont
été insérés dans la collection des prix de 'académie des sciences (année
1764), et dans les mémoires de I'académie de Berlin (année 1780). La
solution rigoureuse du probléme n’étant pas possible dans I'état actuel
de la science, on est obligé de recourir aux méthodes d’approximation ,
et nous nous attacherons a embrasser dans ces approximations non-seu-
lement tous les élémens dont I'influence a déja été reconnue, mais
encore ceux dont I'influence pourra étre appréciée plus tard, lorsque
les moyens d’observation auront été perfectionnés.

Recherche des équations différentielles du mouvement de la lune
autour de son centre de gravité.

(5). Pour étudier les lois du mouvement d’'un corps dans I'espace, on
décompose ce mouvement en deux autres, I'un de translation commun
a tous ses points, I'autre de rotation autour de I'un deux. L’étude de ce
dernier mouvement exigerait en général que I'on conniit la force ac-
célératrice qui sollicite le point choisi pour centre de rotation; mais le
probléeme se simplifie lorsque I'on adopte pour centre le centre de
gravité du corps : on trouve alors que le mouvement de rotation
autour de ce point est le méme a chaque instant que s'il était fixe, et que
les forces appliquées aux différens points du corps ne fussent pas chan-
gées. En méme temps le centre de gravité a un mouvement de trans-
lation qui est le méme a chaque instant , que si la masse du mobile y était
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concentrée, et que les forces motrices y fussent transportées parallele-
ment a elles-mémes.

Appliquons a la lune ces principes généraux du mouvement.

Sous l'influence de l'attraction terrestre combinée avec Pattraction du
soleil et des planétes, le centre de gravité de notre satellite prendra un
mouvement elliptique de translation qui sera soumis a diverses pertur=
bations, et en méme temps la lune tournera autour de ce centre de
gravité sans qu'il soit rien changé aux forces qui agissent sur elle. Ces
deux mouvemens de translation et de rotation sont indépendans I'un de
Pautre a l'origine, et peuvent étre traités séparément ; mais pour quil
en fit de méme a toutes les époques du mouvement, il faudrait que la
lune fiit composée de couches parfaitement sphériques; car les attrac-
tions que la terre, le soleil et les planétes exercent sur la lune, étant
égales et contraires a la réaction de la lune sur chacun de ces astres,
on voit que, dans I'hypothése d’une sphéricité parfaite, ces attractions
seraient les mémes que si la masse de la lune était concentrée a son
centre de gravité, et par conséquent ces forces ne sauraient avoir d'in-
fluence sur le mouvement de la lune autour de ce point. Ce mouve-
ment de rotation serait donc indépendant des variations que ces forces
éprouvent par suite du déplacement du centre de gravilé, et unique-
ment produit par les percussions initiales. Il aurait lieu uniformément
autour d'un méme diametre, comme si le centre de gravité était en
repos, et que la lune ne fit sollicitée par aucune force.

Il n’en est plus de méme quand on a égard a la non-sphéricité des
couches de la lune; car la résultante des attractions de la terre et du
soleil n’est plus appliquée toute entiére au centre de gravité, et une
partie tres petite de ces forces agit pour troubler le mouvement de
rotation qui se trouve ainsi dépendant du mouvement de translation.

(6). Pour établir les équations différentielles du mouvement de ro-
tation , nous rapporterons la position des différens points du sphéroide
lunaire aux trois axes principaux qui se coupent a son centre de gravité.
Ces trois axes sont fixes dans l'intérieur du corps, mais mobiles avec
lui; et lorsque leur direction sera connue a chaque instant, la position
du mobile sera complétement déterminée. La direction de ces trois
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axes principaux, a une époque quelconque, dépend de trois angles que
nous allons définir.

Menons par le centre de gravité un plan xoy (fig.1) paralléle au plan
d’une écliptique fixe correspondanta une époque donnée, et soit, au bout
d'un temps quelconque ¢, 0 T'inclinaison du plan des deux axes prin-
cipaux ox oy, avec le plan fixe, ¢ I'angle que fait l'intersection ON
de ces deux plans avec une droite fixe ox , tracée dans le plan xoy, et 9
I’angle compris entre cette intersection et 'axe ox,; ces trois angles
seront des fonctions du temps. Les deux premiers ¢, 0, détermineront
la position du plan des 2, 7, ; le troisiéme angle ¢, fera connaitre en-
suitela position de I'axe des 2 dans ce plan. Pourlever toute ambiguité,
on devra convenir du sens dans lequel ces angles seront comptés.

(7). Désignons par x, 7, z, les trois coordonnés d’'un élément quel-
conque dm rapportées aux trois axes principaux menés par le centre
de gravité supposé immobile. Au bout du temps ¢ quelconque, soient
Xydm, X dn, 7, dn, les composantes, paralléles a ces axes, de la
force motrice qui agit sur cet élément; si on désigne par X, dim, Y, dm,
2y dm, les composantes de la force motrice, a laquelle sont dus les
accroissemens infiniment petits de vitesse qui ont liea a chaque instant :

Xy —Xy)dm, (Y, —Yy)dm, (Z,—7,) dn
seront les composantesde la force perdue pendant I'instant d¢ par I'élé-
ment dm : 1'équilibre devra avoir lieu en supposant tous les élémens
du corps animés par des forces semblables, et comme le centre de gra-
vité est regardé comme fixe, il faudra que la somme des momens des for-
ces, par rapport aux tr 0is aXes 0y 0y, 0z, soit eg ale a zéro, ce qul donne

/(.x‘l Yo— 7 Xy) dm :/(;;r" Y, — 7, X)) dm

L

/(Azi Xy, — x, Zy) dm /( iy Xy — &y Ly)dm) (1)
3 ]

(ry Lg—z, Y,) dm /(j g —z Y,)dm

les intégl‘ales s’étendant a la masse entiere de la lune.
L4
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Pour développer ces équalions, on représente par p , g, 7 les com-
posantes relatives aux trois axes principaux de la vitesse de rotation
de la lune autour de l'axe instantané de rotation;p, ¢, r sont des
fonctions du temps, et I'on a entre ces nouvelles inconnues et les
inconnues ¢, ¢, 9 les trois équations :

pdt = sin 0 sin 9 dy — cos ¢ d0.
qdt = sin 6 cos ¢ dy - sin ¢ do.} (2)
rdt = do — cos 0 d,

qui reposent sur l'invariabilité des distances qui séparent les différens
points du mobile.

On démontre dans la théorie du mouvement de rotation d’'un corps
solide autour d'un point fixe, que les forces X,, Y, , Z, sont liées aux

quantités p , ¢ , r par les équations :

d dr

X, = %4 L e A G ~+ (prs — gx1) 9 + (P23 — rxey) s
dt dt

i dr dp ;

Yy, =2y— — 2y — 1+ (95, — ryy) 7 F(ges—pry) ps
dt di
dp dg

Zy =y ——xy— - (reg — pzy) p 41y — g3) q-
dit dt

On substituera ces valeurs dans les premiers membres des équations (1),

et comme p, g, rsont des quantités communes a tous les points du
3

mobile , on les fera passer en dehors du signe f ; tous les termes qui

L)

renferment les intégrales | x, y( dm,
s -

tront, puisque ces intégrales sont nulles d’elles—-mémes , d’apres la défi-

nition des axes principaux. Si l'on désigne par A , B, C les trois momens

71 2z dm, [ 2z, dm,disparai-
e

d'inertie principaux , de sorte que :
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l/[(mf + 7 dm = C ﬁxlg—‘)‘l’) dm =B — A
'/(:-:-12 + x*) dn = B) d’ou: l/(zf —x?)dn = A— C

£ ] "3

(ry* +3,)dm = A (rd—z°)dn=C— B
les trois équations (1) deviendront :

Cdr 4 (B—A) pqdt Tf[fxi Y, — 7 X)) dm] dt

Bdg 4 (A — C) prdt =/[le Xy —axy Z,)dm] dt) (3)

L

Adp + (C — B) grdt =ﬁ’?, 2y —z, Y,)dm] dt

L

les trois intégrales que renferment les seconds membres de ces équa-
tions dépendent des forces perturbatrices qu'on suppose agir sur la
lune. Dans la question présente , les seules forces qui puissent influer
d’'une maniére sensible, sont: I'attraction du soleil, a cause de la gran-
deur de sa masse, et 'attraction de la terre, a cause de sa proximité de
la lune.

(8) Considérons d’abord I'action de la terre.

Soit T la masse de l'astre attirant qu’il sera permis de regarder
comme réduit a son centre de gravité; «, €, y les coordonnées de ce
point, rapportées aux axes mobiles ox'y, 0y, 03 ; « sa distance a un
élément quelconque dm du sphéroide lunaire, dont les coordonnées
sont &4, 74, %4, On aura :

% eo V(..’i‘i'l i ot}s + {'}1 R 6?_—|'- ::1_7.‘,)"',

L’attraction exercée par l'astre T sur I'élément dm sera représentee

./T(]In » ™ “ » . . . ” LR T) . p
par———, fétant l'intensité du pouvoir attractif qui répond a I'unité
u
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de masse et de distance, et les composantes de cette force , paralléle~
ment aux axes principaux , seront :

“T(e— x, dm, T (€ —y,d
X, dm =f | s Y, dm =f v Y

78 0"
T (y—2z,) dn
Z, dm =f (r ) dm,
W’
par conséquent :
Tdm
(x4 Yy — 71 Xy) dm =f (6ay — ayy)
x, dm di
2 f‘i*”'l Y, —7r X)dmn =fT [gf 11:5’ el jiua Tl]

pO s01S :

f'I"f(hn — /T dm
U iy ol Fihy o o 2

comme les limites de cette intégrale sont indépendantes des coor=

données «, 6,y de la planéte perturbatrice, on aura ;

do -—f I:f(ri - a\a dm ff_.Q — T (yy —6)dm

da ds u®
L dm ¥y dim
d’ott 8 i a s =0 f ’ i
de dé s [ w0’ ]
1 f( (Y d e dQ dQ
done : r == dif — b——— o
ob ! J1 %4 da deé

On démontrera de méme que

. doQ dQ.
f{z, X, —ay Ly)dm = af—m—y —

f."‘) L oL

/'/ ” ; dQ 6!}9
( iy == 2 dn—=y——6—

J J1 4y ¢ Y)dm=y Jc dy
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Par suite, les équations (3) prennent ]a forme :

dQ dO
Cdr + (B— A)pqdﬁ“(@——-—a—g) dt.

dQ dQ
Bdg+4 (A—C)prdt = a ——y— |dt. ) (4).

o

0
. Adp+ (C—B) grdt = (,: —— (_ dt.
' dé dy

(9) Pour faire usage de ces équations, il faut remplacer les coordon-
,: nées «, 6, 7 de l'astre T, qui sont rapportées a des axes mobiles ox, 0y,
i oz, par dautres coordonnées relatives aux axes fixes ox, oy, 0z, dont
ii ' les deux premiers sont dans le plan de I'écliptique fixe, et le troisieme
f f perpendiculaire a ce plan.

A cet effet on a les formules :

a = a (sin g sin ¢ cos 6 - cos ¢ cos §) - ¥ (sin 9 cos ¢ cos 6 —cos ¢ sin ¢)
— zsin 6 sin ¢.
6 = 2 (cos ¢ sin Y cos 0 — sin ¢ cos §) -y (cos ¢ cos ¢ cos 6 -} sin g sin )
— z 8in 6 cos .
9 = sin 6 sin ¢ 4~ ¥ sin 6 cos § -z cos 0.

Telles sont les valeurs qui devront remplacer «, €, y dans les équa-
tions (4). Mais sans effectuer ces substitutions, on peut exprimer d’une
maniére tres simple les seconds membres de ces équations, au moyen
des différences partielles de la fonction Q, relatives aux angles
9, ¥, 0. En effet, si I'on différentie Q par rapport a ¢, en y regardant
‘«, 6 comme des fonctions de cette variable, déterminées par les for-
mules précédentes, on aura

dQ Qi dQ de = dQ db.
:‘z; — det (f—q dé dy.

do dé
or on trouve : — = == —a,

do n’cp



= Ujg=_

donc :

dQ L dQ dQ
—— =8 —— a7
do do dé
conséquemment le deuxieme membre dela premiere équation (4) n'est

(!’Q
autre chose que —

([?
On a pareillement :

f("’ dQ dx dQ s dQ dy

do~ de do dé do T dy di

Et on trouve:

da ‘ { dé
—=—ySiNQ, — ==—y COS Q.
7 7 e j - 05T
dy : :
55 = % cos 6 sin ¥ 4 » cos 6 cos Y — z sin 0
[
Done
dQ _ub dQ dQ g
— = — g sin 9 — —y cosg— - (& cos 0sin.y 4 y cos 6 cos ¢
b do dé
? dQ
—zsinf) —
4 d7
dQ
Ajoutant et retranchant « —sin ¢, il vient :
ay

dQ - dQ dQ " . dQ dQ
— =5mno|a——y— cos ey
b . dy / da ? dy ! dé

Par un calcul semblable, on trouve apres quelques réductions :

dQ : dQ dQ dQ dQ
— ==sin 6 cos ¢ sc——m«—y— - sin 6 sin ¢ 7——6’-—)
dy dy 3 dy

dQ dQ
050 ot — — 6 —
-+ e (of - e )
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1Q dQ 1Q
SiTon remplace dans cette derniére, « = - par — i , on tirera
dé da do

lesvaleurs des seconds membres des deux derniéres équations (%), savoir:

| a:dg B £ d-g dQ. + siu
Il dy 187 da sin 6 -f”J i

dQ. dQ sin ¢ /" dQ rf!... o)
Y i e e O — ¢c0s 0 |— — cos o.
dé dy sin 6 fl‘P dy dl )
Les trois équations (4) deviendront enfin:
dQ
Cdr 4+ (B-A) pgdt = — dt
dy
oS ¢ dQ

B CRoC) rets s ("Q ”"9 con a) 2F 4+ in g de. 5
sin

51 Q.
Adp 4 (C-B) grdt = i E]E) o8 § Yiotiids seicos ¢ dt.
fff sin 0 do *)

(10). Nous n’avons eu égard jusqu’ici qu’a I'action de la terre sur la
lune. Si I'on veut maintenant considérer l'action du soleil, il fandra
ajouter a la fonction Q le terme

im
fo :
Vie,—d P+ (o —6)P+ (5 —7)

S désignant la masse du soleil et, o, €, 7, les coordonnées de cet

astre, rapportées aux axes mobiles en sorte, que la valear complete
de la fonction Q deviendra :

dm

Q=fT -
/ fl/('rt—aJ-I—(V.-*G}-I—( sy —7)

: dm
sy = g
V(”:—“)—I- 1 —6 )4 (7 —

* Mémoire de M. Poisson , sur la rotation de la terre. — 1§me cahier du Journal de I'Ecole Polytech-
nique, page 200.
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les intégrales s'étendant a Ja masse entiere de la lune; si lon opére
sur le second terme de @ comme on a fait sur le premier, on rem-
placera les coordonnées «, €, 7' par leurs valeurs en fonctions des trois
angles ¢, ¥, 0, et prenant les différences partielles relatives a chacune
de ces inconnues, on voit que les équations (5) conserveront la méme
forme.

Ainsi, ces équations serviront a déterminer, de la maniére la plus
générale, le mouvement de rotation de la lune sollicitée par les attrac-
tions de la terre et du soleil. En leur associant les trois équations (2), on
aura un systeme de six équations différentielles du premier ordre, en-
tre les six inconnues p, ¢, 1, 9, ¥, 0, et la variable z. 1l s’agira d’en dé-
duire, par l'intégration , les valeurs de ces six inconnues en fonction du
temps £, et d'un pareil nombre de constantes arbitraires : la détermi-
nation des angles ¢, U, 0, fera connnaitre , a chaque instant, la position
de la lune autour de son centre de gravité, et la détermination des
quantités p, ¢, 1", fera connaitre a chaque instant la position de l'axe
instantané de rotation dans lintérieur du mobile, et la vitesse angu-
laire de rotation autour de cet axe ; car les cosinus des angles X, p., v,
que l'axe instantané fait avec les axes principaux oxy 0)y 0z sont res-
pectivement :

/i q

COSA=——o————— COSp=

e et g vt o

et la vitesse de rotation antour de 'axe est :

T S

On n'est point parvenu a résoudre rigoureusement ce systeme d’équa-
tions différentielles : a défaut d’unesolution générale, on a recours a
des méthodes d’approximation fondées sur la petitesse des forces per-
turbatrices qui agissent sur la lune.

(11) Avant d’aller plas loin, il faut établic une distinction entre les
axes principanx de la lune fondée sur la grandeur des momens d'inertie
quis’y rapportent.

A Torvigine du mouvement de la lune, laxe instantané de rotation
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a pu ne pas coincider exactement avec I'un des axes principaux qui
se coupent a son centre de gravité , pourvu qu’il sen écartdt tres-peu ;
alors cet axe aura oscillé de part et d'autre de ’'axe principal; mais pour
que ces oscillations soient demeurées tres-petites pendant toute la durée
du mouvement, c’est-a-dire , pour que le mouvement de rotation de la
lune soit demeuré stable autour de l'axe principal dont il s’agit, la
théorie apprend qu'il faut que cet axe soit relatif au plus grand ou au
plus petit moment d'inertie. Or, la lune est nécessairement plus appla-
tie dans le sens de ses poles de rotation que dans tout autre sens; con—
séquemment l’axe principal, autour duquel a oscillé T'axe instantané,
se rapportera au plus grand moment d’inertie. Cela posé, les observations
actuelles ne signalent aucun déplacement sensible, dans la position des
poles de rotation de la surface a la lune; nous devons conclure de la,
que les oscillations de I’axe instantané , autour de 1’axe principal rela-
tif au plus grand moment d’inertie, sont aujourd’hui devenues insensi-
bles; en sorte que la direction de l'axe de rotation de la lune n'éprouve
plus que des perturbations provenant des actions permanentes de la
terre et du soleil sur sa partie non sphérique.

(12) Nous appellerons C le plus grand moment d’inertie, relatif a
I'axe des z; ensorte, que 0z, sera I'axe autour duquel la lune tournerait
sans les actions du soleil et de la terre: x 0y sera le plan de I'équa-
teur lunaire; il résulte des considérations précédentes, que I'axe ins-
tantané de rotation s’écarte trés peu de I'axe oz, et comme le sinus de
Pangle que font entr’elles ces deux droites est égal a
l/l_-;_cosg g = Vﬂ_

Nk

p et g seront deux fractions tres petites de 7, et du méme ordre que
les forces perturbatrices , puisque ce sinus et conséquemment les quan-
tités p et ¢, deviennent nulles lorsqu’on suppose ces forces nulles. Nous
adoptons pour plan fixe, passant par le centre de gravité de la lune, un
plan paralléle au plan d’'une écliptique fixe qui répond a une époque

donnée : de cette maniére 6 représentera l'inclinaison du plan de I'équa-




teur lunaire sur cette écliptique , quantité dont les astronomes ont
trouvé, comme nousl’avonsdit, la valeur moyenne fort petite; ¢sera la
longitude du noeud ascendant de I'équateur lunaire, lequel est en méme
temps le noeud descendant de I'écliptique par rapport au méme équa-
teur, c'est-a-dire I'équinoxe d’'automne de la lune. Cet angle ¢ repré-
senté (fig. 2) par NLx ; est vu du centre de la lune, et compté
a partir de la ligne fixe L, en sens contraire du mouvement de
rotation de la lune. Enfin, ¢ est la distance angulaire du point de
I'équateur lunaire par lequel passe I'axe pricipal oa; an noeud ascen-
dant ; cet angle est compté dans le sens de la rotation , il est représenté
par NLax ( les fleches indiquent les sens dans lesquels sont comptés les
deux angles ¢ et 9).

(13) Pour résoudre approximativement les équations (5), nousallons
développer la fonction Q; nous ne considérerons d'abord que le terme
dépendant de I'attraction terrestre , c'est-a-dire :

ij\ dm
: V@”l"‘““:ﬁ +Cry— 67 1 (24 — )

car nous verrons bientdt que I'action du soleil sur la lune n’a qu’une
influence insensible sur lesmouvemens de I'équateur lunaire, par rap-
port a 'action de la terre.— Si I'on désigne par ¢ la distance de la terre
au centre de gravité de la lune, en sorte que:

6‘3__': a'} _I_ 6‘? + ?S

5 . 1
et qu'on développe la quantité — — s
P& =S ER (7 — 6)" |- (2, — )"

sulvant les puissances négativesde 9, on aura, en néeliceant les termes
8 - ’ glg

1

53' ]
“Tm : . SHELR &
Q :j e ___f_T..E 2t 724z dm- 2/; [a’/.ri’ dm

3 2°
+ ¢ /' 2 dm - /'1 ]

de l'ordre supérieur a




e

remplacant 4* par 9*— o2 — €2 et ayant égard aux relations
2
j(-r12_512) dm=C— A (r2—2*)dmn=C—B
d i

on aura :

rm Ala bl l/l) 15 GATLOE add
Lol i _1..5.._'..?__. i B -+ Sfr [(C = Ay -H(C'—B) 62]
0 2.0° 20

0=

Comme les équations (5) ne renferment que les différences partielles
de Q, relatives a 9, ¥, 0, il est inatile de conserver les deux premiers
termes de Q qui sont indépendans de ces variables.— Remarquons de
plus, que la force accélératrice qui sollicite chaque point de la lune
vers la terre, est représentée par

F(T+L)
a l'unité de distance, T et L étant les masses de la terre et de la lune,
et cette méme force a aussi pour expression, en vertu des lois de Ke-

pler, ¢°m’, en désignant par p la distance moyenne de la lune a la terre
et par m la vitesse moyenne angulaire de ce satellite , on a donc:

PE_,nﬂ ':f( r11 _I_ L )

La masse de la lune, conclue de son action poursoulever les eaux de

| -

_de celle de la terre. On en conclut ;

la mer, a été trouveée
5

|

ST = —p’'m

ye T . m? . .
Si on néglige la fraction 7g onpourra regarder /T comme égal, a fort
'

peu pres a p® m?, et d’apres ces considérations 'expression de O se ré-

duira, dans la question présente , a la forme suivante :

3m? ° o’ 62
Q=— ((C—A)-+4+(C—B)—
-;]' ('J\:s ( 4 ‘52 \ J ag
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(14) 11 reste & y remplacer e et €* par leurs valeurs en fonction des
angles ¢, ¢, 0, et descoordonnées x, 7, z,relatives aux axes fixes dont
deux Lz, Ly, sont dans le plan de P'écliptique fixe, et le troisiéme Lz
dirigé vers le pole boréal de I'écliptique. Mais auparavant, nous expri-
merons x, y, z, au moyen de la distance de la terre a la lune, et du
mouvement vrai en longitude de la terre vu de la lune.

Soit LP (fig. 3) la projection du rayon vecteur mené de la lune ala
terre, surle plan fixe 2Ly ;¢ 'angle PLx qui représente le mouvement
vrai en longitude de la terre vude la lune; /1a longitude NLx du nceud
ascendant de l'orbite, ces deux angles v et [ étant comptés dans le sens
de la rotation de la lune, on aura:

0
=00 == LhbPeos o =" —— o5 ¢,
Q V1 4 tang’ TLP
)
F- = BQ. 2= 1iP.sin = sin ¢.
V1 + tang® TLP

S o tang TLP
Sl -+ tang® TLP

z2=TP

Or, si I'on concoit unesphére décrite du centre L qui coupe les trois
plans TLP, PLN, TLN, suivant les arcs ab, ac, bc, il en résultera
un triangle sphérique rectangle, dans lequel le coté be sera égal a v—I
et I'angle opposé au coté ab sera linclinaison de l'orbite lunaire &
Pécliptique,, que nous désignons par 2 ; on aura conséquemment :

tang TLP = tang X sin (v — [)
posons pour abréger :

1
2

[1 4 tang*Asin® (v — )] 2 =U

Les valeurs exactes de x, 7, z seront :

x=Udeosv, y=Udsiny, z=Udtanglsin (v —1)
L]
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Par suite, les valeurs de « et de 6 deviendront :

a = Ud [sin (v ) cos 8 sin ¢ 4 cos (v 4 ) cos ¢

— tang A sin (v —1) sin § sin g]

6 = Ud [sin (v 4 ¢) cos 6 cos ¢ — cos (¥ 4 {)sin g

— tang A sin (v —1) sin 0 cos ¢]
Elevant au carre multipliant par C:

C (a4 6') = CU*” Jcos* (v 4 ¢) + [sin (v 4 ¢) cos 0 — tang %
sin (v — ) sin e]’;

Réunissant ensuite les termes Ao? 4 Bé* il vient :
A B§® ﬁ-——(—%——-l_—Bz U 5 cos* (v 4+ ¢) 4 [sin (v ) cos 8
: —tang Asin (p — [) sin 6]? i
U ‘cob © 4 ) —[sin @ 4 ¥) cos 0
—tang 2 sin (v—1) sin 0]
U cos (v 4 ) [sin (v ) cos 6
—lang A sin (v — [) sin 6] sin 2g,

(A B)

+

cos 29

(A—B)

_|_.

Substituant ces valeurs dans P'expression précédente de Q, on aura :

9H¥_U3(0(‘-—x—n)

cos® (v 4 ¢) - [sin (v -+ ¢) cos 0

—tang 2 sin (¢ —/)sin 6]* !

[cof, (©=-¢) — [sin (v 4 ¥) cos 0
— tang Asin (v — /) sin 0] ] cos 29 -}~ 2 cos (v = ¢) [sin (v 4 ¢) cos 6

—tang A sin (v — /) sin 6] sin 2¢

3
e _f’_” P_(B-A)U*

(15) Actuellement on prendra les différences partielles de Q rela-
lives a ¢, ¢, 0. La différentiation relative a ¢ fera disparaitre le pre-
mier terme de Q, on aura ;
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do 3
T ;n 3 ;(B—A) U*, [[sm (v 4 ¢) cos 8 — tang A sin (v —1) sin 6]*
- — cos? (v ¢)] sin 2
—|— 2 cos (v +4-¢) [sin (v -+ §) cos 6 — tang A sin (v — I)sin 6] cos 2?1
de  3m? p*
21 g %rn__A\w: [sin (v 4 §) cos 6 — tang 2 sin (v — I)sin 6]

[sin(v=4-¢) sin 6 - tang Asin (v — ) cos 6] cos 2¢
—cos (v+4¢)[sin (v ¢) sin 6} tang A sin (v—17) cos 0] sin 2?%

_ 3me
; ngC — A—B) U? [sin (0 ) cos 0 — tang Asin (v — ) sin 6]
[sin (v~ ) sin 64 tang X sin (¢— 1) cos 6]

(IQ 3m? p " (B—A) U»
‘‘‘‘ —4a)

7 e [cos 2 (v ) cos 6

~+ sin (v 4 ¢) tang A sin (v — ) sin o] sin 29 — [ cos (v - ¢) sin (v ¢)
~+ [sin (v 4 ¢ ang A sin (v — Z) sin 0] cos (v - §) cos 6] cos 29‘

3m2 g \ ; .
—{—l 5 (2C—A—B) U? [w»— sin(v—-4¢) cos (v4¢)

— [sin (v 4 ¢) cos 8 —tang X sin (v—1)sin 6] cos (v}~ ¢) cos 6]
(16) On ‘;nhqtituem ces différences partielles dans les seconds mem-

bres des équations (5), et I'on aura aprés plusieurs réductions faciles
a apercevoir :
dQ | dO cos g , dQ .
i Fp vt e ot 5
(dtp do i )sin G+ a "t
]
=3m’(A—C)U’ %3. [sin (v 4 ¢) cos 6 — tang A sin (v — 1) sin 6)]

[sin (v =) sin 6 -} tang X sin (v = /) cos 6] sin ¢
~+ [sin (v ¢) sin 6 - tang Asin (v — Z) cos 6] cos ?1




e Dfag

sin sing cos 3
dq) sin 0 dﬁ

= 3m? (C —B)U* g—i [sin (v 4 ¢) cos — tang X sin (v — ) sin 6)]
[sin (v 4-¢) sin 0 -} tang X sin (v — ) cos 6] cos ¢
+ [sin (v} ¢) sin 8 -} tang A sin (v — 1) cos 0] sin ¢

Désignons par = la longitude du périgée lunaire, et par e 'excen-
tricité de 'orbite, les formules du mouvement elliptique donnent

% = 14~ e cos (mt —=) - €* cos 2 (mt— =)

En négligeant le cube et les puissances supérieures de I'excentricité,
on en déduit au méme degré d’approximation :

P 3 o¢
¥ 14 5 e* 4 3e cos (mt—-n:)—}-—:z— cos 2 (mt — )

L/observation ayant donné pour 6 une valeur fort petite (1° 28’ 45")
nous négligerons son carré dans les expressions précédentes, ce qui
réduira cos 6 a lunité, etsin 0 a 6. Enfin, nous négligerons pareille-
ment les termes du troisieme ordre par rapport a e, 2, et par consé-
quent on aura :

U =1 —¥sin’ (v — )

Les expressions précédentes se réduiront a :

D mfatie—tm a6ty

dy
— 26 sin (v—10)cos (v 44 —9)
-} [3e cos (mt=n)4 9—;-cos 2(mt—m=) 4 E; cos 2 (v=0)]sin 2(v4¢-9)

de = do
( -]-——-co ) —[—~—alncp==3m. (A—C)[1 4 3ecos (mt —m)]
dy sin 6

[0sin (04 ¢) 42 sin(p=1D] cos (v 4 ¢ —9),
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dQ  dQ i dQ
— 4 —cos 0 an?—“cosq>=3m’(c—-—3){1+3e cos (mt — )
dy sinf db

[0sin (v 4 ¢) A sin(¢ — )] sin (v 44— g)].

Enfin, on substituera ces valeurs dans les équations (5) et elles de-
viendront :

B-A 3m'/B-A it
I e S0 Sk | £ i - —)%)sin 2 -9))
dr+- C pqdt 2( C )dc (1+2€ 27\)5111.,(0—{—4: )
=208 sin(v—-0cos(v+ ¢ -9
9e :
[3e cos (mt - ) +Te cos 2 (mt -n)-}- 7;—0052(0—3)] sin2 (4 ¢ -o)

i

1 (6)

dg - prdt = - 3m’ (%) [1 4+ 3ecos (mt~r)] [6sin (v 1)

=+ Asin(v=0)] cos (v + ¢ - ¢) dt.

C~-B
grdt = 3m’ (T) (14 3ecos (mt-n)] [0sin (v 4 ¢§)
4+ Asin(v=1)] sin (v 4 ¥ - o) de./

(17). Si la lune était composée de couches homogénes, terminées
par des surfaces de révolution qui eussent toutes pour axe de figure
I'axe de rotation, les momens d'inertie relatifs aux axes situés dans le
plan de I'équateur seraient égaux, ensorte que I'on aurait A =B, etla
premiére des équations (6)se réduiraita dr = (. Ainsi on aurait alors
7 =n; n étant une constante ; en sorte que la vitesse de rotation de la

C-B
A

lune autour de son axe de figure serait rigoureusement constante. Or,
I'observation a montré que le moyen mouvement de rotation dela lune
est égal & son moyen mouvement de révolution autour de la terre. La
constante 7 serait donc égale.&a m ; et I'on serait ainsi obligé d’admettre
qua Iorigine la vitesse de rotation de la lune a été rigoureusement
égale a sa vitesse moyenne de révolation autour de la terre, résultat
infiniment peu vraisemblable ; en conséquence nous rejetterons 'hypo-
these qui regarderait la lune comme un sphéroide de révolution autour
de son petit axe.
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(18). En négligeant les quantités du premier ordre par rapport aux
forces perturbatrices, p et ¢ devront étre regardés comme nuls, puis”
que ces quantités sont de I'ordre de ces forces (n° 12); la premiére des
équations (6) se réduira donc encore a dr= 0, dot l'on tire 7 = n,
n étant une constante pour laquelle nous devrons prendre , comme dans
le numéro précédent, la vitesse m du moyen mouvement, en sorte que
n = met conséquemment 7 = m; daus cette hypothese, les angles 6 et
¢ sont constans : car on tire des deux premiéres équations (2) (n° 7)

d) = (g sin 9 — p cos ¢) dt

sin8 dy = (psino -+ g coso)dt @)

d’ou l'on voit que les différentielles d et 4§ sont de l'ordre des quan-
tités p et ¢. Enfin la troisieme équation (2) donne alors dy = mdt, d'oty
il résulte :

o =mi+ ¢,

¢ €étant une constante arbitraire.

(19). Actuellement si on néglige les quantités du second ordre par
rapport aux forces perturbatrices, Ja seconde et la troisiéme des équa-
tions (6) deviennent, en y remplacant 7 par m.

: C-A (C-A)
(9) dg — ?;}md{ = — 3m® B * [1+4-3e cos (mt — m)]
[0 sin (v 4 ¢) 4= Asin (v —0)] cos (v + ¢ — ) dt

C-B (C-B)
\/P/ d_f) + T q;;u{t = 3Im? &——A‘ 4 [1 + 3e cos (?nf — ?r;]

[6sin (v 4 ¢) = Asin (v — D] sin (v ¢ — o) de

et dans leurs seconds membres, on devra regarder 6 et ¢ comme des
constantes arbitraires. — Quant a I'angle v 4- ¢ — ¢ il est aisé de
reconnaitre qu'il reste toujours fort petit; car la troisiéme des équa-
tions (2) dans laquelle nous négligeons le carré de 0, donne en général

I q:—tpw/:‘dt




= ep =

et puisque nous considérons 7 comme constant, il en résulte o— b =mt
(en fixant pour plus de simplicité 'origine de I'intégrale de maniére que
la constante soit nulle); or, la théorie du mouvement elliptique donne
pour la quantité ¢ l'expression suivante :

: S~ N S
v=rr}t—]—3€51n(m£--—ﬁ)+ze’ sin Q(JJzt—-rr)-—-;LA' sin 2 (mt —7)

+ P sin « 4 Q sin € ... ete.
en négligeant les termes qui renferment e et A a des puissances supé-
rieures a la deuxiéme, et représentant par P sina 4 Q sin €...
les inégalités périodiques qui affectent le mouvement de révolution;
a, 6... sont des angles qui croissent uniformément avec le temps.

On aura donc :

5 1
v+ —9=2esin (mt—:r)—l—ie’sin? (mt—ﬁ)—i A sin 2 (mt - )

~+ Psina -4 Qsin 6 ... etc.

Le sinus et le cosinus de ¢ 4 4 — o sont multipliés dans les équations
différentielles précédentes par un facteur qui contient  ou 2, et comme
nous sommes convenus de négliger les termes de l'ordre e2?, €%, €%,
nous devrons réduire , dans les seconds membres de ces équations, le
cosinus de (v 4+ ¢ — ¢) a 'unité, et le sinus au premier terme
2esin(mt —m): quant aux inégalités périodiques P sin « 4 Q sin 6 4-... -
Nous les négligeons, parce quils ne donneraient aucun résultat appré-
ciable dans I'intégration.

Alors si I'on substitue m¢ a ¢ dans les termes que l'on conserve, les
équations différentielles se réduisent a

C—A C—A)
(q) dg— pmdt = -3m* (—B~—- [6sin (mt 4 )4 Xsin (mt - 1)) de
C—A
— 9w’ (—]»3-—-) e [0sin (mt 4 §)4-2sin (mt—1)] cos (me — =) dt
o (g

(p) dp 4 - = gmdt = 6m? g e [0 sin (mt 4= $)4) sin (me—1)]

sin (mt — =) dt,
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En négligeant d’abord les seconds membres, on trouvera aisément pour
les premieres parties des expressions de p et de ¢

,_1/C=8 . (1/C=AC=B

P 1/—A— (1/ KB t =€)
__1/C=A, . [/ C=8C—8)

q _1/. - 0 ('l/ 55 t+6)

« et & désignant deux constantes arbitraires. — Puisqu'il résulte de 'ob-
servation , que les quantités p et ¢ sont tres petites, il faut que la cons~
tante asoit elle-méme trés petite, et de plus que le produit (C-A) (C-B)
soit positif : autrement Ie coefficient de m¢ étant imaginaire, les sinus

et cosinus précedens se transformeraient par les formules connues en
exponentielles réelles qui contiendraient le temps ¢, et croitraient in-
définiment avec cette variable. — Cette seconde condition est en effet
remplie dans la nature; car la lune étant applatie dans le sens des poles
de rotation, le moment d'inertie C, relatif a son axe de rotation, doit
étre plus grand que les deux autres momens A et B : ainsi les facteurs
C—A et C—B sont positifs.

Actuellement on aura égard au terme

— 3m? E]%% [0 sin (m¢ 4 ) - X sin mt — 1] dt

que venferme le second membre de I'équation (¢), les parties corres-
pondantes des valeurs de p et ¢ seront de la forme :

p =H6osin (mt 4 ¢) 4 Kdsin (mt — 1)

g = H0 cos (mt 4 ¢) 4 K'd cos (mt — 1)
les coefficiens H et H', K et K’ s’obtiendront en substituant successive=
ment ces termes et leurs différentielles a la place de p, ¢, dp, dg , dans
les deux équations (¢) et (p).
On trouvera ainsi sans difficulté :

3m (C—A) (C—B)

B TSR N

3m A (C—A)

A — T (1)

R =




— 33 =
3m?(C-A) (C-B)

R TR (G- ACE L B

i 3m2 A (C-A)
" m[AB—(C-A) (C-B) 4 2m' AB

Dans ces deux dernicres expressions , on a représenté la longitude / du
: ; % m

noeud ascendant de orbite lunaire par y — m't ; et, comme i est une
petite fraction, on a négligé son carré. On sait, en effet, que le nceud
ascendant de l'orbite lunaire a un mouvement contraire au mouve~
ment de révolution dela lune, en vertu duquel il parcourt I'écliptique
en 6793, 39, tandis que la lune fait sa révolution sidérale en
27,1-32166; on a donc sensiblement :

m X7 '32466 0..004022

m® 67931 ,39 1.7 '
pour que les données de I'observation astronomique soient satisfaites
il faut que les coefficiens H, H', K, K', soient trés petits, et cela aura
C-A C-B

B Bia

ne posséde pas, dans 'état actuel de I'astronomie, de données précises

lieu si les rapports ont de tres petites valeurs : bien qu'on

sur les grandeurs de ces rapports, nous assignerons plus loin des limi-
tes qu’ils ne sauraient dépasser : nous les regarderons des a présent
comme tres petits.

(20). 11 reste a tenir compte des termes qui sont affectés de 1'excen-
tricité e dans les équations (p) et (¢); mais d’'abord ces termes pourront
étre réduits a une expression plus simple * en effet, les quatre produits
sin (m¢ 4 ¢) sin (mt — =), sin (mt —1) sin (mt — =), sin (mt 4 )
cos (mt —m), sin (m¢ — 1) cos (mt — ), se transformeront en sommes
et différences de sinus et de cosinus, dont les uns renfermeront
angle 2m¢ , et les autres en seront indépendans : les premiers res-
teront insensibles aprés lintégration ; et, comme tels peuvent étre

rejetés : les autrves qui renferment les:angles (x — 1), (§ — 1), aug-
5
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menteront par l’intégration qui leur fera acquérir de petits diviseurs :
nous allons les considérer, :

Les termes de I’éqﬁation'(q) auxquels nous avons égard, sont :
9ms C—A ¥ :
— % B¢ [0sin (= 4+ ) 4 A sin (x — D)) dt

et ceux de I'équation (p) sont :

-+ 3m? -CXB e [0 cos (r -+ ¢) + 2 cos (x — [)] dt.

Soient :

Lebsin (n 4 ¢) + Mesin (z — [)
Lie6 cos (r + ¢) - Mehcos (n — )

Les parties correspondantes des inconnues P et g. Pour calculer les
coefficiens L, I, M, M, nous représenterons par ¢ - it la longitude =
du périgée de la terre vue de la lune : nous aurons entre M et M’ les
deux équations :

BM (it m)4(C—A)YMm &= %’f(c -
AM (i4 m) 4 (C—B) Mn = 3m? (C—B)

que I'on peut mettre sous la forme :

T e el 9m2 C—A
T a+ m e et -+ i
g Im? — B
M—[-( B m : (i [

M = DD

A idm = i4+m A

C—AC—B g 2
B TR O peut négliger les se- ,

Vii la petitesse des rapports

conds termes des premiers membres , et Pon anra a fort peu prés :

31=3mc—71;3 _I® ; copyigdmiConB M

Duor A feam
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On trouvera pareillement :
G A m - ImC—Bim

L_-3m o L MTT—L

“Le périgée lunaire a un mouvement propre dirigé dansle méme sens
que le mouvement de la lune, en vertu duquel'il décrit une révolution
compléte dans Vespace de 32327, 5753. En conséquence, on a sensi-
blement :

i 9739166
= T 9
= 553y Erey = 0,00845)

Et en réunissant ce rapport a celui de m am (n°19), on trouve:

EE oy 012474
m
Si l'on supposait que les rapports r-—-ﬁ—— o .1ltcignissent 0,0006

(valeur a laquelle ils ne s'élévent sans doute pas, comme on le verra plus
loin). On pourrait en conclure une évaluation approximative des coef-
ficiens M et M'; L, I : Mais ces résultats sont trop hypothétiques pour
que nous devions nous y arréter.

En réunissant les divers termes que nous venons de calculer, on aura

une premiere approximation des valeursde p et de ¢ , savoir :

o == 1/6—;—}3“5111 (“/({%—*ﬁi\ 4

B
5 mt -+ 6 )
+ H 6sin (mz 4~ ) 4+ K2 sin ((m ~+m) t—y)
+ Leosin (it + o4 )+ Mehsin [(i+m)t 40— |

b 1/(: =i, (cn 1/((: A\ r(‘ - mit -}—6)
+ H '0cos ( mt—]— ¢) < K2 cos ((m—|-m) t-y)
+ L e0 cos (it 4o + ) 4 M ed cos [(i 4 m) ¢ 4 3-7)
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Ces expressions vont nous servir pour apprécier l'influence da terme
B—A : e A
e pqdt que renferme la premiére des éqaations (6), dont l'inté-
gration va maintenant nous occuper.

En substituant les valeurs précédentes de p et de ¢ dans les équa~
tions (7), on en déduirait par de nouvelles intégrations les valeurs ap-
prochées de 6 et de ¢ qui feraient connaitre les vaviations de linclinaison
de I'équateur lunaire, et le mouvement des noeuds de cet équateur;
mais il ne parait pas, qu’en suivant cette marche, on puisse expliquer ,
du moins avec simplicité, le phénomene remarquable de la coincidence
des noeuds de I'équateur lunaire avec les nceuds moyens de lorbite :
c’est pourquoi nous nous bornons a indiquer sommairement ces calculs,
et nous les reprendrons d’'une maniére plusdirecte, aprés que nous au-
rons discuté la libration en longitude.

Détermination de la libration en longitude.

(21)Tes lois de la libration en longitude dépendent de l'intégration
de la premiere des équations (6).

~29sin(w=10cos (- ¢=9
: ] 2
—}—[Secos(mt—ﬁ)—-]—g; cos 2 (mt =n)-} ;;—cos 2(w=D]sin2 (v4$-9)

En ne tenant compte que des quantités du premier ordre par rap-
port aux forces perturbatrices, on devait négliger le produit pg,
et regarder dans le second membre ¢ comme une constaate , et comme
égal a mt : on remplacerait ¢ 4= ¢ — ¢ par la valeur trouvée (n*19), et
alors le second membre se développerait en une série de sinus ou cosi-
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nus des angles m¢ — =, mé — [, ., 6. Par suite on obtiendrait pour 7
une expression de la forme

r=m-Rcos (mt—x) 4 s cos (mt —1) -+ T cos a - U cos 6 4 etc

qui ne permettrait pas d’expliquer comment , dans lhypothese infini-
ment vraisemblable ou il aurait existé a I'origine une petite différence
entre lemouvement de rotation et le moyen mouvementde révolution,
Pattraction terrestre afini par établir entre eux une égalité rigoureuse :
c’est pourquoi nous tiendrons compte, dans cette équation, des quanti-
tés du second ordre.

A cet effet, nous partirons de cette donnée de I'observation que le
moyen mouvement de rotation de la lune est égal a son moyen mou-
vement de révolution autour de la terre. Or, » étant la vitesse angu-—

3
laire de la lune autour de son axe de figure, /m’t représente le mou-
L4
vement réel de rotation de la lune, et puisque m désigne la vitesse

movenne angulaire de la lune autour de la terre mdt est son moyen
o o ?

L]

mouvement. Conséquemment la différence [ rdt— / mdt sera an trés

petit angle; posons :

rdt= [ mdt4u
]
L'angle u, excés du mouvement réel de rotation sur le mouvement
moyen , exprimera la libration réelle de la lune en longitude. En diffé-
rentiant, nous aurons:

Le mouvement de révolution de la lune est soumis a quelques iné-
galités séculaires dont la théorie a fait connaitre la cause. Laplace a dé-
montré que I'équation séeulaire du mouvement de la lune, est duea




.
Paction du soleil sur ce satellite,-combinée avec la variation séculaire
de I'excentricité de l'orbite terrestre (*). .

Im

dmdei s, T ¥ :
La valeur de 2 qui résulte de cette équation a pour expression :

dm Amidt. o

hesib T 4L
dt m - de
m't désignant le moyen mouvement sidéral dusoleil et ¢ I'excentricitg
de l'orbe terrestre.
Cela posé, on aura par une seconde différentiation :
dr d’u_}_ dm
de de ' il
D'autre part, nous avons entre les variables o, ¢, », I'équation

ri— dy — di

3
qui donne : o= Tf’ck =/'n.(f£ +
2

De cette équation , et de 'expression genérale de ¢ dont nous avons

donné le développement (n° 19) et ou I'on remplacera m¢ par/ma’l,
L
on deduit :

g o 1 G
o4 —0 = —u- 2esin (mt—mn) 4 i er— i 2 dsin (2mt — n)

+ Psina -+ Qsin€4-.... etc.
On substituera cette valeur dans I'équation’(8), en ne conservant qué
les termes d'un ordre infériear au troisieme par rapportae, 1,6, u.
Par suite le sinus de 2 (v 4= § — ¢) étant déja multiplié par 28 se ré-

duira a I'unité. L’équation (8) prendra la forme :

(*) Mécanique ccleste, liv. 7, no45.
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©) d, 2L 3 (B“C—A o s (ILEA>(psiM_}_ @il

Im?® =

§ ; i mt—m)

S iy + 6m ( C )e sin (mt )
SR e

- ?)‘:i (—'C—-—- )(1 7¢* — ) sin (2 mt — =)

_..E_C_A pg — ?mr:,2 (BEA)}.Q sin (mt —1)

(22) Pour l'intégrer, faisons d’abord: abstraction des seconds mem-

bres qui ne contiennent pas % : I'équation se réduit a

i ==
:,: -+ 3m? G 4 Uw=o

a laquelle on satisfait en posant « =g sin (& -+ %); g et A étant deux

constantes arbitraires, et / une constante qu’on déterminera en substi
du B : :

tuant pour et .*’— leurs valcul‘s, cette substitution donne , apresavolr
dt? ’

divisé par g sin (lt - h) :

B g =90 doul=m 1/3,':.13. _C__AJ

— P4 3m?

et par conséquent
u = gsin (1/3553(4—\) m.f—}—k).

Actuellement, si I'on tient compte des termes périodiques P sin « +
Q sin 6 +.... que renferme le second membre de I'équation (9), chacun
d’eux introduira, dans I’expression de z, un terme de la forme P’ sin «

+ Q' sin € 4-...etc

On aura pour déterminer P’ l’équation :

da\ " B—A B—A
"’ " ﬂ -__
P (dr)‘ + 3m ( 0 )P = 3m=(_c__>P




d’ou T'on tire

= 3,;.12]?'__616L
— | —3m?
dt &
do d6
— , —...sont des constantes connues.
dt et

Pour avoir égard a I'équation séculaire de la lune, on ajoutera a l'ex-

de
pression de « un terme de la forme Re' -~ e y R désignant un coefficient

que I'on calculera a l'aide de I'équation :

z” (e'de) B— A de’  3m2 cde
&2—“‘—{—3?17 Re 7 =- :

mde

Comme les variations de 1'excentricité €' sont excessivement lentes,
s : d? (e'de) R
nous négligerons le premier terme R ~dp & alors ’équation don-
m’2
nera : Re= —o———
B—4A)
m? C
. . . ’ . 4 ’ . -
Ainsi le terme de %, provenant des inégalités séculaires qui affectent
le mouvement de révolution de la lune, est :

o Alle
s

CETY
(&

L’expression de u, calculée jusqu’ici, se compose des termes suivans :



Sy R

_._.__._._.. Im? ——— )
. DY o
u = gsin _hg.__ ey mt -]— i o\ B—A) P sin «
— | — 3ma ——=
dt
B A le
3 <H__C_.2 m2 e i{—;:
- A e e Omnl-claliste 5 S
—it0de=s37m 5 TILKE e
dt C

(23). Avant d’aller plus loin, il convient d’examiner les grandeurs
de ces divers termes, afin de faire la part d'influence que chacun
d’eux peut avoir sur la libration réelle de la lune.

: 3(B—A) ]
I’argument g sin 1/-——(-:— mt 4 h | na point été reconnu

par I'observation : en conséquence la constante g doit avoir une valeur

. ’ oy 3(B—
trés petite ; et de plus la quantité 1/—~(=-—— ) est véelle ; autrement

oy B =X

le sinus de I'arc imaginaire 1/-(—(—)

exponcnticlles réelles qui pourraient croitre indéfiniment avec le
B—A

L{'mpb Aum __(:— est une quantltL posm\e en sorte que le moment

mt se transformerait en

d’inertie B est plus grand que A. Il est aisé d’interpréter cette inégalité,
d’apres l'effet que D'attraction terrestre a dii produire sur I'équatenr
lunaire : en effet, le moment d'inertie A est relatif a I'axe principal
Lax, qui fait 'angle ¢ avec la ligne des noeuds de I'équateur lunaire ;
or, cet axe est précisément dirigé vers la terre pendant toute la duréé
du mouvement; car I'expression de la différence ¢ 4 ¢ — ¢, trouvée
plus haut (n° 21) fait voir, quabstraction faite des petites inégalités
périodiques et de la libration, ¢ est toujours sensiblement égal a

v+ ¢, clest-a-dire, a Pangle que fait le rayon vecteur mené de la lune
a la terre avec la ligne des noeuds de I'équateur lunaire. Ainsi 'axe de
I'équatenr auquel se rapporte le moment A , est toujours a peu pres

6




L4
dirigé vers la terre. Dés-lors on concoit que I'attraction terrestre aura
produit un allongement de I'équateur dans le sens de cet axe, et con-
séquemment le moment d’inertie A doit étre moindre que B. Nous

donnerons dorénavant a I’axe relatif au moment A le nom de premier
axe principal.

Parmi les termes qui proviennent des inégalités périodiques du
mouvement de révolution, deux seulement peuvent avoir un effet
sensible dans l'intégrale; I'un provenant de I'équation du centre ,
Pantre de I'équation annuelle; nous supposerons que le premier soit
le terme multiplié par P sin «, en sorte que « représentera I'anomalie
moyenne de la lune; et que le second soit le terme multiplié par
Qsin 6, € étant l'anomalie moyenne du soleil. — Le premier peut
étre sensible a cause de la grandeur de l'équation du centre;on a,
d’apres lesjtables de Mayer, P = 22681,6 secondes sexagésimales, et

2
de § g
(Z{) = m?. 0,08317; par conséquent le coefficient du terme corres-

pondant dans I'expression de u, est égal a :

3 (_B.-_';_@ 99681",6

]

098317 —3 (B_Eﬁ

Puisque l'observation ne 1'a pas encore fait reconnaitre, ce terme

: ; 1 : .
peut étre regardé comme au-dessous de o) degré ou 1800", posons donc

{
3 \B““TA) 22681,6

1800
B—A)

98317 — 3
0,98317 C

On en tire

B—A 589,902

= 0,024095
BT T B ey
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Le terme provenant de I'équation annuelle est sensible a cause que

2
la valeur de % est tres pelite, en sorte que lediviseur (%) -—Bm’(%)

est lui-méme trés petit. On a :
(%)* — m.0,005505 Q=—668"7

Ainsi le coefficient du terme dont il sagit est

B—A) sear
S 66817

0,005595 — 3@%5)

M. Nicollet a trouvé, en comparant les résultats d'un grand nom-
bre d’observations, que la valeur de ce coefficient était 288",7 ; on en
conclut :

B—A
C

Sans regarder cette valeur comme déterminée d’'une maniére bien
D —on

précise, nous pouvons du moins affirmer que la quantil.éT &

= 0,0006272

comme nous l'avions annoncé, une trés petite valeur.
Le terme provenant de 'équation séculaire de la lune , savoir :

de’

dt
B4
o0

-

B—A

a augmenté dans lintégrale, a cause du petit diviseur ; néan-

moins 1'excentricité varie avec une telle lenteur, que la petitesse de

de’ ; ; : h pofcs,
— rend ce terme insensible. La conséquence importante qui résulte
dt




st

de notre analyse, c'est que les inégalités séculaires du mouvement de
révolution de la lune, n'auront point pour effet de découvrir a nos
yeux dans la suite des siecles, des parties jusqu’alors invisibles du
globe lunaire; car l'attraction terrestre introduit dans l'expression de
la libration ces mémes inégalités séculaires, et conséquemment elle
maintient dans la suite des siecles I'égalité entre les moyens mouve-
mens de rotation et de révolution.

(24) 11 ne nous reste plus, pour compléter I'intégration de I'équa-
tion (9) qu’a tenir compte des termes qui renferment 'angle m¢ — = et
son double, et I'angle mt — [, et des termes quintroduit le produit
B—A
H L

Ces termes sont :

3Im* (B

¢ A
6m* —— I)H e* — 3*) sin 2 (mt — =)

C

. B—A
O Tl 9.3..{:1}—) A0 sin (mt — 1) — (_E_) Pq

Les trois premiers ont une courte période el:n’augmentemnt pas

2 (B—

l'intégration ; par exemple le terme 6m —(‘— esin (mt — n) donnera
dans T'intégrale

B—A)

— 6m?

noaie 34 — e sin (mé—mn
5 =y ( )

: dn v ;
Or, on a va (n° 20), que i 0,008452 X m; d’autre part nous ve-
’
B—A
C

passe probablement pas 0,0006; le dénominateur du terme précédent

nons de reconnaitre que est une tres petite fraction qui ne sur-

différe donc peu de m? tandis que le numérateur renferme le produit



B T

; .- (B-A) JRbISg , ! . . :
tres petit i Ainsi ce terme est insensible, et a plus forte raison
les deux autres qui renfermentles carrés ¢*, 2* et le produit 28, seront-
ils insensibles.

Voyons maintenant si le produit pg pourra développer des termes
a longue période, dont la grandeur soit appréciable.

Si l'on fait le produit des valeurs de p et ¢, trouvées dans le n° 20,
et qu'on néglige les termes a courte période , on aura:

TS (C-—A)(C—B)a - C=XC—=B), i,
i AB (1/ AR nt - )
MM

—-’—-—--_ e¥sin2[(i4m')t+ o—7] —|——L)L e* 6*sin 2 [it4 ¢ - o]

-

Nous omettons les termes qui renfermeraient langle (b — m't),
parce que nous verrons plus loin que la valenr moyenne de l'angle ¢,
considéré comme variable, est précisément égale a m'¢z, en sorte que
ces lermes s'évanouissent d’eux-mémes.

~ Le premier des termes de pg donnera, a fort pen pres, dans linté-

glalc :

1 C-— ,\* -._C —_]_3-\ i ((‘ A) (C—B)
sl A el 6‘
V AB mt (V AB iy

Ce terme est insensible a cause de l'extréme petitesse de son coef-
ficient.
Le terme de z correspondant a

MM § T
P A s l.!—}—m./ tto --vﬂ

=

aura pour (_‘.()Cﬂlﬂi{,’l] t

(B—A) MM’
Al e T
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et donnera naissance a une inégalité dépendant de la différence en
longitude du nceud et du périgée lunaire. Sila valeur numeérique de

. 2
4 (ﬂ) différait trés peu de 3 (B__ A), ce terme aurait une va-
m C
lear sensible qui pourrait méme étre trés grande; mais puisque l'ob-
servation n'a pas fait reconnaitre -cette inégalité, la différence

ks ™2
1 (:, |- m) ol (B EA_) ne doit pas étre d'une extréme petitesse ;
m :

effectivement si l'on adopte pour

la valeur 0,0006272 fournie

par I'équation de la libration en longitude dépendante de Vanomalie

i~+m

du soleil, et qu’on substitue an rapport sa valeur 0,012474

m
(n° 20), on trouve :

(Bt A) ] 2
§ LB_...if__,{ fdotoin = 0,0012592
@ m'

B—A

Cette différence est a peun pres égale au double de ¢ ensorte

T

MM
que le coefficient dont il sagit difféere peu de —Izil e’ ¥ lequel, vit la

petitesse du produit e* }*, est insensible.

Concluons de cette discussion que les termes de I'expression #, que
nous avons calculés dans le n° 22, sont les seuls qui concourent d'une
maniére sensible au phénomeéne de la libration en longitude.

wy z 3B—A : ‘
(25) L’argument g sin (V _(._C_) mt -4 h | détermine un mou-

vement oscillatoire du grand axe de Iéquateur lunaire, de part et
d’autre du rayon vecteur mené du centre de la lune a la terre. L'am-

plitude de ces oscillations est égale a la constante 2g et leur période

s J(B—=A) "7 §
T s'obtient en posant 1/5_ =2 2 mT =2




e B

4 A Y Al ‘)’r 1
d'ou '
Tm 1/3 (B—- A)
2 : j . . 29 3
— représente la durée du mois sydéral 27 i+, 32166 : et si Pon connais-
m
sait avec précision la quantité — —————, on aurait immediate-

Sl
ey

ment la durée des oscillations du premier axe de I'équateur lunaire. En
B—A
C

adoptant la valeur 0,0006272 pour

—, On trouverait que cette
durée s'éléve a 629 jours environ.

e : J3(B—A
La considération du terme g sin (1/ ( : )

mt -+ fz) nous

ermet d’expliquer comment la lune peat nous présenter toujours la
phq P ]

|

méme face, sans qu’il soit nécessaire du supposer qu’a l'origine les deux
mouvemens de rotation et de révolution de ce corps ait €té parfaite-
ment égaux. En effet, la vitesse de rotation r étant en genéral égale

du
am + 7 on aura :

= m - gm 1/3 {B_— A) (1/3 B—4) mt -+ fa) -+ etc

et a l'origine, ¢ étant zéro
3(B—A)
r=nm--gm 1/ _E_T_’_F v GRC

Or, cette valeur initiale de la vitesse de rotation peut étre supposée

quelconque, A cause de la constante arbitraire g. Il suffit qu'elle ait

: : B—A
été peu différente de la vitesse moyenne m , puisque g et ——— ont

N}




TG
de tres petites valeurs. Ainsi linvraisemblance infinje quiil y aurait a
admettre une égalité rigoureuse entre la vitesse initiale de rotation et
la vitesse moyenne de translation de la lune autour de la terre , nexiste
plus; et il suffit, pour étre d’accord avec les observations, que ces
deux vitesses aient été peu différentes lune de I'autre, cette différence
¢étant d’ailleurs arbitraire.

(26). Nous avons négligé, dans tout ce qui précede, I’action du soleil
sur la partie non sphérique de la lune : les inégalités que cette cause
peut produire sont en effet négligeables vis-a-vis des inégalités dues a
Tattraction de la terre! En effet, de méme que les termes provenant de

; ; I pE
Pattraction terrestre sont de l'ordre - T étant la masse de la terre et
p sa distance moyenne a la lune, de méme les termes provenant da
g : : IEET g
Paction du soleil sont de ordre —? S étant la masse du soleil et psa
distance moyenne a la lune. Le rapport de ’action solaire a I'action ter-

SN

Sp 7 b 0
restre est donc i 85 OF, la théorie de la gravitation de la terre autour
P

du soleil , donne :

£ A )
VA TR

/ désignant Tintensité da pouvoir attractif rapporté a I'unité de masse
et de distance, et T désignant le temps de la révolution sidérale de la
terre. Les mémes principes appliqués au mouvement de la lune autour
de la terre, donnent :

P f(T- L)

4 72

r1u2

L étant la masse de la lune, et T’ la durée de sa révolution sidérale
autour de la terre. De ces deux équations, on tire :

plo B L, TS
A= ST T
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T+ L oeiefl aegdGoel’ 095
Le rapport —S—I_:T se réduit a peu pres a 7E hS-, parce que L —_-*f
et que T est négligeable a coté de S. On a donc:
S p L0 S 1 ;
T 5 =g = 0,005669 = 177 environ.

Ainsi il est permis de négliger I'action du soleil due a la non-sphé-
ricité de la lune, par rapport a I'action de la terre due a la méme
cause. C'est ce que nous ferons dans la suite de ce travail.

Du mouvement des neeuds de Z’équateu-r{lunaire, et de Uinclinaison
de cet équateur sur Uécliptique.

(47) Pour déterminer ces deux élémens , nous reprendrons les deux
derniéres équations (6), savoir :

dg -

prdt = -3m’ (%) [1 - 3ecos (mt=m)] [0sin (v ¢)
- Asin (v = 1)] cos (v 4 ¢ - ) dt.

B . /C-B :
grdt = 3m i [14-3e cos (mt-m)] [0sin (v 4 ¢)
~+ Asin(p = 1)) sin (v 4§ - ¢)dt.

et nous allons transformer les variables p et ¢ en deux autres qui aient

dp—-

C«
A

I'avantage de faire connaitre , sans nouvelles intégrations , les valeurs
debetdeo

A cet effet nous poserons :
Gsinqa:.s' 9COSCP=5'

Lorsque les variables s et s seront connues en fonction du temps, on
en déduira immédiatement les valeurs de 0 et de g:

el o
8= V P -} e tang ¢ = —

' S 7




WO ==
Et comme la valeur moyenne de 'inclinaison 0 a éte trouvée égale a

40 — 98 — 45", on voit que s et s’ auront toujours de trés petites va-

leurs.
1l s'agit d'exprimer p, ¢, dp, dg, en fonction de s et 5. On tire des

équations précédentes :

do . do ds
7 smcp—l—ﬁ-&i c0os g = —
db d ds’

4 20 gt
dtcoscp Bdtsmcp_.dt

do  dy :
Nous allons y remplacer 7 St 7 Par leurs valeurs fonctions de p,

Zf
g, - A cet effet, les équations (2) (n°7) deviennent, lorsqu’on néglige
le carré de 6:
pdt = 0 sin ¢ dy — cos ¢ db
gdt = 0 cos ¢ dy +-sin ¢ db
rdt = dy— di
On tire des deux premieres:

gus L 2
Eﬁ = ¢ sIn ¢—pCOs @

dy ;
E(E_-—:psmq:—{—qcosq

eh d: d d.
La troisieme donne: 9 EIE = or + 0% et remplacant % par la valeur

précédente, on a:

1
6 E‘% = 6r- psin ¢4 g cosg

ds

Pl ds ;
D’apres cela les valeurs de — et —— deviennent :
ae. di

k. . ds’
q—}—rsﬂ%; f)—}—?‘s.—_-———-rﬁ




On en déduit :
dg s ds’ dr

dpvoigg eonl g T e
dp s ds dr

b b i e

: /3 .
expressions dans lesquelles on remplacera 7 et 7 P leurs valeurs ti-
rées de I'équation :

du
r=in =

Comme nous n’avons égard qu'aux termes du second ordre, il sera
permis de négliger les produits des variables trés petites s et s" par la
différenee seconde d2u; et aussi les produits des différentielles ds, ds’
par du, en sorte qu'on aura simplement : '

Q. s S ds
—_———m
de de dt

Cela posé, la seconde et la troisiéme équation (6) deviennent :

ds A4B— s’ —
_“5 + = C m 2 + _C.. —A mis ==

dee B dt B

— 3m’ (—C—;;Q [13e cos (mt,— =)] [0 sin (v 4 §) 4 A sin (v —1)]

cos (v - § —¢) de

i[’s' A —|— | by o A B
e .

2 (G-B) . . . &

— 3m i o [1 4 3e cos (mt— )] [0sin (v 4 ¢) 4 2 sin (v —1)]

sin (v 4§ — o) dt

Examinons maintenant les seconds membres de ces équations :

mis’ =




<. =
Nous avons déja reconnu que 'angle v — ¢ — g est un trés petit an-
gle, dont I'expression est (n° 21)

s 5 1
vt ¢ —9=—u-42esin(mt—=)+ Zrzg—-Z- 2 )sin 2 (mt—n)

+ Psina 4 Qsin € 4-.... etc

et puisque nous avons négligé jusqu'ici les termes de troisiéme di-
mension par rapport a e, A, 6, nous devrons réduaire dans les seconds
membres des équations précédentes, le cosinus de ¢ 4+ — ¢ a I'unité,
et le sinus dumeéme angle, au premier terme 2¢ sin (mt—n) qui pourra
par combinaison avec d’autres sinus, amener des termes a longue pé-
riode. Quanta I'angle z quireprésente la libration en longitude, et aux
termes périodiques P sin « 4= Q sin € -} etc., nous les négligeons, parce
qu’i!s ne donneraient aucun résultat appréciable dans I'intégrale. En~
fin, nous remplacerons ¢ par mt et m¢ - par ¢ dans les termes que
nous conservons; et les seconds membres des équations différentielles
se réduiront aux deux expressions suivantes :

(C—B) . (C—A)
LT e Aswgmt 2] sin (mt — 1)
\ l / B ]3 \ 4
/ 2 A \
g zg/ 0'sin ( GYLOY o 9,2 REP7)% 2bs T 1%
Im?— 6 sin (mt 4 4)< Xsin (mt—1)| e cos (mt — =)
(G ——1 3)
L2 i) | Ui ==t [0 sin (mt-+ )41 sin mt——f] e sin (mt — )

(28) ) désigne l'inclinaison de l'orbite lunaire sur écliptique fixe
d’une époque déterminée ; comme l'inclinaison moyenne de l'orbite lu-
naire sur 1'écliptique mobile est sensiblement invariable, il sera utile
de l'introduire a la place de 2 dans les expressions précédentes.

Désignons par 3, l'inclinaisonde L'orbe lunaire sur I'écliptique mobile,
par £ l'inclinaison de I'écliptique mobile sur Iécliptique fixe, et par /
la longitade du nceud ascendant de I'écliptique mobile sur le méme plan
fixe. Cherchons a établir une relation entre 2 et A,. A cet effet, con-
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cevons un point m dans le plan de l'orbite lunaire , dont la distance a
la lune soit I'unité. Soit z la distance de ce pointa I'écliptique fixe, z’ sa
distance a l'écliptique mobile ; enfin, z"la partie de la premiére distance
interceptée entre les deux écliptiques ; comme l'inclinaison de I'éclipti-
que mobile sur I'écliptique fixe est un angle fort petit, nous pourrons
négliger son carré. Or, si mP et mP’ (fig. 3) sont les deux distances dé-
signées par z et z, et que P” soit le point ot la premiere rencontre le
plan de I'écliptique mobile, on a en remarquant que I'angle PmP" est
égal a §:
zZ=mP" cos &

et par conséquent, en négligeant le carré de ¢, z' sera égal mP" ; mais
mP" = z— z" donec

Cela posé, représentons par a la longitude du point m sur I'écliptique
fixe ; comme nous sommes convenus de négliger les quantités du troi-
sieme ordre, par rapport a A, A, nous aurons (n° 14):
z=}sin (x—10), z =1 sin(x—1), z'=¢sin (x—1)
donc enfin :
Asin (e —1) =2 sin (e —{0) 4 ¢ sin (x—1)
Cette relation ayant lien quelque soit 2, nous pouvons y faire :
x =0 et x =909, ce qutidonne-:
Asinl= 2 sinl4 ¢sinl
A cosl =) cosl-} &cosl
On en déduit :
A sin (mé—1) = ) sin (mt —1) -} &sin (mt — 1)
On substituera cette valeur dans les expressions du n° 27, et on
négligera le produit ge.

Les ¢quations différentielles a intégrer deviendront enfin :




M |
—A) \

mls

di' A+4B— C (lc
dir B

Lt /s o)
= — 3m* —E—z [y sin (mt—1) ¢ sin (mt —1 )]
— Om? (_C_——];_A) [0 sin (mt 4 §) 42, sin (mt — 1)] e cos (mt — n}? (10)

d’;c_[_A--}-B C ds

= — 6m? _E_)—[G sin (mt4 )4 Ay sin (mt—1)] e sin (mt -—Tl')}

(29) Pour les intégrer, faisons d’abord abstraction des seconds
membres; il est visible qu'alors on pourra satisfaire aux équations, en
posant :

= M sin az §s'= M cos at
M et M’ étant deux constantes indéterminées ; si 'on substitue ces va-
leurs et leurs différentielles dans les équations (10), réduites a leurs
premiers membres, on aura ces deux équations :
— BMo' 4 (A+4+B—C)mMa—+ 4 (C—A)mM =o
— AM'o" (A + B—C) mMa« 4 (C—B) m*M’' =o

(A4 B —C)ma
Aoa? —m* (C—B)

de la seconde on tne D_. =

et cette valeur , étant substituée dans la premiére, donnera une équa-
tion du 4° degré en «, savoir :

AB «'~[(A4B-C)’4-B(C-B)+4- 4 A (C-A)| m*o*+ & (C-A) (C-B) m*=o0

Désignons par p*et p? les deux valeurs de «* qu’on tirera de cette
équation; deux valeurs particuliéres de s seront :

= Msin (ut4¢) s = Nsin(pt+4¢)
e, ¢, M et N étant quatre constantes arbitraires, et deux valeurs par-
ticuliéres de s’ seront :

s =M cos (ut 4¢) =N cos(wt+4¢)




-
les constantes M’ et N' étant liées a M et N par les relations :
N @A —C) NF A B—-C)ymy

M~ AF—m (C—B) N Ap*—m(C—B)

Dapres la théorie des équations linéaires, les valeurs complétes de

setde s, en tant qu'on néglige les seconds membres des équations
(10), seront :

S = M sin (pt +¢) + N sin (p't 4 ¢)
S’ = M'cos (pt +¢) + N’ cos ('t 4 ¢)
et elles renferment quatre constantes arbitraires M, N, ¢, <.
(30). Actuellemeut tenons compte des termes

C—A
€ 1, sin (mt — 1)+ gsin (me — 1]

— 3m?
que renferme la premiére des équations (10).

Les quantités ¢ sin I’ et§ cos Z, sont soumises a des inégalités séculaires
que P'on peut représenter par un nombre fini de termes de la forme :
¢ sin (gt -+ h), ccos (gt h)...(*)

g étant une constante extrémement petite qui est racine d'une équation

d’'un degré marqué par le nombre des planétes perturbatrices, et c et /2
désignant deux constantes dont les valeurs se déduisent des observa-

tions. Si dans la quantité ¢ sin (m¢t — ), on remplace ¢ sin I et & cos I’
par les valeurs précédentes, elle deviendra ¢ sin (mt — gt—h), et
en désignant par la caractérisque = une somme de termes semblables,
la partie de I'équation différentielle a laquelle nous nous proposons
davoir égard, se présentera sous la forme :

(C-A
— 3m* - B ) [kl sin [(m 4 m") ¢t— 6] - Zc sin (mt — gt — .-’:,)]

(nous y remplacons la longitude / par (6 — m'¢) ainsi que nous 1’avons
déja fait dans le n°19).
Soient: P sin [(m -+ m) t — 6] et P cos [(m -+ m') t — €]

(*) Mécanique céleste, liv. 2, no 59.
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les parties de s et s’ correspondantes au terme

(C--A
— 3m* > B ) Ay sin [(m 4 m') ¢ — 6]

En substituant ces valeurs et leurs différentielles dans les équa-
tions (10), on aura pour déterminer P et P’ les deux suivantes :

BP (m-4-m)—(A+4B—C) P'm(m4-m')—4 (C—A) Pm*=3m* (C—A) )
AP (m 4m)'— (A 4B—C) Pm (m 4 m) — (C—B) Pm’=0

De la seconde on tire le rapport -

P
P (AJ+B—C)m(m4m)

P A(mFm)y—m (C—B)
Puis la substitution de ce rapport dans la premiere équation , donnera
la valeur de P:
—3m* (C—A)N[A (m4m)P—(C—B)m?]
E

e

En posant :
E=m"(m-4+m)[(A+4+B—C)y+4B(C—B)44A (C—A)]
— AB(m+4m)t —4(C—A)(C—B)m"
Nous avons déja vu (n®19) que m” est une petite fraction de m, puis—
ry
que’ — = 0,004022. Cest pourquoi 'on pourra négliger dans le

; 5 2 o A
numeérateur et le dénominateur de P, le carré —, ainsi que les pro-
7

duits de i% par les différences C — A, C —B, B— A. Le numérateur
se réduira a

— 3m" (C — A)(A 4B —C)
et le dénominateur a

—m’ (A4+B—C€)[2Cm— 3m (C—A)]

3A (C—A)

En négligeant la fraction ————; on aura donc a fort peu pres :
T A+4+B-C




O T o
Im (C— A) 1
~2Cm —3m (C—A)

e

. . ?n' r - 1 A\ b
Ensuite vu la petitesse de ) le rapport 5 se réduit a peu pres a

B
l'unité, en sorte quon pourra faire dans les calculs qui vont suivre,
P =P.
Il nous reste a considérer les termes provenant du déplacement sécu-
laire de I'écliptique, dont la somme est

1)

—3m’ ;T 3 ¢sin (mt—gt—1")

Les parties correspondantes des inconnues s et s', sobtiendront par
un calcul semblable au précédent. Il suffira de remplacer dans les va-
leurs de P et P, A, par ¢ et m’ par — g ; mais, a cause de la petitesse ex-

g

tréme de = , les coefficiens se réduiront a — ¢ ; en réunissant les diffé -
m

rens termes que nous venons d’obtenir, nous aurons les valeursde s ets’:

= M sin (pt +¢)+ Nsin (gt 4<) 4 Psin [(m4-m') t —§]
—Zcsin(mt —gt — h)

s =M cos (pt 4 ¢) 4 N cos (u't 4= ¢) 4P cos [(m 4 m) t —6]
— Z¢ cos (mt — gt — h)

Elles ne différent de celles que Lagrange a données dans son second
mémoire sur la libration de la lune (*), que par les derniers termes ot
nous avons tenu compte des mouvemens séculaires de I'écliptique.

Mais ce ne sont pas encore les valeurs compleétes de ces inconnues,
puisque nous n’avons pas encore eu égard aux termes affectés de I'ex-
centricité e dans les seconds membres des équations (10). Toutefois ,
comme ces termes sont fort petits, nous pourrons :1dopter , dans une
premiére approximation , les valeurs précédentes de s et s'. Les résultats
auxquels leur discussion va nous conduire , touchant les inconnues 6 et
¢, seront ensuite mis a profit pour achever l'intégration.

(*) Mémoires de 'académie de Berlin, année 1780, n. 85 et suivans,
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(31) Ces valeurs de s et de s feront connaitre, & une époque quelcon-

que, la position des noeuds de Péquateur lunaire, et Tinclinaison 6 de

son équateur relativement 4 une écliptique fixe; car on a (ne 27)
— 2 NE . s
= s+ tang ¢ =
Or, d'aprés ce quon a vu (n° 21), langle o est 1ié a la longitude ¢ du
noeud descendant de I'équateur lunaire par I'équation ¢ — ¢ == mt - u
d’ou :
§ =op—mit—u
angle ¢ entrainera celle de l'angle ¢, et
les lois du mouvement des noeads
iable u, qui représente la Li-

Ainsi la connaissance de I’
permettra conséquemment d’assigner
de I'équatenr lunaire; quant a Vangle var
bration en longitude, sa petitesse fait qu’il n'apportera quune inégalite
presque insensible dans la valenr moyenne de T'angle .

Mais si nous conservons ces valeurs de s et de s, rapportées a 1’éclip-
tique fixe , les résultats que nous en déduirons pour le mouvement des
noeuds de I'équateur lunaire , et I'inclinaison de cet équateur, seront
affectés des termes dépendans du déplacement séculaire de I'écliptique
ssions. Or, il est tres remarquable que

vraie, que ren ferment ces expres
si 'on rapporte les valeurs de ces inconnues a écliptique yraie ou mo-

bile , ces variations séculaives disparaissent.

(32) Pour mettre en évidence ce résultat, nous allons chercher les
valeurs de s et de s' rapportées a Vécliptique mobile. A cet effet , nous
aurons recours a des considérations analogues a celles que nous avons

28). Concevons un
ateur lunaire, lequel fait langle ¢ avec le noeud

Pécliptique fixe, et supposons que la dis-
a lune soit I'unité : soit ) la perpendi-
Iécliptique fixe, y'la distance mP’

développées (ne point m (fig. 4) situé sur le premier

St o
axe prmmpul de l'équ
descendant de cet équateur sur

tance de ce point au centre de 1

culaire mP abaissée de ce point sur
de ce point a I’écliptique mobile.

a plus gmml que.y, si , comme on I’a supposé
z était plus gv;nulc que z. En
I'écliptique mobile est tou-

Remarquons quici )’ ser
Jdans le n° 28, la quantité désignée par
effet, nous avons dit (n° 2), que le plan de




il
jours compris entre le plan de I'équateur lunaire, et le plan de I’orbite
lunaire : or, (dans le n° 28) , 'équation 'z == z' --2z" suppose que le plan
de I'écliptique mobile est plus rapproché du plan de l'orbite lunaire, que
le plan de I’écliptique fixe ; donc l'inverse doit avoir lien relativement
au plan de I'équateur lunaire, cest-a-dire, que le plan de I'écliptique
fixe doit étre compris entre I'équateur lunaire et le plan de I'éclipti-
que mobile. Mais en négligeant le carré de I'angle des deux écliptiques,
on a vu, dans le numéro cité, que la partie de la distance ) comprise
entre les deux écliptiques, était égale a 1'excés de y” sur 7. Ainsi, en dé-
signant cette partie par " on aura:

=l

Cela posé, on a rigoureusement y = sin 8 sin ¢, et dans I'ordre d’ap-

proximation que nous avons adopté
&= 0sing
désignons par 0, et ¢, Vinclinalson de I'équateur lunaire sur Péclipti-
que mobile, et la distance angulaire du premier axe principal au neeud
descendant de cet équateur 5111"151 méme écliptique; on aura :
z £ 0, sin ¢,
enfin " = ¢ sin P'LN’; P~ étant le point ou la perpendiculaire désignée
par ¥, rencontre I'écliptique fixe, et IN' étant le noeud ascendant de
U'écliptique mobile. Or, on a: cos ¢ tang P'LN’ = tang P'LIN’; done
en négligeant le carré de &, I'angle P'LN" peut étre confondu avec
P'LN:on a donc " =¢ sin PLN : d'une autre part, remarquons que
'angle P'LN est sensiblement égal a la longitude de la terre vue de la
lune , et comptée a partir du noeud N'; car on a vu que le premier axe
principal Lma, est toujours a peu pres dirigé vers la terre (n° 23). Ainsi
nous pouvons €crire :
y'={¢sin (mt—1)
Il résulte de ces valeursde 5, », y, que l'on a :
6, sin ¢, =0 sin ¢ 4 sin (mt —1)
Ou bien, en développant les inégalités séculaires renfermées dans le

second terme (n" 30)

9y sin ¢y =0 sino -4 X ¢sin (mt — gt —
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En prenant un point dans le plan de I'équateur lunaire , dont la dis-
tance angulaire a I'axe principal soit égale a 90°, on démontrera par
des considérations semblables que

6y cos ¢, = 0 cos ¢ -} ¢ cos (mt — gt — h)
faisons 0y singy =5y  0;cos ¢y =,

et remplacons 6 sin ¢ et 6 cos ¢ par les valeurs trouvées plus haut, il
viendra :

sy = Msin (pt 4 ¢) 4 Nsin (gt <€)+ Psin [(m-+m') t — €]
s’y = Mcos (pt +4¢) 4 N'cos (pt4¢') 4 Pcos [(m -4 m')t —E]

On voit que les termes qui dans les expressions de s et de s" repreé-
sentaient le déplacement séculaire de I'écliptique vraie ont disparu des
expressions des, et s'y. Par conséquent nous sommes conduits a cerésul-
tat remarquable : le mouvement des points équinoxiaux de la lune et
Uinclinaison de son ¢quateur sur lUécliptique vraie sont indépendans
des mouvemens séculaires de cette ecliptique. Cette proposition dont
nous avons cru devoir développer la démonstration est due a Laplace (*).

(33) Pour que les valeurs de s, et de s’y que nous venons d’obtenir,
saccordent avec les données de I'observation, il faut qu’elles restent
toujours tres petites. Cela exige 1° que les coefficiens M, N, P soient
fort petits; 2° que les valeurs de i et de p soient réelles, et consé-
quemment p? et p* devront étre réels et positifs : or ces quantités sont
racines de 'équation du deuxieme degré :

(11) ABX’ —[(A+B—C;P+4B(C—B)+4 4A (C—A)] m'X
+ 4(C—A)(C—B)m'=o0

on aura donc les trois conditions :

(O AV (2B S5 “ALBLEMLBE€—B) 4 A(C—A) >0

[(A+B—C} 4 B (C—B)+-4A(C—A)]*>16 AB(C— A) (C—B)

Nous avons déja trouvé (n° 19) la premiére de ces conditions, et

*} Mécanique céleste, liv. 5,pag. 563.
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nous avons vu qu’'elle est une conséquence nécessaire du mouvement
de rotation. — Les facteurs C — A, C— B étant positifs, la deuxieme
condition est remplie d’elle-méme.— Quant a la troisiéme condition ,
elle fournit une inégalité entre les trois momens d'inertie de la lune
qui devra avoir lieu, quelle que puisse étre dailleurs sa figure.
Enfin la discussion de la libration en longitude nous a conduits a

cette quatriéme condition B—A>o

(34) Puisque les constantes M, N, M, N’ doivent étre fort petites,
supposons—les nulles dans une premiére approximation ; alors les va-
leurs de s, s, se réduisent respectivement a :

P sin [((m 4 m’) t —6] et P cos [(m'-{r- m) ¢t — €]

par conséquent on aura :
tang o, = L = tang [(m~4m)t— €]
5 1 =g ang [(m—-m)t— 6
1

d’oti I'on déduit pour ¢, les deux valeurs:
¢, = mt 4+ m't— 6, ou bien, ¢, = 180°4mt +mt—¢6

Voyons laquelle de ces deux valeurs satisfait aux observations. Nous
avons vu que l'axe principal auquel se rapporte I'angle ¢, et le rayon
vecteur mené de la lune a la terre, sont toujours, a fort peu preés, com-
pris dans le méme cercle de latitude. Donc en appelant ¢, la longitude
du noeud descendant de I’équatenr lunaire sur I'écliptique mobile,
comptée dans le sens de la rotation de la lune, et négligeant, comme
précédemment, le carré de 'angle 6, ,0on a:

9g = ml — ¢,
par conséquent, si 'on adopte la premiére valear de 9, on aura:
$y =—mit 46

c'est-a-dire que la longitude moyenne du nocud descendant de I'équa-

teur lunaire sera égale a la longitude moyenne du nceud ascendant
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de I'orlite. Or ce résultat est précisément celui que l'observation a
donné a Cassini.

La seconde valeur de 9, donnerait §; = 180°—m/'t6. Or §,—180°
est la longitude du nceud ascendant de I'équateur lunaire; ainsi ce
serait le noeud ascendant de I'équateur qui coinciderait avec le noend
ascendant de l'orbite, ce qui n’a pas lieu dans la nature. Nous admet-
trons donc la premiére valeur de g,.

L'équation 6, sin ¢, = P sin (mt -4 m't — &) donne alors 0, = P.
Aipsi I'inclinaison de I'équateur lunaire aura une valeur constante,
et en remplacant P par sa valeur, on aura :

_3dm(C—A)
150 12@m T I8 niC== A)

Liobservation a donné pour valeur moyenne de 0, et de A,

1°-28-45" = 5325"
5°-8-49" = 18529"

I

61
zl

on a d'ailleurs ™ — 0,004022.
m

On peut déduire de ces données une valeur approchée du rapport
C_A . 3 3 Fice
———, en effet, on tire de 'équation précédente

C—A 2m 0 0,004022 X% 177
Cl .0 " Bmagp4 2ot 11927

= 0,000598

Ce rapport a, comme nous l'ayions annonce, une valeur fort petite.
Encore cette valeur doit-elle étre considérée comme un maximum ;
car elle repose sur la supposition que les constantes arbitraires M et N
sont'nulles, et si on les suppose seulement tres petites, on aura en
vertu de I'équation 0, ——-:1,/€_1"——]-_—-—s_l2 une valeur moyenne de 6, plus

i Ak, o gy 3m(C—A)2,
grande que P; par suite 1'égalité 6, = 35 3m (C—A) se changera

Lo 1ash 3m (C—A A, Y
dans 1 lll(.‘g:t]llt‘. 0! b 2—(;1; e (C__Aj d’oti 'on tirera :
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C—A
C

< 0,000598

(35) Examinons actuellement le cas général ou l'on regarde les
constantes M et N, M" et N’ comme ayant des valeurs trés petites ; et
d’abord nous allons faire voir que M est a peu prés égal a M, et N' a

N1/ C—A
B8
A cet effet posons dans I'équation (11) :

B==GC(l—i) . A=C(t—=e)

e et i étant des quantités trés petites dont nous négligerons les carrés;
on aura en divisant par AB:

A —e—i) X2— (1 4 2e —i) m* X - deim' = o
d’ou l'on tire approximativement :

LodaEde— LI S=Rd i) (1 — 8 ei) m2

X
2 |i1 —e—1i)

Si on a égard successivement aux deux signes, et quon effectue les
divisions, on trouve que les deux valeurs de X sont, aux secondes di-

mensions pres de e et de i :
(14 3e)m’ et dei m?
En extrayant les racines carrées de ces quantités, on aura les va-
leurs désignées précédemment par p. et p’, savoir :

9 =
p.:(l—}-gc)m p =2V ei.m

Actuellement on a trouvé (n” 29)

M - (r\i -{— B— (:) .'H.‘u? N = (A + B — f::} m_lu'

M~ AP—m (C—B). N  Ay*—m?(C—B)

Substituons & p et p’ les valeurs précédentes, et il viendra, en négli-

geant toujours les carrés de e et dei:




tang (y— )=

. — 64 —
: 3 . e .
M = (1_§e)M N =__21/1:i (1—i)N

On aura donc a tres peu pres :
M=M N=—2NV e
i

. C—B _C—A ; C—i
L TP A S T doncenﬁnN—-—2N'|/C.tﬁ

Cela dosé , divisons s, par s’y , désignons pour abréger mt - mt' — 6
Pa‘[' ®, Nous aurons:

M sin (pt 4 ¢) + Nsin (gt +¢) 4 Psin o
M cos(ut 4 ¢)4- 2N V/ g :‘:cos(p.’t—l— P cosw

Tang ¢, =

tang 9, — tang »

1 4 tang ¢, tang

Or, tang (¢; — w) =

sin

Remplacant tang ¢, par la valeur précédente, et tang » par , on

COSs »

aura successivement :

i

[M sin (pt - ¢) 4 Nsin (u't 4] cos — [Meos (pt-4-¢) 42N “/ (C_;
tang () — o) = ¥

P —+-[M cos (pt+¢) + 2N '1/2 _; cos ('t +=¢"] cos @+ [Msin (put + 5) 4N sin ('t 4-¢")] sine

cos (p't~¢')] sine

et

A I ’ ! BT
Msin (HH-E-—m}—Fl\' (; e _‘/L_.%) sin (pt~¢'~40)+ N (2— +1/ (,—A) e (.“"""“’_'w'\'
3 e C—B

1 C—A 1 s
P4~ M cos (pt~+4-e—o) —N (— — ‘V," = )(:ns 'ttt +0)+N (_ &7 =AY cos (0t~
l\ (o ) ) —B (g ) B) 1/ C—B) cos (p't-+¢
Les observations ont appris que I'angle ¢; — wreste toujours treés pe-
tit; il résulte de la, que le dénominateur de cette expression ne saurait

devenir nul pour aucune valeur des angles, pt, u'¢, ». Autrement,
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tang (¢, — o) deviendrait infinie, g — o serait droit, et comme d’ail-
leurs le numérateur peut prendre une infinité de valeurs finies , positi-
ves ou négatives, a raison des sinus et cosinus qu’il renferme, la valeur
de tang (¢, — w) pourrait passer par tous les états de grandeur entre
— o et | o, en sorte que l'angle ¢, — o pourrait dépasser toute
limite, ce qui est contraire aux observations ; de plus, le dénominateur
de tang (9, — ») ne deyra non plus changer designe; sans quoi , en pas-
sant du positif au négatif , il atteindrait zéro.

~ Cela exige que la valeur de P soit plus grande que la somme des

coefficiens M 4 2 N 1/g & ‘%, abstraction faite des signes. Cette condi-

tion est d’ailleurs suffisante : car si elle est remplie, comme le numéra-
teur est essentiellement fini, ¢, — o sera toujours moindre que 90°, et
par conséquent I'angle ¢ ne fera qu'osciller, de part et d’autre, de 'an-
gle » qui sera sa valeur moyenne.

Ainsi, nous avions 1econnu qu'en supposant nulles les constantes
M et N, dépendantes de I'état initial du mouvement de la lune, les
neceuds de son équateur coincidaient rigoureusement a toutes les épo-
ques du mouvement avec les noecudsmoyensde I'orbite: et nous voyons
maintenant que si les constantes arbitraires M et N sont seulement re-
gardées comme trés petites, lesnoeuds de I'équateur lunaire sur 'éclip-
tique mobile feront, de part et d'autre des noeuds moyens de I'orbite,
des oscillations dont Pamplitude sera moindre que 90°; en sorte que
leur moyen mouvement sera loujours €gal au moyen mouvement des
noeuds de l'orbite. Ajoutons que cette égalitén’exige pas, gu’a Lorigine
il ¥ ait eu coincidence rigoureuse , entre la ligne des nocuds de I'équa-
teur et la ligne des noeuds de l'orbite, ce qui serait fort pea vraisem-
blable : il a pu exister entre elles une différence arbitraire, mais trés
petite ; que l'attraction terrestre aura empéché de s’accroitre , et main-
tenu constamment entre certaines limites.

La seule condition nécessaire et suffisante pour que les observations
soient satisfaites, est l'inégalité

P>M42N 1/%:_%
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laquelle est toujours possible , puisque M et N sont des constantes ar-
bitraires. De plus, comme tang (¢,— ) doit toujours avoir une trés
petite valeur, les constantes Met N seront trés petites par rapport a P,
On verra plus loin la modification qu’éprouve la condition précédente,
lorsquon a égard aux termes affectés de 'excentricité e que renferment
les seconds membres des équations (10).

Il nous reste a examiner ce que devient, dans le cas général , la va-
lenr moyenne de linclinaison 0, ; on a

: 08 51/ M?[1—cos 2 (pt+¢)] , N*[1 —cos?2 (pt-4¢)]
0t =5+ 5" = 9 =f 9

s

et et )L ANCEH R ExeiG gl

En ne conservant que les termes qui ne renferment ni sinus ni cosi-

nus, on aura pour valeur moyenne de l'inclinaison 6,

==1/M“—[- (1-[-4“: "‘))_Hn

Ainsi, nousavons vu précédemment que dans I'hypothése ou M et N

étaient nuls, l'inclinaison de I'’équateur lunaire sur 1'écliptique était
rigoureusement constante et égale a P. Dans le cas général, cette in-
clinaison sera soumise a des variations périodiques toujours trés petites,
et sa valeur moyenne sera encore a fort peu prés égale a la constante P.

(36) Pour compléter l'intégration des équations (10), il nous reste a
considérer les termes affectés de I'excentricité e que renferment leurs
seconds membres. L'inclinaison 8, relative a I'écliptique fixe , pourra y
étre remplacée par l'inclinaison 6, relative a I'écliptique mobile, sans
autre modification, de méme que l'inclinaison 2 a déja été remplacée
par 1, (n° 28); car cette substitution ne fait que développer des termes
affectés de 'angle &, et nous négligeons son produit par e. Puis, comme
la discussion du n° précédent nous a appris que 6, a une valeur sensible-
ment constante et égale a

Im(C—A)2,
2Cm —38m (C— A’
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nous considérerons 6, comme constant dans les termes dont il s’agit,
ce qui sera d’autant plus rapproché de la réalité que cette quantité est
fort petite. Enfin, la longitude moyenne du noeud descendant del'équa-
tear lunaire étant égale a la longitude moyenne du nceud ascendant
de l'orbite, et ces deux angles étant comptés en sens contraire, nous
avons : m¢ 4~ = mt—1I. En conséquence, les termes que nous avons
a considérer se présenteront sous la forme :

(Are éq"). . . . . —9m? (QL]';_‘}) (64 -+ 1,) esin (mt —1)cos (mt —mn)

A

Le produit sin (m¢ —!I) cos (m¢t — =) se transformera en une somme

2™ éq*)... . . . —6m? (C_ B) (64 -+ 2y) esin mt —1) sin (mt—m)

: | T : :
de sinus : 5 [sin (2 m¢—n — 1) sin (x —1)], et de méme le produit
sin (m¢—1) sin (mt— ) se transformera en une différence de cosinus :
1
-y [cos®—1) — cos (2mt —n —1)].

Nous négligerons les sinus et cosinus qui renferment I'angle 2m¢,
parce que ces termes n‘augmenteront pas par l'intégration ; mais le si-
nus et cosinus de I'arc ® —/, acquerront par I'intégration de petits divi-
seurs, et donneront naissance a une inégalité qui mérite d’étre consi-
dérée. Remarquons dailleurs que m— [ représente la longitude du
perigée de la terre vue de la lune, rapportée au noead ascendant de
l'orbite ; et comme on a désigné I'angle = par o -} it, et I'angle [ par
€—m't,onaura:

n—l=(i4m)t+4oc—6

Dapres ces considérations, les équations (10) deviendront en rédui-
sant leurs seconds membres aux termes que nous venons d'indiquer :

ds A4B—C A)

r!s (C—
T gt g

m’s

9m? (C—A , :
;#___El_ -_—.-_—)(BI—*—)U(’ sin [(i4~m) t 4 o — €]




"

&s | A+B—C ds , (C—B) ,,
gp i Dt g oh
GEE
:--?mz’( AB)(Gi—I—li)ecos[(i-—-m')t—|—a——-6)

(37). Actuellement désignons par R sin [(i-+m’) t 4o — €] et par
R’ cos [(i - m') ¢ 0—6], les parties de s et ' relatives a cesnouveaux
termes : nous aurons, pour déterminer R et R/, les €quations

i m (C—A) m C—A\ .
T“d' ﬂB___i—-}-m')R“—(i— B .
| _ ImC—A) (0, )

i) s ti Bl

C—B i+m (C—B) m )
(1_ A )R._.( mncvennes) i—l—m’R)

= — 3m.

(C—B) (0,42
A i+ m

Nous pourrons réduire a 'unité le coefficicntde R’ dans la premiére

équation, et celui de R dans laseconde, a cause de la petitesse des frac-

C—B.C—A (i+m")?

A He Remarquons de plus que oo une fort petite

tions

valeur ; car, puisque le rapport I—_i—j = 0,012474 (n°20), on a:
m

C—AJ{E;:_B? est sans

doute beaucoup plus petit que la valeur précedente. 1l suit de la qu'on

P % |
i = 0,0001556. Enfin, le nomhre(

m!

pourra négliger, dans la résolution des équations précédentes, les ter-
= o (i m')
mes out les inconnues R et R’ seront multipliées par ~— 5 oupar

(C—A) (C—B) : (C—A) (C—B) m? :
: AB : -, et meme par AB (T—}- rn’j" pour ne

garder que les termes dont les coefficiens sont égaux a 'unité.
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On trouvera ainsi a-fort pen pres:

ooy dut(GuB) 3o +11) R Om(C=A) @+
51 A i4m e 4 sk B i+ m

(On peut remarquer que la valeur absolue de R’ est plus grande que
celle de R; car, B étant plus grand que A (n° 23), si, pour un instant
C—A C—B-49 C—B

et.commes —————

ph-a W Ry A

on pose B = A -}- J, on aura

est une fraction proprement dite, elle augmente par l'addition de ¢

S,y g
e Py,

a ses deux termes ; conséquemment on a et par suite

R'>R.)

En ajoutant ces termes aux valeurs précédemment trouvées pour s,
et s’y (n° 32), on aura les valeurs complettes de ces inconnues :

$y == M sin (¢ 4-¢) 4 N sin(p'24¢’) 4 Psin [(m + m’) ¢t — €]
~+Rsin [i+4m)t 4 o—F€]

s'y=Mcos (ut4¢)- 2N “/g = %.COS(H’,(_'_ &)+ Pcos [(m J-m) t—€]
-+ R’ cos [(i m) t 4 o —6]

elles se réduiront a peu pres a leurs deux derniers termes a cause de la

petitesse des constantes M et N.

(38) Examinons maintenant quelle sera l'influence des termes que
nous venons de calculer sur la valeur de tang (3, — ©) trouvée dans le
n° 35.—1I nous suffira de considérer le dénominateur, qui devient :

P—l——\[cos(pt-l—e-——m)—[—N( 1/C A)cos(pt+e—-w)

—N (— —*I/C A) cos (pt ¢ +m)-{-( ‘et ) cos [(m—1i)t—q]
(R—R)

2 (m4i42m)t4 oc— €]
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Ce dénominateur doit garder constamment le méme signe, pour que
langle (9;—o) reste toujours inférieur & 90°; et comme P est positif,
cela exige que la valeur de P soit supérieure a la somme des valeurs
positives des coefficiens que renferme ce dénominateur. Cette condition

a donné (n° 35)
P> M 2N 1/%:%

inégalité qui est toujours possible, puisque M et N sont des constantes
arbitraires.

Dans le cas actuel , la présence des termes affectés des coefficiens
R et R’ modifiera cette inégalité, et comme la valeur de R’ prise posi-
tivement surpasse celle de R, on voit que le dénominateur gardera
invariablement le méme signe, si l'on a

P>MA4 2NV g;‘; ;R
cette inégalité doit étre vérifiée indépendamment des constantes arbi-

traires , en sorte que l'on doit avoir séparément P> R’.
On peut déduire de cette derniére condition une limite supérieure

du rapport -; en effet, si 'on remplace P par la valeur moyenne

de I'inclinaison 0, et R’ par la valeur trouvée dans le n® précédent, on
aura :

9—:\<291 (i+m) C—A

B 0.0y om ou —¢ <0,011436

mais, d'aprés la valeur déja trouvée pour (n® 35) on doit penser

que est de beaucoup inférieure a la limite précédente.

(39) Actuellement, on peut aisément obtenir de nouvelles valeurs
des quantités p et ¢ , qui désignent les composantes de la vitesse de
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rotation de la lune autour de I'axe du plus petit et du moyen moment
d’inertie; on a en effet (n° 27):
" pm—ms-—-?—t, q=-—ms’—[—j—j

formules dans lesquelles il faudra mettre pour s et 5" les valeurs rap-
portées a I'écliptique fixe, trouvées dans le n°30, et augmentées des
termes que nous venons de calculer (n° 37). On voit alors que les ter-
mes dépendans du déplacement séculaire de l'écliptique disparaissent
des expressions de p et q , puisqu'ils sont affectés du coefficient insen—
sible g, et en négligeant les termes qui renferment les constantes
M et N, on aura:

p=m'Psin [((m+4m") t—8&] 4 [R’ (i+m’) — mR]
sin[(i4 m') t 4o — €]

g =m'P cos [(m+4m')t—6] 4 [R (i4m') — mR‘]
cos [i +m')t 4o —6]
(i4m")R 3 (i4+m R’ |

a cote de R et de

Si on négligeait les produits

R/, les coefficiens des seconds termes de ces formules se réduiraient a
—mR et — mR’, et d'aprés les valeurs trouvées (n° 37) pour R et R,
ils coincideraient avec les coefficiens M et M’ que nous avions obtenus
(n° 20) dans une premiére approximation.

Ces valeurs de p et ¢ feront connaitre les oscillations du pdle de
rotation a la surface de la lune. L'inégalité représentée par les pre-
miers termes a une période trés peu inférieure au mois lunaire, a

o
cause de la petitesse de la fraction ry dont la valeur est 0,004022.

L'inégalité représentée par les seconds termes est plus considérable ;
elle dépend de la différence en longitude du noeud et du périgée lu-

naire ; sa période est égale a 1mo =80"" 167. Peut-étre

i {
" X 0,012474

des observations plus précises parviendront a la reconnaitre,
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Désignons par A la distance angulaire de I'axe instantané de rota-
tion a I'axe du plus grand moment d'inertie C, on a (n® 12):

STl s P+q :
ripe s

formule dans laquelle on substituera a la place de p, ¢, r, leurs va-
leurs; si Fon prend pour unité le rayon de la lune, la valeur de sin A
représentera le rayon du cercle que le pole de rotation décrit a la sur-
face de la lune.

Enfin la vitesse de rotation V, autour de I'axe instantané , se déduira

de la formule V="V p*4 ¢* 4 r*; si lon fait les substitutions pré-
cédemment indique’es, on aura, a fort peu pres :

mi4

- P (RHRY 4 ] R — R
cos2 [(i4m)t4oc—6)]

m?

Vu et approuvé par le doyen de la faculté des sciences de
Lacadémie de Paris ,

J.-B. BIOT.

Permis d'imprimer :

L’inspecteur-géneral des études, chargé de I'administration de
lacadémie de Paris ,

ROUSSELLE.
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RESUME

THESE DE MECANIQUE.

De la variation des constantes arbitraires dans les questions de
mécanique.

I.a méthode de la variation des constantes arbitraires, a recu ses
premiers développemens dans le calcul des perturbations planétaires.
Lorsqu’on a égard a l'action réciproque des planétes, le mouvement
elliptique n’est plus I'expression rigoureuse des faits, et on est conduit
a regarder le mouvement de la planéte comme ayant lieu a chaque
instant sur une ellipse, dontleselémens varient par degrés insensibles,
et qui n'est autre chose que la courbe osculatrice de 1'orbite réelle.
Pour traduire cette conception géométrique par I'analyse, on introduit
dans les équations différentielles du mouvement, les termes provenant
de l'action mutuelle des planétes, et on cherche a satisfaire aux nou-
velles equations différentielles en faisant varier les constantes arbi-
traires qui complétent les intégrales du mouvement elliptique.

Cette méthode peul s'étendre a toutes les questions de mécanique
ou, aprés avoir négligé une partie des forces qui agissent sur les mo-
biles, les équations différentielles du mouvement deviennent intégra-
les. Ces intégrales fournissent une premiere solution du probleme,
d’autant plus approchée que les forces négligées sont plus petites par
rapport a celles que I'on a conservées. Pour étendre ensuite cette solu-
tion aux forces complétes, on fera varier les constantes arbitraires
¢ontenues dans les premieres intégrales.

Mais pour que la substitution de ces inconnues aux inconnnes primi-

tives du probleme ait une véritable utilité, il faut que les différentielles
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des constantes arbitraires puissenl étre présentées sous une forme qui
se prete aisément anx approximations successives. — Le développement
complet de ces différentielles repose sur plusieurs formules générales.

1° on représente par ¢, ¢, 6... les variables indépendantes réduites au
moindre nombre possible, qui déterminent la position d'un systeme
de corps dans T'espace; par a, b, c... les constantes arbitraires qui
completent les intégrales des équations différentielles du mouvement;
par T, la demi-somme des forces vives du systeme,

Pour abréger 'on pose :

do o dy db :

;{;f‘—‘? S s ¢, EEZG ete,
dT dT dT gl
({(}3‘( =S, (I_‘-[I' =1u, ;{_'9‘ = {... CLC.

Enfin on suppose que la somme des forces appliquées aux mobiles ,

multipliées chacune par T'élément de la distance dont elle dépend,

soit une différentielle intégrale, on démontre alors qu’on a en général :
dods . dods dbdu  dbde dodv dbdv

e i M Rl o L] B, Tt

= (aTb)

le symbole (a ! b) représentant une quantité indépendante du temps t-

Cette quantité est en général fonction des constantes arbitraives @, b, c...
el peat dans certains cas se réduire a une constante déterminée.
2° Par une analyse semblable appliquée aux équations générales du
mouvement en coordonnés rectilignes, dans lesquels x, y, z, dési-
gnant les coordonnés dun mobile m, et x*, ', 2’ les différences
dx''dy 'dz

premieves -

=i = LDNEronNe
dt” dt di

=

dx dx o da dy dy dy dy” dz dz dz dz’
5. i S— p— — e prro ot o0 Flia e ST e T P
i (n’a b db da da db  db da dadb db da

e ((.*. ; f;)




-7 gt
la notation (a, b) désignant encore une quantité constante relative-

ment au temps. |

Les formules (1) et (2) bien que déduites d'une méme analyse, se
distinguent 'une de I’autre en ce que dans la premiére, on a eu égard
aux conditions particuliéres auxquelles les mobiles peuvent étre assu—
jettis , tandis que la seconde en est indépendante.

3°Si 'on imagine que les intégrales completes des équations du
mouvement aient été résolues par rapport aux constantes arbitraires,
en sorte que chacune d’elles soit une fonction connue du temps ¢ et des
variables ¢, ¢, 6... s, u, ¢... on démontre cette troisieme formule qui
est comme l'inverse de la formule (1).

dadb dadb dadb dadb dadb dadb [a, b]

BerigeTs o dsat dueliye: Bpils Wseloiodls. pedt. Hgbiionme
[n: 5 b] désignant une qnantité indépendante du temps ¢.

Ces formules posées, on suppose qu'on ait intégre completement les
équations du mouvement en négligeant une partie des forces appliquées
aux mobiles; les expressions des variables indépendantes o, ¢, 6... sont
des fonctions connues du temps # et des constantes arbitraires a, b, c...
Or, les équations ‘du mouvement sont du second ordre et en méme
nombre que les variables indépendantes; par conséquent les constantes
arbitraires sont en nombre double de ces mémes variablas. — Si donc
on introduit les forces négligées dans les équations du mouvement, et
que pour satisfaire a ces nouvelles équations on regarde @, b, c...
comme des fonctions inconnues du temps Z, on aura un nombre d'in-
connues double de celui des inconnues primitives. Par conséqueént, il
sera permis de lear imposer un nombre de conditions égal au nombre
des variables 9, {, 6... Ces conditions étant d’ailleurs arbitraives, on
choisira les plus propres a simplifier la détermination des nouvelles
inconnues. A cet effet, on convient d’égaler a zéro les parties de cha-
que différentielle dp, dy, db... qui proviennent de la variation des
constantes. Par ce moyen, les équations différentielles secondes du
mouvement sont remplacées par un nombre double d’équations diffé-
rentielles du premier ordre.
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Il s’agit actuellement de déduire de ce systéme d’équationsles valeurs
des différentielles des constantes devenues variables da, db, dc...

Représentons les termes qu’introduisent dans les équations du mou-
vement les forces perturbatrices, par (9), (¢); (6)... ces quantités sont
des fonctions connues des variables ¢, ¢, 0... qui peavent n’étre pas les
différences partielles d’'une méme fonction de ¢, ¢, 6... et désignons
par la notation (@), la quantité |

d d
Dat+ O+ Ot =@

a étant 'une quelconque des constantes arbitraires, on démontre que
la quantité (@) dt peut étre exprimée en fonction linéaire des différen-
tielles da, db, de... sans renfermer le temps ¢ explicitement , et ces
expressions sont :

(@) dt = (a, b) db+ (a,c) de 4.

(b) dt = (b, a) da4-(b.c) de 4.0 )

() dt = (¢, a) da+ (c,b)db+.

etc. '

Dans lesquelles la notation (Eb) a la signification qui lui a été donnée

dans la formule (1).
Dans chaque cas particulier, on déduira de ces équations les valears

des différentielles da , db, de... en fonction de (a) dt, (b) dt , (c) dt...
Cela suffira dans la pratique , mais pour compléter la théorie il importe
de trouver des formules qui donnent les expressions générales de ces
différentielles ; ces formules sont :

da=[a,b](b)dt + [a,c] (c)dt +..
db=[b,a](a)dt + (b, c] (c) dt +... (5)
dc = [c,al(a)dt+[c, b] (b) dt +...
elc.
ou la notation &, b a la signification qui lui a été donnée dans la for-
mule (3).

La méthode de la variation des constanies ne doit étre considérée
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que comme méthode d’approximation. Les forces perturbatrices étant
supposées trés petites par rapporta celles que 'on a d’abord considérées,
les variations des eonstantes dues a ees forces sont aussi fort petites,
en sorte que dans une premiere approximation on peut regarder
a, b, c... comme des constantes dans les expressions de da, db, de...
par la le calcul des parties variables de a, b, c... se rédnit aux qua-
dratures , et cest Ja un caractére spécial de la méthode que nous expo-
sons, - _

Ces parties variables servent de base a la deuxieme approximation ,
dans laquelle on a égard aux quarrés des forces perturbatrices , et ainsi
de suite , ete.

Lorsque les forees perturbatrices rempliront la condition , que la
somme des produits de chacune d’elles multiplée par 1'élément de sa
de sa direction, soit la différentielle exacte d'une certaine fonction Q
des variables indépendantes, alors les quantités («) d¢, (b) dt, (c) dt...

dQ dQ  dQ

ne seront autre chose que les différences partielles — s —» —» ... et
1 I da’ db’ de’ " ¢

Fon pourra les remplacer par ces différences partielles dans les équa-
tions (&) et (5).

Pour appliquer les formules précédentes a la solution d’un probléme
de mécanique, il faudra d’abord calculer les diverses fonctions des

constantes @ ,.b, ¢, représentées par la notation (a, b), si 'on fait

usage des équations (4); ou par la notation [, 4], si I'on fait usage des
équations(5). Le nombre de ces coefficiens est égal a celui des combinai-
sons deux a deux, qu'on peut faire avec les lettres a, b, c... M. Poisson
sest livré a cette recherche dans deux problémes particuliers, sa-
voir, le mouvement d’un point matériel attiré par une force centrale
et le mouvement de rotation d'un corps solide. Les constantes arbi-
traires qui complétent les intégrales relatives a chacun de ces problé-
mes, sont au nombre de six, et ont une signification analogue dans les
deux questions , savoir : 1° la constante £ qui entre dans I'équation des
forces vives; 2° la constante ¢ ajoutée au temps; 3° la constante & qui
représente dans le second probléme la somme des aires décrites dans
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Punité de temps, projetées sur le plan du maximum des aires, et dauns
le premier l'aive décrite pendant I'unité de temps dans le plan de la
trajectoire, qui peut étre regardé comme un plan principal de projec-
tion; 4° la constante o qui indique un angle compté dans le plan du
maximum des aires , & partir de son intersection avec un plan fixe; 5° la
constante « qui est la longitude de cette intersection comptéea partir
d’une ligne fixe ; 6° la constante y qui est l'inclinaison des deux plans.

L'analyse conduit aux mémes wvaleurs pour les différentielles de
méme nom dans les deux problémes ; en sorte que leur solution est ra-
menée aux mémes formules.

Une coincidence si remarquable doit étre une conséquence nécessaire
des lois fondamentales de la mécanique. En effet, on fait voir, en par-
tant des équations générales du mouvement d'un systéme de points
matériels, que les différentielles des constantes arbitraires qui comple-
tent les intégrales premiéres, fournies par le principe des forces vives
et par le principe des aires, peuvent étre déterminées a priori, et ont
la méme expression dans tous les problémes.

Tous les résultats précédens ne supposent nullement que la somme
des forces perturbatrices, multipliées chacune par l'élément de sa
direction, soit une différentielle exacte. 1ls conviennent donc , sans
modification , au cas ou la force perturbatrice serait la résistance d'un
milieu.

En appliquant les formules générales au calcul des altérations, pro-
duites dans le mouvement elliptique d’une planéte par la résistance
d'un éther répandn autour du soleil, on parvient tres simplement a
exprimer les variations des élémens elliptiques, en fonction de I'ano-
malie vraie de la planéte a 'époque que I'on considére. Par conséquent,
en négligeant le carré de la force perturbatrice, on déduira de ces
expressions, par la méthode des quadratures, ou la réduction en série,
les valeurs des parties variables de ces €lémens.

FIN.




ERRATA.

Page 14, ligne 3. Supprimez: (fig. 1).

Page 23 et suivantes. Au lieude cette phrase :  sera la longitude di neeud ascendant
de léquateur lunaire, lequel est en méme temps le naoud descendant de
lécliptique, par rapport au méme équateur, c'est-a-dire Uéquinoxe
d’automne de la lune, lisez : | sera la longituds du neeud descendant de
U'équateur lunaire.

Page 23, ligne 6. Au lieu de ( fig. 2), lisez : (fig. 1).

Ibid., ligne . Au lieu de : neud ascendant, lisez : nceud descendant.

Page 25, ligne 7. Au lieu de : ( fig. 3), lisez : ( fig. 2).

Page 38, avant-derniére ligne. Au lieu de : par suite le sinus, lisez : par sutte le costnus.,

Ibid. , ligne 14. Au lieu de : sin (2mt — =), lisez : sin 2 (mt — =).

Page 59, ligne 3. Au lieu de : sin (2 mt — 7), lisez : sin 2 (mt — =).

Page fo, ligne 2. Au lieu de : Péquation qui donnera ¢, lisez : Uéquation qui

donnera ().
b p i i 1
Page 45, en téte de la formule. Aulieu de: — lisez : 3
2 i

Page 48, lignes 17 et 26. Au lieu de T#, dans les deux formules, liez : T 2.
Ihid. ; ligne 31. Aulieude : T, lisez : T,.
Page 5o, ligne 3. Aulien de 6 f_{‘f , lisez : 6 (:;5:

C—B C—A,

dans la formule, lisez :
B

Page 68, ligne 2. Au lieu de : (—m’)¢ dans la formule, lisez: (i) ¢.

Page 52, ligne 11. Au lieu de

Page 76, ligne 14. Au lieu de intégrale, lisez : intégrable.
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